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SUITE  DE  LA  SECONDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 


SECTION  IL 

De  Vintégration  des  Fonctions  et  Equations 
différentielles  du  premier  ordre  à  plusieurs 
variables  y  et  des  solutions  particulières  de 
ces  Equations. 

CHAPITRE  P^ 

De  l'intégration  des  Fonctions  différentielles  du  premier 
ordre  à  plusieurs  variables  qui  sont  exactes» 

3 18.    Une  idée  extrêmement  simple  qui  se  présente 
naturellement  à  Tesprit^  et  dont  cependant  il  me  semble 
a.  1 


fi         INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 

qu'on  n'a  pas  fait  usage  jusqu'à  présent ,  est  que  le 
théorème  démontré  à  rarticlo  56 ,  et  qui  est  connu 
depuis  long-temps,  donne  immédiatement  Tintégrale 
de  toute  fonction  différentielle  exacte  et  homogène 
du  premier  ordre  entre  tin  nombre  quelconque  de 
variables. 

Du  théorème  en  question  traduit  en  règle  d'inté- 
gration ,  il  réiultç  que  pour  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle homogène  entre  un  nombre  quelconque  de 
variables  -,  il  faut  vérifier  si  cette  différentielle  est 
exacte  (art.  54),  et  dans  le  cas  où  elle  l'est,  substituer 
aux  différentielles  des  variables,  les  variables  mêmes  ; 
enfin  diviser  le  résultat  par  le  degré  de  la  proposée  , 
augmenté  de  l'unité  ,  ce  qui  donnera  ^intégrale  de- 
mandée. 

Exemple  I.  Intégrer  la  fonction  différentielle  ho- 
mogène 

(3x*+2bxy— 3y0  dx  +  (bx*— 6xy+3cy*)  dy. . . .  (a). 

La  règle  de  vérification  d'exactitude  enseignée  à 
l'article  (54)  donne 

dr0x^+^bxy^5y)_^^^    ç:^d^(bx^^6xy+3cf) . 
dy  -^  dx  * 

donc  la  proposée  est  exacte.  Cela  ppsé ,  y  substituant 
respectivement  les  variables  a:  et  ^  à  la  place  de 
leurs  différentielles  dx  et  dy  ,  et  divisant  le  résultat 
par  le  degré  a  de  la  proposée  +  i  ,  ou  par  3  ,  on  aura 

=  x*  +  bx*y  —  3xy*  +  O''  +  const  (*). 
{*)  M.  V»bbé  Mari*  a  incégrd  cette  m^me  fonction  différentielle 
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Exemple  II.  Intégrer  la  formule  différentielle 

-^["^\T'^^]^u-^ (i). 

qui  est  homogène  et  du  degré  —  |» 

Par  le  moyen  des  méthodes  enseignées  à  Tarticle  54  > 
on  vérifiera  ique  la  différentielle  proposée  est  exacte. 
Cela  posé,  substituant  à  la  place  des  diffétentiellés  dx , 
dy  ,  du  et  dz  les  intégrales  respectives  oc  ,y ,  uet  z  ; 
ensuite  divisant  le  résultat- par  —  f  +  i  =—  ^  ;  c'est- 
à-dire  le  multipliant  par  —  2  ^  on  a 

/(6)=: — 2ur*a:  \/;y-f-u~"*a  v^x— on*""*  ^y+^xW"^  ^/y 
— 4aii-*V^x^-aatt-V^=^    ■  ^        +  const. 

319/  Remarque  I.  Je  ne  vois  de  long  dans  la  mé- 
thode enseignée  précédemment  pour  intégrer  les  for- 
mules différentielles  homogènes  lorsqu'elles  se  compo- 
sent de  beaucoup  de  variables ,  que  le  calcul  prépara- 
toire qui  est  commun  à  toutes  les  méthodes  connues 
pour  opérer  ces  intégrations  ,  et  qui  sert  à  vérifier  si  la 
différentielle  proposée  est  exacte  (art.  54).  Je  serais  donc 
d'avis  ,  vu  Textrême  simplicité  de  notre  méthode  d'inté- 
gration ,  que  quelle  que  fût  la  différentielle  homogène 
proposée,  l'on  commençât  par  l'intégrer  suivant  notre 
méthode,  sans  vérifier  préalablement  si  elle  est  exacte, 
et  qu'ensuite  on  différentiât  le  résultat  trouvé  ,  ce  qui 


dans  ses  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques  ,  article  g38 , 
page  384,  édition  de  1770  ,  par  une  méthode  assez  ingénieasc , 
mais  beaucoup  plus  longue  et  compliç^aée  qire  la  nôtre. 
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exacte^  en  différentiant  le  résultat  trouvé,  et  en  exa- 
minant quels  doivent  être  les  signes  des  termes ,  ainsi 
que  le  facteur  constant  qu'on  doit  supprimer,  pour  que 
la  différentielle  trouvée  par  le  calcul  soit  identique 
avec  la  proposée.  Rendons  ceci  plus  sensible  par  un 
exemple ,  en  nous  proposant  d'intégrer  la  formule  diifé« 
rentielle  homogène  du  degré  •—  i 

xydz  +  Qz*dy — Qxzdy'^yzdx — ayzdz 

'■       p  (à). 

La  méthode  d'intégration  enseignée  à  l'article  3i8  étant 
appliquée  à  cette  formule ,  donne 

^    ^  _^  xyz  -^sizy — tixzy+yzx — Qyz^ 
a(xy»— ayg)+3(jrs«-ya:')_3(jya.4^g«)  (i-i) 

yci-ô  -     yo-O       -^"^ 

Or ,  nous  remarquerons ,  i*.  que  le  rapport  des  numé- 
rateur et  dénominateur   nuls  de  qui  absorbent 

1—1  ^ 

eux-mêmes  les  numérateur  et  dénominateur  du  der- 
nier membre  de  l'équation  (&).,  étant  égal  à  l'unité 
{voyez  la  note  II  du  Calcul  différentiel  ) ,  on  aura 

/(«)  =  > (0  i 

a^,  qu'a  cause  que  dans  la  première  valeur  de  f(a) 
[  équat*  (i  )  ]  ,  la  quantité  xyz  —  axyz  -f-  ayz  oa 
2(^xyz  ^  <3^2)  peut  être  écrite  sous  la  forme  de 
2xy2(i  — i),  ou  sous  celle  de— axyzi  (i  — i)  , 
et  que  de  même  ayz'^  —  ayz*  peut  être  écrit  sous  la 
ferme  ayz*  (  i  —  i  ) ,  ou  sous  celle  — ^  ayz*  (  i  "•  i  )  * 
il  s'ensuit  que  les  signes  de  xz  et  de  z*  dans  l'équa-^ 
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Exemple.  Intégrer  la  fonction 

3 

j/zdy        dxy/y 

Le  premier  terme  renferme  les  trois  variables  x^y^  z, 
et  est  du  degré  —  ^  :  conséquemment  je  cherche  deux 
termes  parmi  les  six  derniers  de  la  fonction  proposée  , 
qui  soient  du  même  degré  que  le  premier,  dont  l'un 
soit  multiplié  parc£r ,  l'autre  par  dz  ,  et  qui  contiennent 
les  trois  variables.  Je  trouve  que  les  cinquième  et  der— 
nier  termes  satisfont  à  ces  conditions  ;  je  forme  donc  le 
premier  rassemblement 

xdy         xdz\/y        dx\/y 

^^  Vy        ^*  *    ' 

àont  je  trouve^  par  le  moyen  de  la  méthode  enseignée 
à  Tarticle  3i8,  que  imtégrale  est 

xy/y        flxy/y        ^x\/y  _x\/y  . 

z  z  z  z     '  " 

Le  second,  terme  de  la  proposée  étant  du  degré  2  , 
et  ne  contenant  que  les  deux  variables  x  et  2  ,  il  est 
aisé  de  voir  que  son  conjugué  est  le  quatrième  terme 
a^dz  :  ainsi  le  second  rassemblement  est 

ikxzdx  +  x^dz , 

dont  l'intégrale  est 

fx*2  +  jx*z    ou    x^z (ô). 

Enfin  les  deux  termes  restans  qui  sont  les  troisième 
et  sixième,  ayant  les  trois  conditions  requises  ,  j'ai  le 
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troisième  rassemblement 

3 
—  dz)/y       dy\/z 

dont  l'intégrale  est 

- ^  V^Vy  —  i  \/^Vy  ou  —\/z\/y....ic). 

Rassemblant  les  intégrales  particulières  (  a  )  1  (  ^  )  et 
{c)y  ï\  vient  pour  l'intégrale  totale  delà  fonction  diffé- 
rentielle proposée  y  la  quantité 

— î^  +  ^^  —  V^Vy  +  const. 

3a2.  Mais  lorsque  la  fraction  différentielle  qu*on 
Tent  intégrer  a  un  dénominateur  multinome ,  la  sépara- 
tion indiquée  dans  l'article  précédent  pour  former  des 
assemblages  intégrables  par  la  méthode  de  l'article  3i8^ 
ne  peut  s'exécuter  directement  ^  et  il  faut  alors  recourir 
à  l'artifice  suivant. 

On  fera  le  dénominateur  de  la  fonction  dijffiren" 
tielle  proposée ,  égal  à  une  seule  variable  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  cette  fonction;  on  déduira  de  d'égalité 
(ju*on  a  formée  ,  la  valeur  de  l'une  des  anciennes 
variables  que  Von  substituera  dans  la  proposée  ,  ce 
qui  transformera  cette  dernière  en  une  fonction  diffe^ 
rentielle  dont  le  nombre  dks  variables  sera  le  même 
dans  le  numérateur ,  mais  dont  le  dénominateur  ne 
sera  plus  quun  monôme  à  une  seule  variable  ;  ainsi 
on  rentrera  dans  le  cas  précédent ,  et  lorsqu'on  aura 
intégré  Ja  transformée ,  on  y  substituera  la  vaUur  de 
la  nouvelle  variable  introduite  en  fonction  des  an^ 
tiennes ,  ce  qui  donnera  la  vraie  intégrale  de  la  pro"^ 
posée. 
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Exemple  I.  Intégrer 

xdy  —  xdz  -{-  zdy — ydx 

ix-y  +  zy       ••••••■•C'^)- 

Faisons  x  — y  +  a=  ^ ,  d'où 
y  ^=:x  +  z  —  5  ,     et     dy=dx  +  dz  —  c?|. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (a)  ,  on  a  la 
transformée ^ qui ,  étant  homogène  du  de- 
gré —  1 ,  a  pour  intégrale 

^, ir    ou     7  (  art.  320)  : 

remettant  dans  cette  intégrale  la  valeur  de  ^ ,  on  aura 

Exemple  II.  Intégrer 

dx  4-  x'dy  4-  dy  4-  y^x  ,. 

(xy-j)«  ^*^- 

Faisant  ^  =  xy —  i  ,  d'où 

2+1  .         xd^  —  Pdx —  dx  , 

ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (b)  ,  on 
a  la  transformée 

Cdx       xdlçrX       ^       r^g     ,   ÈET] 
|- - -p- J- ^- L^. -r  gxd* 

dont  l'intégrale  est 

î  +  î  +  F^^"*-^^'^' 


A  PLUSIEURS  TÀRIABLES.  it 

donc  Tintégrale  de  la  proposée  est,  toutes  réductions 

faites  y 

rc-f-y 

î^  +  const. 

xy—  1 

3^3.  Yoici  une  autre  méthode  pour  intégrer  les 
fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à  plusieurs 
yariables  et  exactes  ,  qui  pose  sur  un  principe  très- 
simple  ,  et  dont  nous  étendrons  l'usage  jusqu'aux  dilTé- 
rentielles  à  plusieurs  yariables  qui  renferment  des  quan- 
tités transcendantes  de  variables. 

Nous  avons  démontré  à  Tarticle  ig,  que  représen^ 
tant  par  U  une  fonction  quelconque  des  variables 
x^y^  z ,  on  avait 

dï]  =  d'V+dyV+  d^V  +  etc.  [  équat.  (37)]  ; 

donc  indiquant  par  f',P,f* les  intégrales 

partictriières  d'une  fonction  difTérentielle  de  plusieurs 
variables  x  ,  y,  z  , , . , ,  en  n'y  considérant  comme 
variable  que  celle  placée  comme  exposant  du  signe 
d'intégration  /,  on  aura  pour  le  cas  où  U  est  un  po- 
lynôme dont  chaque  terme  est  affecté  de  toutes  les 
variables  a? ,  jr  ,  2. . . . ,  et  toujours  pour  le  cas  de  ]U 
monôme^  la  suite  d'égalités 

U z=/*d*U  =  pdy\5  =r/«d«U,  etc (a)  , 

ou  représentant ,  comme  à  l'article  20 ,  par  f%V)  , 

yV(U)  ,  /*(U) les  coefBciens  de  dx ,  dy,  dz..  .^. 

dans  les  différentielles  partielles  effectuées ,  on  aura  la 
suite  d'égalités  (a)  qui  deviendra 

Vz=zf'f^çC)dxz=:fyfy(V)dy=fi'^  (U)& , etc . . .  (a8i)  ; 

donc  ,  généralement,  pour  intégrer  une  fonction  diffé- 
rentielle hétérogène  du  premier  ordre  entre  un  nonsbre 
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quelconque  de  variables ,  il  faut  rassembler  tous  les 
termes  qui  renferment  chacun  les  mêmes  variables ,  et 
qui  sont  successivement  multipliés  par  la  différentielle 
de  l'une  de  ces  variables ,  en  regardant  comme  termes 
qui  renferment  toutes  les  variables,  ceux  où  Vune  d'elles 
manquerait ,  mais  qui  serait  multipliée  par  la  différent 
tielle  de  la  variable  absente.  On  formera  autant  de 
pareils  rassemblemensqu  on  le  pourra,  et  chacun  d'eux 
sera ,  si  la  proposée  est  exacte ,  la  différentielle  d'un 
monôme  ou  d'un  polynôme  dont  chaque  terme  est  affecté 
de  toutes  les  variables  qui  se  trouvent  dans  le  rassem- 
blement différentiel  correspondant;  ensuite  on  intégrera 
dans  chaque  rassemblement  les  seuls  termes  affectés 
d'une  même  différentielle  de  variable  par  rapport  à 
cette  seule  variable  ;  et  la  somme  de  toutes  ces  inté- 
grales particulières  sera  rintégrale  totale  demandée. 

Exemple  I.  Intégrer 

n^+^-^^+^-y^y^ (a). 

Tous  les  termes  de  cette  fonction  différentielle  ren- 
fermant toutes  les  variables  x  et  j' ,  forment  un  seul 
rassemblement,  et  son  intégrale,  si  elle  est  exacte,  ne 
peut  être  qu'un  polynôme  dont  chaque  terme  est 
aSècté  des  deux  variables  x  et  y.  Donc  intégrant  par- 
ticulièrement par  rapport  à  Tune  des  deux  variables  , 
par  exemple,  celle  x,  ona 

3 

En    intégrant  particulièrement    par    rapport    à  j', 
on  a 
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Ces  deux  résultats  .étant  identiques ,  nous  prouvent  que 
la  proposée  est  exacte  ^  et  que  nous  ayons  trouvé  sa 
vraie  intégrale. 

Exemple  II.  Intégrer 

bpydz —  â bdy  ^y+apzdx-f-adx  y^y — bpzdy —  -g  aiy  ^dy  — apidz  . - 

(V^y^pz)» 

Faisons  V^y  +  p2  =  ^  >  d'où 

,  =  i=li^     et    d.  =  ^ ^. 

p  p      ^pVy 

9 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  (c2)  ^  réduisant 
et  faisant  les  rassemblemens  convenables  prescrits  dans 
la  règle  précédente  ,  parce  que  les  trois  variables 
X ^y  et  ^  ne  se  trouvent  pas  réunies  dans  chaque 
terme  de  la  transformée^  on  aura 

[^-^]  +  [f-^^] (e). 

Prenant  l'intégrale  particulière  du  premier  rassemble- 
ment par  rapport  à  j^ ,  et  Tintégrale  particulière  du 
second  par  rapport  à  or,  on  aura 

Les  intégrales  particulières  des  premier  et  second  ras- 
semblemens par  rapport  à  ^  auraient  donné  le  même, 
résultat  (/*)  ;  donc  on  a  réellement 

/(e)  =flZlJJ  4,  const.  ; 
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et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeut 
de  ^  ^  on  a  pour  la  vraie  intégrale  de  la  proposée  {d)  , 

la  formule 

ax  —  by    , 
; — ^  +  const. 

Vy  +p^ 

5a4-  Remarque.  Il  peut  arriver  que  dans  les  rassem- 
blemens  prescrits  suivant  la  règle  de  l'article  précédent , 
il  y  ait  des  termes  dont  l'intégrale  particulière  se  trouve 
fort  aisément ,  et  d'autres  dont  l'intégrale  particulière 
soit  fort  difficile  à  trouver  ;  il  est  donc  alors  à  propos , 
lorsqu'on  a  pris  dans  chaque  rassemblement  l'intégrale 
particulière  la  plus  aisée  à  obtenir ,  de  vérifier  l'exac- 
titude de  la  proposée ,  et  par  conséquent  la  réalité  de 
l'intégrale  totale  trouvée  ,  non  en  cherchant  l'identité 
des  intégrales  particulières  de  chaque  terme  dans  cha- 
cun des  rassemblemens  ,  ce  qui  serait  trop  difficile 
d'après  la  supposition  précédente  ,  mais  en  dilFéren- 
tiant  le  résultat  trouvé ,  et  en  examinant  si  la  formule 
différentielle  obtenue  par  le  calcul ,  est  identique  avec 
la  proposée.  Par  exemple ,  si  l'on  avait  à  intégrer  la 
fonction  différentielle 

zdy  — y  (  3a:* —  a)dx 

il  faudrait    prendre  l'intégrale  particulière  du  terme 
y/ia^—ix+by  ^^^  **°°  ^^"^®  ^^'^^  P®'°®  ^^^ 

X/ia^-^ax-i-by  '  ®*  ^^  ''^"  ^^  prendre  l'intégrale 

particulière   du   second  terme  ^-\ ,     • 

*^  2  V/(  ^  —  ax  •+-  b  y 

pour  vérifier  si    le   résultat  qu'on  obtiendrait  serait 
identique  avec  celui  obtenu  par  l'intégration  particu- 
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lière  du  premier  terme ,  et  par  conséquent  si  ce  ré- 
sultat est  Tintégrale  demandée ,  il  est  plus  simple  de 

différentier  la  première  intégrale     ..^^-^^  3  , 

et  de  voir  si  sa  différentielle  est  identique  avec  celle 
proposée  (a).  C'est  ce  qu'on  trouve  être  vrai  dans 
l'exemple  actuel  ;  donc ,  etc. 

3â5.  £n  diflférentiant  un  monôme  variable  >  tel  que 

oyz C^)**!  il  est  clair  que  si  dans  le  terme  où  on 

difFérentie  partiellement  p^r  rapport  à  /x ,  on  met  la 

dx 
valeur  —  de  dix ,  ce  terme  sera  d'un  degré  moindre 

X 

d'une  unité  que  les  autres ,  lesquels  sont  homogènes 
entre  eux ,  en  considérant  la  variable  logarithmique  Ix 
comme  les  variables  algébriques  jr ,  z. . .;  donc  d'après 
cette  remarque  et  la  méthode  enseignée  à  l'article  3a3  ^ 
il  sera  très-aisé  d'intégfer  les  différentielles  exactes  où 
il  entre  des  logarithmes  de  variables  telles  que  Ix  ; 
car  m^ttaxit  dan$  le  terme  où  Ix  est  d'un  degré  moindre 
d*une  unité  ^  la  quantité  xdlx  à  la  place  de  sa  valeur 
àx ,  on  rétablira  Thomogénéité  nécessaire  aux  termes 
de  chacun  des  rassemblemens  qu'on  doit  former  pour, 
l'exécution  de  la  règle  prescrite  à  Tarticle  323. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  l'exemple  suivant. 

Intégrer  la  fonction  différentielle  et  transcendante 

Zy^Çxydx      *^  (IxYydy      zdy       ydz 

s^yjhofdy        zyd:i 

Je  vois  que  des  trois  termes  qui  sont  chacun  fonc- 
tions des  seules  variables X  y  j^y  ou  de  leurs  logarithmes. 
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5avoir  ,  les  premier^  second  et  cinquième  termes;  le 
premier  a  la  variable  Ix  élevée  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité  que  les  deux  autres ,  et  le  dernier  a  l'ex- 
posant —  3  de  /y  moindre  d'une  unité  que  celui  —  a 
de  la  même  variable  dans  les  deux  premiers  termes. 
Je  substitue  donc  xdlx  à  dx  dans  le  premier  terme, 
et  ydly  à  dy  dans  le  troisième  des  trois  termes  en 
question.  De  même  l'exposant  —  2  de  /^  dans  le  der- 
nier terme  du  polynôme  différentiel  (a)  ,  étant  moindre 
d'une  unité  que  celui  — 1  de  la  même  quantité  dans 
les  troisième  et  quatrième  termes  qui ,  comme  le  der- 
nier j,  sont  fonctions  des  seules  variables  z,  y  et  ^  ;  je 
substitue  à  la  place  de  d^  sa  valeur  ^dl^  ;  ces  substi- 
tutions étant  faites  ,  et  opérant  les  rassemblemens 
prescrits  par  la  règle  de  l'article  323  ,  j'ai 

__  r^dy      ydz        zydl^-\ 
dont  l'intégrale  est 

Il  est  aisé  de  vérifier^  d'après  une  des  méthodes  ensei- 
gnées précédemment ,  que  cette  dernière  quantité  est 
la  vraie  intégrale  de  la  formule  différentielle  pro- 
posée (a). 

326.  II.  peut  arriver  que  dans  un  polynôme  diffé- 
rentiel dont  une  partie  des  termes  est  affectée  du  lo- 
garithme d  une  variable ,  et  dont  l'autre  partie  est 
algébrique ,  il  y  ait  dans  ces  derniers  termes  quelqu'un 
d'eux  qui  doive  s'assembler  avec  de  ceux  transcendans  / 

puisque 
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puisque  Ix  étant  élevé  à  la  seule  première  puissance  , 

sa  différentielle  —  ne  laisse  plus  aucune   trace   de 

transcendance  ;  mais  il  est  aisé  «  lorsqu'on  a  un  peti 
Tosage  du  calcul ,  de  trouver  parmi  les  termes  différen- 
tiels algébriques  ^  ceux  qui ,  si  la  proposée  est  exacte  , 
doivent  se  grouper  avec  des  traxistendaiis.  t^ar  exemple  y 
toit  proposé  d'intégrer 

xdylx+ydxlx'^  xdz  +J^ir+  zax (a). 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  troisième  et  dernier  termea 
de  ce  pol3mome  différentiel  ne  peuvent  être  assemblés 
avec  les  deux  premiers  ^  puisqu'ils  sont  affectés  de  la 
variable  z  qui  n'est  pas  dans  les  deux  premiers  termes  ; 
donc  le  terme  chercbé  renfermant  la  différentielle  de 
Ix,  ne  peut  être  (jue  l'avant-demier  terme ydxd^  (a)  : 
en  effet  ,  y  substituant  xdlx  k  dx ,  et  groupant  à 
l'ordinaire  les  termes  de  la  proposée  (a) ,  elle  devient 

\_xdylx  +ydxtx'\'yxilx'^'-\'{^xdz'^zdx'\  , 

et  son  intégrale  est 

^=zpxlxdy  '^/*xdz=ixyix  +  a»  +  const. 

337.  Nous  n'avons  précédemment  considéré  parmi 
les  différèntielfes  exactes  qui  renferment  des  transcen- 
dantes logarithmiques ,  que  celles  où  se  trouvent  lesf 
puissances  quelconques  des  logarithmiques  d'ane  seule 
variable  :  examinons  maintenant  tous  les  autres  cas , 
lesquels  peuvent  être  réduits  aux  sûivans  : 


a. 
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jf  r  l_'»y''"'^y     "py"*^ rt-v. 

,  p j^"  "1 my^''^dy 
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/Il  est  aisé  de  Yok,  i«.  qu'on  rendra  homogène  chacune 
des  deux  équations  (a)  et  (b) ,  en  substituant  k  dx  sa, 

xd  (Ixf)        ^ 

Tàieùr  — ^-^ .  a*.  Que  quand  on  aura,  comme  dans  les 

^  P 

équations  («)  et  (d) ,  des  termes  affectés  de  logarithmes 

de  produits  de  plusieurs  yariables  x,y,,.,.  éleyées  à 

des  puissances  quelconques  p ,  q ,  on  aura  autant 

ie  termes  dans  lesquels  la  puissance  du  logarithme  sera 
moindre  d'une  unité  que  la  plus  haute  puissance,  qu'il 
y  aura  de  yariables  dans  le  produit  affecté  de  la  lettre 
«iaractéristiqiié  l ,  et  qu'ainsi  on  rendra  ces  tmnes 
liomogènes ,  en  substituant  respectivement  àdx,  dz.,. 
dans  les  termes  affectés  de  ces   différentielles ,  leurs 

Taleurs ^^-2 -', ^ — • i,  etc.  3».  Ou© 

s'il  se  trouve  dans  une  fonction  différentielle  exacte 
qu'on  y  eut  intégrer^  des  logarithmes  de  poljoiomes  dcmt 
tous  les  fermes  soûl  yariables  comme  dans  les  équa- 
tions (e)  et  (/},  eu  partie  yariables ,  partie  eonstans 
comme  dans  les  équations  (g)  et  (A) ,  il  faut  grouper 
les  semblables  ;   et  lorsqu'on  yo«dra  on  qu'on  sera 
dih'gé  d'intégrer  partiellement  par  rapport  du  loge*- 
rithme  du  polynôme  yariàUe  ,  il  faudra  faire  ce  poly- 
nôme affecté  de  la  lettre  caractéristique. />  égal  à  une 
variable  quelconque  étrangère  à  la  fonctioa  donné* , 
ce  qui  réduira  à  un  seul  ternie  variable ,  tous  les  termes 
variables  du  poljmome  v  ^  alors  il  sera  fort  aisé  de 
prendre  l'intégrale  partielle  du  logarithme  du  polynôme 
transformé  pat  rapport  à  ce  logarithme  d'une  seule 
\ariable. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  un  exemple ,  en  nous 
proposant  d'intégrer  taionctioni  différentielle 

a.. 
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z{lxf  )«•+-'  (/i:'')"-^*  X  [ /  ( x?z^ )]«+* 

,   axdyÇ^iii)       i2xydz(i3)         ri/   »  •      n-i3j  r  /% 

z[/(xPa»)]«+» ^  ''' 

dans  laquelle  les  indices  (1)  >  (a) . . . .  marquent  le  rang 
des  termes  où  elles  se  trouvent. 

Pour  faire  les  rassemblemens  prescrits  par  la  règle 
de  l'article  3a3  >  nous  commencerons  par  ceux  des 
termes  algébriques  et  qui  n  offrent  aucune  difficulté  , 
«avoir^  le  terme  (1)  avec  celui  (3),  ensuite  les  termes  (5)^ 
(12)  et  (i3).  Passant  aux  termes  transcendant  ^nous  ob- 
-eerverons  que  le  terme  (52)  doit  avoir  ses  conjugués  dans 
ceux  (4)i  (11)  et  (i4)i  cependant  il  paraît  y  avoir 
dans  ce  rassemblement  un  terme  de  trop^  puisqu'il  n'y 
a,  à  proprement  dire,  que  trois  sortes  de  variables  à  j 
considérer^  savoir ,  ii9^et/(x^-f-u)  ;  mais  il  est  aisé 
de  voir ,  après  un'  peu  de  réflexion ,  que  les  second 
et  onzième  termes  se  réduisent  à  un  seul.  £n  effet  ^ 
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^ii«  l'assemblage  des  quatre  termes  (a),  (4),  (n) 
«t  (î/Ç)  ne  donne  qu'un  trinôme  homogène  du  troi- 
aième  degré  qui  satisfait  aux  conditions  exigées  par  la 
règle  de  l'article  3a3. 

Le  terme  (6)  a  évidemment  ses  conjugués  dans  les 
termes  (9)  et  (i5),  et  le  trinôme  (6)  —  (9)  —  (i5) 
peut  ee  ramener  à  im  simple  binôme  entre  deux  ya-» 
lîables^  eti(af**).  En  effet  ^ 

Mais  ce  dernier  facteur  binôme  peut  s'écrire  sous  la 
forme 

donc 

ainsi  l'assemblage  de  ce  terme  et  de  celui  (6)  donne 
un  binôme  homogène  du  degré  m—  n—  1  entre  les 
deux  variables  ^  et  /  (  x'z*  ) . 

Enfin',  les  conjugués  du  teqne  (7)  sont  ceux  (8)  et 
(10)  y  et  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  rendra  le  trinôme 
(10)  —  (7)  —  (8)  homogène  du  degré  tu  —  n  —  1  entre 
les  trois  variables  y  y  Iz  et  Ix^t  en  mettant  dans  le 
terme  (10)  la  quantité  d,lx^  à  la  place  de  son  égale 

^— ,  et  substituant  dans  le  terme  (7)  la  différentielle 

X 

dz 
à. h  à  I4  pldce  de  son   égale  — .  On  pourra  doiio 
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rassembler  la  fonction  diiFérentielle  proposée  (  i)  ainsi 
qu'il  suit: 

l(0-(3)]-i-K5)+(i  2)_(i3)H[(a)+(4)+(i  0+(i4)] 

-K(6)-(9)-Ci5)3+C(io)-(7)-(8)3 (A)j 

et  intégrant  partiellement  dans  chacun  de  ces  rassem-. 
blemens  ^  un  seul  terme  à  volonté ,  et  par  conséquent 
le  plus  aisé  à  intégrer  ^  on  anra ,  si  la  fonction  dififé- 
rentielle  proposée  (i)  est  exacte  , 

Si  nous  avions  voulu  prendre  l'intégrale  partielle  du 
troisième  assemblage  [  forra.  (ky] ,  par  rapport  à 
/  (a;*  +  ^)  >  ^ovtB  aurions  fait 

x*  +  u=rf,     doù     xdx  = , 

a 

et  mettant  ces  valeurs  dans  les  second  et  onzième 
termes  de  la  proposée,  ils  se  seraient  réduits  au  seul 

tterme  ■  ^^^ — ou  5us  Çhyd.lt,  dont  1  intégral* 
partieUe  /"  est 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvée  par  l'intégration  par- 
tielle par  rapport  à  u  du  qoatiième  terme  de  la  pro-- 
posée  (j). 

•  -   •  -         # 

oa8.  Remarque  I.  Il  nous  serait  aisé  de  démontrer 


de  même  que  nous  Tayons  fait  précédemiiient  i;ek^tiy«-^ 
nient  aux  différentielles  exactes  affectées  de  logarithmes 
rariables ,  qa'on  pourrait  aussi  se  servir  de  notre  mé- 
thode d'intégration  partieQe«  pour  int^er  lies  fonc- 
tions différentielles  exactes  renfermant  des  arcs  de 
cercle  variables ,  e!est-â-dire  ayant  pour  lignes  trigo- 
iiDikiétrîquesdesfoBcticms  smM$$  deop»^»  «.  »  •  •  Jl^s^ 
à  cause  qn'an  peu  de  réflexion  4p  ht  pert  4e  npêt 
lecteurs^  suppléera  aisément  aux  démonstrations  que 
nous  donaerioas ,  et  qui  exigeraient  un  trop  grand 
échafaudage  de  formules  et  de  calculs ,  et  que  d'ailleurs 
des  quantités  transcendantes  par  les  arcs  de  cercle  «  on 
peut  reyènir  à  ediee  transcendantes  par  les  logaritfaméii 
[équat.  (186). .  •(i9i)]]>  nous  passerons  outre* 

339.  Remarque  II.  Si  dans  l'iotégrale 

de  la  différentielle  exacte  dV  qo^oiiTfistjntégrer  »  il  y  a 
quelqu'une  des  quantitéi  transcendante»  élevée  à  la 
première  puissance  ,  et  iiOA  multipliée  par  une  fonc- 
tion algébrique  ou  même  transcendante  ;  alors  la  difi'é- 
réntiâtion  ne  laissant  plus  aucune  trace  de  ces  quantités 
transcendantes  ,  la  différentielle  dV  ne  se  présente  plus 
que  sous  ime  forme  purement  algébrique  ,  et  par  con* 
séquent^  il  sera  extrêmement  long  et  difficile,  ^lênid. 
pour  le  calculateur  le  plus  exercé  ,  de  réduire  la  pro- 
posée cm  son3  une  forme  qui  mette  en  évidence  les 
différentielles  des  quantités  transcendantes.  Par  exemple, 
ce  ne  pourra  être  que  par  tâtonnement  et  après  un  grand 
nombre  de  tentatives,  qu'on  parviendra  admettre  la  fonc-« 
tion  différentielle 


û4       INTÉGRATION  DES  FONCt.  ET  ÉQUATION^ 

0OU8  la  forme 

djp         j^  dx         ai/xdlr 


qui  est  favorable  à  Tintégration ,  et  d'où  l'on  conclaf 
sans  peine  que  l'intégrale  de  la  proposée  est 

l (  V/«  — y)  —  arc  Ttang  ts:  -^  J  +  const. 


CHAPITRE  II, 

pes  équations  différentielles  du  premier  ordre  à 
pbisiews  variables  y  et  examen  des  formes 
qui  elles  doii^ent  avoir  après  la  différentiation 

'  immédiate  des  équations  primitives ,  dans, 
lesquelles  on  a  isolé  la  constante  qui  doit 
être  éliminée. 

33o.  Une  équation  différentielle  qu'on  veut  intér 
grer ,  et  dans  laquelle  tous  les  termes  sont  réunis  dans 
un  seul  membre ,  se  présente  presque  toujours  sous 
la  forme  d*un  polynôme  différentiel  égalé  à  zéro ,  dont 
les  termes  sont  privés  de  dénominateurs ,  et  n'ont  pas 
fie  facteurs  communs  ;  car  s'il  y  avait  eu  des  dénomi- 
nateurs dans  quelques  termes  ,  ils  auraient  disparu  par 
la  multiplication  de  l'équation  par  le  produit  de  ce^ 
fjénominateurS;,  et  s'il  j  avait  eu  un  facteur  compiun  ^ 
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W  aurait  disparu  par  la  division  de  Téquatioii  par  ca 
facteur  commun. 

Or^  réquation  primitiya  de  Téquation  dilFérentlelIe 
proposée ,  peut  avoir ,  i*.  la  constante  qui  a  disparu 
dans  la  différentiation ,  combinée  avec  les  termes  va- 
riables par  simple  voie  d'addition  ou  de  soustraction , 
et  alors  elle  a  pu  être  isolée  dans  un  seul  membre  de 
l'équation  primitive  sans  donner  de  dénominateur  au 
polynoiqe  variable,  a*.  Cette  même  constante  peut  être 
combinée  dans  l'équation  primitive  par  voie  de  multi- 
plication avec  des  termes  variables ,  et  alors  elle  n'a  pu 
être  isolée  dans  un  seul  membre  qu'en  donnant  un  dé- 
nominateur variable  à  l'autre  meml^re. 

33i .  G>nsidérant  d^abord  les  équations  primitives  où 
la  constante  éliminée  ne  se  combine  que  par  voie  d'ad-» 
dition  ou  de  soustraction  avec  les  termes  variables  ; 
j'observe  >  i®.  que  si  dans  une  pareille  équation  tous  les 
termes  variables  sont  algébriques ,  et  si  les  exposans  des 
variables  sont  des  nombres  positifs  entiers  ou  fraction- 
naires ,  mais  ^  1  ;  enfin  ^  s'il  n'y  a  pas  de  facteur  va- 
riable commun  à  tous  les  termes  du  polynôme  variable  ^ 
ou  du  moins  si  ce  facteur  n'est  élevé  qu'à  la  première 
puissance  dans  l'un  des  termes  ;  alors  la  différentielle 
de  cette  équation  sera  la  différentielle  exacte  du  po- 
lynôme variable  de  l'équation  primitive  ,  ce  qu  on 
pourra  reconnaître  à  priori  par  les  méthodes  enseignées 
à  l'article  54  ;  ^nsi  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle proposée  s'obtiendra  dans  ce  cas-là ,  comme  celle 
des  fonctions  différentielles  exactes  que  nous  ayons 
appris  à  intégrer  dans  le  chapitre  précédent. 

332.  a**.  Si  tout  restant  dans  l'équation  primitive 
comme  d^LPS  ]e  cas  que  nous  venons  d'examiner ,  avep 
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cette  seule  différence  que  nous  supposerons  ici  que 
quelqu'un  des  exposans  des  variables  est  positif ,  frac* 
tionnaire  et  ^  i ,  alors  la  différentiation  par  rapport 
à  ces  variables ,  rejetant  dans  des  dénominateurs  ces 
mêmes  variables  avec  des  exposans  fractionnaires  »  et 
ces  dénominateurs  ayant  disparu  dans  Téquation  diffé- 
rentielle  proposée ,  celle-ci  ne  sera  plus  la  différen-^ 
tielle  exacte  du  polynôme  variable  de  l'équation  pri- 
mitive. Mais  il  est  assez  aisé  dans  ce  cas-là  ,  de  rame- 
ner la  proposée  à  la  forme  convenable  qi)i  rend  son 
polynôme  différentiel ,  la  différentielle  exacte  du  poly- 
nôme variable  de  Féquation  primitive. 

333.  3^  Si  tous  les  termes  du  polynôme  variable  de 
l'équation  primitive  sont  multipliés  par  un  facteur  variable 
dont  l'exposant  est  >  i  ,  alors  il  est  évident  qu'après 
la  différentiation ,  il  restera  encore  un  facteur  variable 
commun  à  tous  les  termes  de  la  différentielle  qui  a 
disparu  dans  l'équation  proposée  ;  ainsi  il  faudra  ré-^ 
tablir  ce  facteur  pour  pouvoir  effectuer  l'intégration. 

334.  4"..  Si  enfin  il  y  a  dans  l'équation  primitive  des 
termes  variables  transcendans ,  et  si  ces  quantités  trans- 
cendantes sont  isolées,  c'est-à-dire ,  non  affectées  de 
facteurs  variables  algébriques  ou  transcendans  ;  alors  la 
différentiation  d'une  pareUIe  équation  ne  donne  que  des 
termes  différentiels  algébriques.  Mais  ceux  de  ces  termes 
provenant  de  la  différentiation  des  quantités  transcen- 
dantes ,  sont  affectés  de  dénominateurs  variables  qui  ont 
disparu  dans  l'équation  différentielle  proposée  ^  ainsi 
cette  dernière  ,  sous  la  forme  où  elle  se  présente  ^  n'est 
]^as  la  différentielle  exacte  de  la  proposée. 

335.  Considérons  enfin  l'équation  primitive  lorsque 
là  constante  qui  doit  être  éliminée  dans  Téquation 
différentielle  proposée  ^  est  engagée  avec  des  termes^ 
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Târîables  par  voie  de  mnltiplicatioa  ;  et  pour  fixer  let 
idées ,  représentons  nn^  telle  équation  par  celle 

dans  laquelle  la  lettre  c  représente  la  constante  qui  ne 
se  trouve  plus  dans  la  différentielle  proposée.  Diffé- 
nentiant  Féqnation  (a) ,  on  a 

dF  ix,y)  +  cdf{x,y)  =  o. . .  .(&)  ; 

éliminant  c  entre  les  équations  (a)  et  (6) ,  il  vient 

^i^.y)dfix,y)-f(x,y)dF^x.y)  =  o...ic), 

dont  le  premier  membre  n'est  pas  la  différentielle  de 
Féquation  primitive  après  l'isolement  de  la  constante  c  ^ 
mais  seulement  le  numérateur  de  la  différentielle 
exacte.  En  effets  isolant  c  dans  Téquation  (a)  ,  il 
vient  celle  ^ 

qui  étant  diffiéientiée  donne 

F  (x,y)  df(,x,y)—fix,y)  dF  (x,y) 

'^ — tn^,y)r — - — °' 

On  voit  donc  qu'il  manque  au  premier  membre  de 
l'équation  (c)  ,  pour  être  la  différentielle  exacte  de 
l'équation  (a)  mise  sous  la  forme  (d)  afin  d'éliminer 
la  constante  c  ,  le  dénominateur  [,f(,x,yyy  (*). 

336.  n  résulte  de  cet  examen  des  différentes  formes 
que  doivent  ^avoîr  les  équations  différentielles ,  d'après 
celles  des  équations  primitives^  qu'excepté  le  premier 


(*)  Tonte  cette  théorie  est  conforme  à  ce  ^e  nous  ayons  dit  k 
f  article  jg.  ' 
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cas  traité  à  l'article  33i ,  il  faat  dans  tous  les  autres  cas» 
user  de  certains  artifices  pour  ramener  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  i  une  foripe  convenable  à  Tintégra- 
tion  qui  doit  reproduire  l'équation  primitive.  Nous 
allons  finir  ce  chapitre  par  donner  un  exemple  pour 
chacun  des  d^ux  premiers,  cas  (art.  35 1  et 33a) ,  et 
nous  traiterons  les  autres  cas  dans  le  chapitre  suivant , 
en  n'y  considérant  d'abord  que  les  équations  différen- 
tielles entre  deux  variables. 

Exemple  I.  Intégrer  t équation 
(3yV/x+2y»)dx  +  (aV^x3+  6xy»  )  dy=o. .  .(a). 

Nous  servant  de  l'équation  de  condition  (5a)[art.  54] 
pour  déterminer  si  le  premier  membre  de  la  proposée 
est  une  différentielle  exacte  ^  nous  avons 

dy  ^       ^    j  ^jp 

L'exactitude  de  la  proposée  étant  prouvée ,  nous 
aurons,  en  nous  conformant  à  la  règle  prescrite  à  l'ar* 
ticle  3a3 ,  l'équation 

f{a)  =»  poy^dx  +  />a  ^a?dy  z=iy^x  +y  {/jc^  =  const , 

dans  laquelle  la  constante  arbitraire  comprend  le  divi- 
seur constant  a  après  la  division  de  toute  Téquation  par 
le  facteur  commun  a  du  premier  membre. 

Exemple  II.  Intégrer  l équation 

5  5 

ioax'v/z^|/udy  +  aoaxy  v/u^/z^dx  —  Sbzdu 

—  abudz  =  G (6). 

H  est  ^isé  d'observer  que  les  deux  premiers  termes 
de  la  proposée  renferment  les  cjuatre  variables,  et  rien 
que  les  différentielles  de  deux  de  ces  variable?^  tandis 
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qai  les  deux  derniers  termes  renferment  les  dilTeren-' 
tîelles  des  deux  aigres  variables ,  et  seulement  deux  des 
quatre  variables  :  il  n'y  a  donc  d'autre  mojen  de  ra- 
mener la  proposée  à  la  forme  convenable  aux  intégra- 
tions des  fonctions  différentielles  exactes ,  que  de  délî- 
trer  les  deux  premiers  termes  des- deux  variables  qui 
8*y  trouvent  san»  leurs  différentielles  ;  c'est  ce  qu^n 
obtient   aisément ,  en  divisant  toute   Téqnation  par 

5 

i/a^l/tt,  et  Ton  a 

.-    .              ,  ^      /Shx/zdu      Qh\/uaz\ 
(loax^rfy+floary^te)--^— i^jj r—J  =  ^• 

Donc  si  la  proposée  est  exactement  intégrable ,  soif 
intégrale  est 

pioax^dy — /  — îj- — =ajc^— iV/at/u=con8t.  ;, 

comprenant  dans  la  constante  arbitraire  le  facteur  0,1 
provenant  de  la  division  de  l'intégrale  par  le  facteur 
commun  10  du  premier  membre. 


CHAPITRE  III. 

De  V intégration  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables. 

337.  XjORSQUE  le  membre  de  l'équation  différentielle 
proposée  où  se  trouvent  réunis  tous  les  termes ,  n'est 
pas  une  fonction  différentielle  exacte ,  ou  ne  peut  s'y 
ifunener  aisément  par  la  division  ^  alors  il  faut  recoud* 
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à  d'autres  moyens  pour  intégrer  ces  équations,  et  l'an 
des  premiers  moyens  qu'on  emploie ,  est  celui  de  )a 
séparation  des  variables,  c'est-à-dire ,  que  l'équation 
dilTérentieile  proposée  étant 

on  cherche  à  la  ramener  à  la  forme 

fix)da,+f{y)dy=o:  . 

et  alors  on  n'a  plus  qu'à  intégrer  des  fonctions  dilFé- 
rentielles  du  premier  ordre  à  une  seule  variable. 

338.  La  séparation  des  variables  peut  toujours  s'ef- 
fectuer ^ur  les  équations  différentielles  à  deux  termes  ; 
car  de  telles  équations  ne  peuvent  se  présenter  que 
sous  des  formes  dont  la  plus  compliquée  est  celle 

XYrfx -f- X'Y'rfy  =  o (a8&), 

en  représentant  par  X  et  X'  des  fonctions  de  la  seule 
variable  x,  et  de  même  pour  Y  et  Y'  relativement  à 
la  variable  j'.  Or  ,  divisant  les  deux:  termes  de  l'équa- 
tion (282)  par  X'Y ,  on  a  l'équation  séparée 

X  Y' 

^  Jx  +  Y'^y  —  o (a83), 

dont  l'intégration  renfle  dans  les  cas  que  nous  avons 
déjà  traités  dans  la  première  section. 

339.  Toute  équation  différentielle  homogène  à  deux 
variables 3e  peut  transformer  en  une  autre,  dans  laquelle 
la  séparation  des  variables  s'opère  fort  aisément.  En 
effets  soit  représentée  par 

une  équation  homogène  du  degré  n  ;  faisant 
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d'où 

dy  =  xdz  -|-  .zir , 

^t  substituant  ces  valeurs  dains  Téquation  (s84)  >  ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

a^W (z)  dx  +  x^fiz)  (zdx+xds^ )  =o , 
ou 

d'oà  l'on  tire  Téqnation  séparée 

Ap  f{z)  dz 

x"^      r(z)+zfXzy 

et  intégrant ,  il  vient 

n  est  clair  \pit  ù  l'on  fait 

^  ■  .  ■ 

^=yxi (a87), 

on  trouvera  par  le  même  calcul  que  le  précédent  » 
une  équation  de  la  forme 

,  r     F'  {z)dz  ,  QQ. 

;  JNTous  avons  successivement  considéré  les  ^euxéqua^ 
tions  (â85)  et  (287)  servant  aux  transfo^ations  res* 
pectives  de  la  proposée  tfu  d'autres  équations  ou  les 
variables  sont  séparéips^  afin  que  si  l'une  de  ces  deux 
équations  conduit  à  une  transformée  dont  le  second 
membre  est  trop  difficile  à  intégrer ,  on  recoure  à  l'autre 
qui,  bien  souvent ,  donnera  une  transformée  qu|  s'inté- 
grer^ beaucoup  plus  aisément. 

Application  I.  Intégrer   l'équation  différentielle 
liomogène 

axdx+bydx  +  éxdy+  gydy=:o. . .  ^.(aSg). 
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Si  l'on  avait  6  =  e  «  il  est  clair  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  serait  une  fonction  différen- 
tielle exàcfte  ,  et  Ton  trouverait  sans  peine  qtie  l'in- 
tégrale de  la  proposée  serait 

ax^'i'SÀbjy  +  gy*  =  const. 

Mais  si  les  deux  coelficiens  &  et  e  ne  représentent  pas 
des  quantités  égales^  le  polynôme  différentiel  de  l'équa- 
tion (289)  ne  pourra  jamais  être  rendu  exact ,  et  ce^ 
pendant  nous  trouveront  par  la  métl^ode  enseignée  pré- 
cédemment ,  l'intégrale  de  la  proposée  (289). 

Comparant  identiquement  les  équations  (a8>4}  ^ 
(389) ,  on  a 

F(«iy)  =  fiw?  +  *y    et   f{x,y)  =  ex  +  gy. 

Ensuite  prenant  pour  opérer  la  transformation  ^  Téqua-» 
fion  (aSS),  ce  qui,  évidemment,  donnera  un  résultat 
aussi  simple  que  si  l'on  prenait  l'équation  (^87) ,  puis- 
que ta  proposée  est  symétrique  par  rapport  aux  deux 
variables,  on  aura 

F'(2)=a+te    et   f{z)=e+gz. 
Substituant  ces  valeurs  d^s  l'équation  (a86) ,  il  viendra 


/  *  "• — T*"  *  +  :; 


+  const (a). 

g  '   g 

Or,  il  peut  arriver  trois  cas ,  savoir  : 

Ùans  le  premier  cas ,  nous  servant  de  l'équation  inté-^ 
gialeCiSo)  [art.  ^41]^  en  y  substituant  la  lettre  z 
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â  celle  X  ;  ensuite  mettant  à  la  place  de  2  sa  valeur 

^  Qéquat.  (a85)3>  réduisant  et  comprenant  dans  une 

âeule  constante  indéterminée^  toutes  celles  qui  se  com-* 
binent  avec  elle  par  voie  d'addition  et  de  multiplica*- 
tion ,  nous  aurons  pour  intégrale  'de  la  proposée ,  dans 
le  cas  de  J^ag >(  6  +  c)* , 

/(a89)  =  /(gy*  +  (6  +  6)j^x  +  ax«) 
-=^^^^iL=arc  (tanz=^^à^±ÛL^ 

^sz  const i^^)- 

Pour  le  second  cas,  on  a 


Or ,  ces  deux  derniers  binômes  différentiels  sont  res- 
pectivement dans  les  second  et  troisième  cas  d'intégra-^ 
tien  immédiate  (  art.  âiâetâiS);  ainsi  effectuant  ces 

intégrations,  substituant  à  la  place  de  z  sa  valeur  <-  ; 

X 

faisant  atteutlon  qu'à  cause  de  4<ig=(&-f^)',  on  a 

y  og—  e  = ,  réduisant  et  comprenant  dans  une 

seule  constante  indéterminée  toute  la  fonction  des  seules 
constantes^  on  aura  pour  le  cas  de  4og  =  (^  +  &)% 


=^  const. (fisO  • 

a.  5 
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Dans  le  troisième  cas  .  le  trinôme  2*  +  ^A — 

S  S 

pouvant     se    décomposer    en    deux    facteurs    réel» 

i^z-^-m)  (z  +  7i),  alors  l'intégration  de  l'équatioa 

(a)  se  réduit  à  celle  des  deux  fractions  differentieUes 

àz  zdz 

et 


ce  qui ,  d'après  ce  que  nous  avons  enseigné  au  cha-* 
pitre  II  de  la  première  section ,  n'offre  plus  de  diffi- 
cultés réelles ,  mais  quelques  longueurs  de  calculs  qui 
mènent  pour  le  cas  de  (^  +0*  ^  4^g  >  ^  Téquatiou 

l2gy+xZb+e-[/ib+ey—4as-}} 
IL  Intégrer  l'équation 

aydx— [ax—  i/xx  +  yy]dy=o (i). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(a84)  >  on  a 

^i^,y)=oy    et   /(a;, j^)=--[ar—  V/a;a:+jy]. 

Ensuite  prenant  pour  opérer  la  transformation  »  l'équar 
tion  (a85) ,  c'est-à-dire  ,  substituant  dans  les  deux 
équations  précédentes  zx  à  la  place  dej^^  et  suppri- 
mant X ,  il  vient 

F'(2i)=es     et    f  (2)=  — (a— v/r+ââ); 

enfin  substituant  ces  deux  valeurs,  dans  l'équatioa 
(â86)^ona 
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È        /^(a -^l/i +zz)dz       C    adz  *    . 

Quoique  l'intégration  de   la  fraction  différentielle 

dz 

irrationnelle        -i ,  n'offre  pas  de  grandes  difG- 

z  VI  +  zz 

cultes  d'après  ce  qui  a  été  enseigné  au  chapitre  III  de 
la  première  section  ;  cependant  les  calculs  à  faire  sont 
assez  longs  j  ce  qui  nous  engage  à  chercher  si  la  trans- 
formation par  le  moyen  de  l'équation  (287)  n'abré- 
gera pas  les  calculs^ 

Substituant  donc  dans  les  équations 

ï'^'P,>)=ay    et   /(a;,j')  =  — [ax— V^x»+y], 
la  quantité  zy  à  la  place  de  x  ^  et  supprimant  j^^  on  a 
F'(a)t:sû    et    f  (a)i=— [oa— »/?i:n']5 

ainsi  l'équation  (â88)  donnera  dans  cet  exemple 

dz 


fy^^af- 


-f-  const.  ; 


\/z*+  1 

d'où  l'on  déduit  tout  de  suite ,  par  le  moyen  de  la 
formule  (i38)  [art.  207]  , 

iy  =  —  /  [z  +  \/z^  +  1  y^  const; 
Substituant  à  la  place  de  z  sa  valeur  -  [  équat.  (287)  , 

passant  tous  les  termes  variables  dans  le  premier  mem- 
bre ,  mettant  /  const.  à  la  place  de  const.  ;  enfin 
passant  des  logarithmes  aux  quantités  naturelles ,  on 
a  l'équation 


r~: 


=:  const. , 


qui  est  l'intégrale  de  la  proposé^  Çb), 

3.. 
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340.  J'ai  donné  assez  d'étendne  à  la  première  ap- 
plication de  l'article  339  ,  parce  qi>e  c'e^t  à  Tiiitégra- 
tion  de  T équation  (289)  que  se  ramène  celle  de  Té^ua^ 
tion 

(  h  +  ax'+  by')  djtf+  (i+ex'+g/)  ri/  =  o. . . (agS) , 

quoique  cette  dernière  ne  soit  pas  homogène.  En 
effet ,  faisant 

a/'=:x+A,     et   y=y+i' (a), 

les  lettres  «  et  ^  représentant  des  quantités  indéter- 
minées ;  on  aura  la  transformée 

(  A  +  «•  +  tJ"  +  or  +  by)  dx 
+  ii+e(û+g^  +  ex  +  gy)dy  =  o, 

et  faisant^ -à  cause  des  indéterminées  »  et  i", 

A+û«-f-W  =  o  et    i  +  ea' +g^  =0, 
d'où 

gh  —  bi     _^  .       ai  —  eh         ,,^ 
be  —  ag  be  —  ag        ^  " 

Ton  n^aura  plus  qu'à  intégrer  l'équation  (aSq)  ;  ainsi 
mettant  dans  les  intégrales  (290),  (  agi  )  «t  (29a), 
respectivement  corre^pondanles^ux  trois  cas  ^ 

> 

4ag-  =  (J  +  e)*^ 

< 

les  quantités 

X  -f-e et   y-| — 

ag  —  be  -^     '  ag  —  be 

à  la  place  de  celles  respectives  x  et  j^ ,  an  aura  exac- 
tement l'intégrale  de  Téquation  (293)  dans  les  trois  cas 
en  question. 
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Cependant  cette  méthode  est  en  défaut  lorsque 
agz=  be  f  puisqu'alors  les  valeurs  de  *  et  de  J"  sont 
infinies  )  il  faut  donc  dans  ce  cas-là  ^recourir  à  un  autre 
arti&ce  pour  intégrer  Téquation  (s^?)  qiii  ^  à  cause  de 

ff:=: — ,.â«?ient 

(h+ojf+hy')  dx/'  +  (i+«3/+  ^/)  df  ==o...(a94). 
Soit  fait  ax'  +  &j/  =:z ,  d'où 

y=_g-    et    dy= — g — . 

Snbstîtsant  ces  valeurs  dans  Téquation  (294)  ,  on  a 

d*ou  ïoïvttre^ 

at(c — i)2+  ia^^bhlf 

Le  second  œemhrt  de  cette  équation  n'étant  qu'un  e 
fonction  différentielle  à  une  seule  variable  des.  plus  fa- 
ciles à  intégrai  on  trouvera  bientôt 

A294)=a^  +  O' + -^^5"  ^  L^^  +  ¥+ -^ZT  J 

=  const ^(295). 

Si  Von  avait  e  =:  i ,  cette  méthode  serait  encore  en 
défaut  y  mais  dans  ce  caa-là  ^  l'équation  (294)  devient 

hdy'+aa/daf+h^yd^^x'dy)Jridy'+  ^^y'dy^z  o, 

et  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale  de  cette  der- 
nière équation  est 

aa^y  +  o V*  +  aai^y  +  wy' +  6y^=rconst. 


/ 
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541  •  L*intégration  de  toute  équation  de  la  forme 

AF(y)  d,F  (x)+BF(x)cff'(jy)+/Cy)dy=a..(a9S), 

dans  la({uelle  F  (^)  et  F  (x)  sont  des  fonctions  égales , 
Tune  en  y  et  Tautre  en  x  ^  et  fiy}  une  fonction 
quelconque  de  y  »  se  ramène  aisément  à  l'intégration 
d'une  fonction  différentielle  â  une  seule  yariable.  En 

effet,  multiplions  l'équation  (29G)  par  fF  Qy)3  ,1a 
lettre  a  représentant  une  quantité  indéterminée  ,  ce 
qui  nous  donnera 

A  C  FCyfl'+'rf.F  (x)  +BF(x)[F  (^)]VFOr) 

+  t^(jyff{y)'fy  =  o (a). 

Or ,  afin  que  les  deux  premiers  termes  de  cette  équa^ 
tion  forment  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
a;  et  de  ^ ,  il  faut  qu'on  ait 

/(^>A[T(j.)f+'dF(a.) 
=  /  ^yhw  (x)  [F  (y)3*'dF  (y  )  [art.  JflSJ» 
d'où 

.  B 

ou  A  = 


d'où  on  tire 


B  — A 


donc  substituant  cette  valeur  de  «  dans  l'équation  (a)  ; 
et  intégrant,  on  a  pour  intégrale  de  l'équation  (296)  celle 

B  B~A 

A[¥(y)']'^Fix)+f[Fiy)-}  ^  /(jy)dy=const...(Q97). 


A  PLUSIEURS  VARIABLES.  Sg 

Exemple  I.  Intégrer  V équation 

aydx  +  bxdy  +  nydy  +  pdy  =  o. 

Cette  'proposée  étant  dans  le  cas  que  nous  venons 
d'examiner  «  nous  la  comparerons  à  l'équation  (396)  , 
ce  qui  noufl  donnera 

A  =  a,B=6,  F  {y)  =y,  F(x)r=a7,/Cy)=ny+p, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (237)  ,  nous 
aurons 

cy*a:  +  nfy^dy  -f-  pfy  '^  dy -=,  çonst, 
ou 

ce  qui  est  Vintégràle  de  la  proposée. 

Exemple  II.  Intégrer  l* équation 
3adx-f-5ydx+xdylx+gaxdy  +  9xydy =0. .  .(&). 

Cette  équation  ne  se  présente  pas  sous  une  forma 
convenable  à  la  méthode  précédente;  mais  on  Vy  ra- 
mènera aisément  en  opérant  de  la  manière  suivante. 

Soit  fait  a,+  y  =  a    d'où    dy^=zdz, 

ce  qui  réduit  l'équation  Qi)  à  celle 

Zzdx  +  xlxdz  4-  ^xzdz  =  o  , 

laquelle  étant  divisée  par  Xy  donne  l'équation 

Zzdlx  -f-  Ixdz  -f-  ^zdz  =  o 

qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (29G);  ainsi  l'intégrant 
d'après  la  méthode  précédente  y  et   substituant  dans 
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son  intégrale  la  valeur  a  -{-y  de  £  ^  on  4ura  pour  in-r 
tégrale  de  la  proposée, 

3 

343*  Passons  m^ntenant  àrintégration  des  éqnattoae 
du  premier  degré ,  appelées  par  preique  tons  les  Géo-» 
mètres ,  équations  linéaires  du  premier  ordre  (  voyez 
pour  cette  dénomination  j^  rartîcle  4^a)y  et  qu'on  peut 
généralement  représenter  par  cella 

dy+yXdx  +  ^dxz=o (39^8)  > 

dans  laquelle  X  et  ^  représenteat  des  fonctioz^  V^^^" 
conques  de  x. 

Soit  posé  l'équatioB 

yz=tfx........(a), 

en  représentant  psi]c/x  une  fonction  indéterminée  de  Xj[ 
et  difFérentions-la ,  ce  qui  nous  donnera 

dy=zfxdz-\'zd,fx (i). 

Substituant  ces  valeurs  dey  et  de  dy  dansl'équat.  (298),^ 
^  viendra  celle 

fxdz  +  zd.fx  +  zKfxdx^  fcîr  =  o (c)- 

Or ,  puisque  fx  est  une  fonction  variable  indétermi- 
née ,  nous  pouvons  en  disposer  de  manière  à  faire  èva- 
3iouir  la  somme  dea  second  et  troisième  termes  de 
l'équation  (c)  ,  ce  qui  nous  donner^  les  deux  équa- 
tions 

zdfx  +  zXfxdx  =1=  G. ... .  ^(cî)  • 

fxdz  -f-  ^dx  =  0 (e). 

De  la  première,  nous  tirons 


fx  ^ 
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d'où 

/x=«--^^'^" (/)!:*], 

et  de  la  seconde  équation  (e) ,  il  vient 

&  =  —  I  {JxY'^dx  ; 

donc  intégrant  et  substituant  à  la  place  de  fx  sa  ya-i 
leur  [équat.  (/)],  nous  aurons 

z  = — J\€r         dx  +  const (^)  ; 

enfin  substituant  ces  yaleura  de^  et  de  9  dans  Féqua-. 
tion  («)[,  il  viendra 

^+«  C/i^         cir+ const.]  =0. .  ..(agg),, 

ce  qui  est  l'intégrale  de  Téquation  (  2g8). 
Exemple  I.  Intégrer  V équation 

ày — xdy— aydx  —  bdx+  bxdx=:o. 

Divisant  la  proposée  par  1— x,  il  vient 

dy  —  — ^—  dx  —  bdx  =  o. 
^         1 — X 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298) ,  on  a 

1  •— J? 


(*)  Nous  Dc  mettons  pas  de  constante  à  celte  inie'grale ,  parce 
qu'elle  doit  entrer  dans  l'integraJe  totale  <le  Te'qnalion  (298) ,  oii 
nous  placerons  la  constante  indéterminée  d'une  manière  beaucoup 
plus  commode  que  si  nous  rayions  placée  dans  ré<|uation  (f)^ 
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donc 

/_ï 

/Xrfx=û/(i-x),  e-/X^-=e  ('--)•=  ^j-î_; 

Jle^^dx=—bfii^xydx  =  6/(1— x)''  d  (1— x) 

_  b  ji—xy-*-' 

.  a+i 
Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1299) ,  il  vient 

y  +  - — î— F-  1  — : —  (  1  — a:)**-^+coflst.   1  =  o 

qui  est  Tintégrale  demandée. 

Exemple  II.  Intégrer  T équation 

dy+aydx+he^*àx  =  o (3oo). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (298) ,  on  a 

X  =  a ,     $  =  ie^*, 
donc 

fKdx=ax,     e""-^"^^=c-',    /^^=ief^, 
fie-^^dx=  i/eCî+'»)*dx=-^  eC--H)*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (299)  >  on  a 
pour  l'intégrale  de  la  proposée ,  l'équation 

—7- H  const.  h=o (3oi>. 

Faisant  </  =  o  ,  on  a 
f[^dy+  aydx  +  bdx  =  o]  =  l(^ay  +  b)  e«*=cdnst.]. 

Exemple  III.  Trouver  P équation  d'une  courbe  entre 
ses  coordonnées  rectangulaires,  telle  que  si  de  r origine 
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des  coordonnées  on  mène  une  droite  faisant  un  demi-' 
angle  droit  avec  chacun  des  deux  axes ,  on  ait  pour  un 
point  quelconque  de  la  courbe  cherchée  y  le  rapport  de 
t ordonnée  à  la  sous-tangente  correspondante  y  égal  à 
celui  iune  ligne  donnée  m  à  la  partie  de  t ordonnée 
comprise  entre  la  diagonale  tirée  et  la  courbe. 

Représentant  par  x  une  ordonnée  quelconque  de  la 
conrbe  cherchée^  et  par  y  Fabscisse  correspondante ,  il 
est  clair  que  cette  abscisse  sera  égale  à  la  partie  de  Tor- 
donnée  07. comprise  entre  l'axe  des  abscisses  et  la  dia- 
gonale ;  donc  la  partie  de  cette  ordonnée  comprise 
entre  la  diagonale  et  la  courbe  est  x  — j^  ;  ainsi  d*après 
l'énoncé  de  la  question  y  on  aura  la  proportion 

xdy 
X  :  r^  (art,  loa)  ::  m  :  x^^yj 

â*où  Ton  tire  l'éqnation  différentielle 

,     ,    ydx       xdx 

dy+^ =  0, 

'^  m  m 

t 

qui  est  de  la  forme  de  Téquation  générale  (298)  en 
faisant 


donc 


Xdx=— ,     ?  =  — -, 
m        ^  m 


fXdx^^y     e=^>^''^= 

771 


X 

■m 


flc^^dx^z—  r±e^dx=^m  f—  e- di=— e'  (x— m) 
•'^  J771  J  m  m  ^  ^ 

[  voyez  la  form.  (2 1 4)  >  ^^^'  266] .  Substituant  ces  valeurs 
dans  réquation  (293)  y  il  vient 

X  X 

^.  +  e   "*  [  const.  —  e"*  (o:-^— m)3  =  o» 
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Mais  lorsque  x'=  o,  on  a 

y  "^o  ^    donc    const.  =  —  m  , 
et  par  conséquent  on  a  complètement 

X 

y  =7Me"'"  +  a;— m  ; 
ce  qui  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 

Exemple  IV.  Intégrer  Véquation 

xdy  +  x"*ydx  +  dx  =  o. 
Divisant  cette  équation  par  x,  on  a 

X=x«-^     et    2=-, 

^        X 

donc  sg.m 


m 

or"» 
m 


et  ae^''dx=p^. 

Soit  fait  pour  effectuer  Tintégration  de  cette  dernière 
formule  , 


x^ 


z  =  — ,     d'où 
m, 

—  —         m                 dz  dx         dz 

a?  =  77i'"a"*,     aj;  = et    — =  — ; 


m        z 


donc 

dxe^  1     rdze^ 


m 

s 


=  —  / =  —      i+-  +  -r+  etc.   I 

a?  mj     z         mzt^     '   z      z^  J 

^  []  form.  (2 1 5) ,  art.  267  ] 

e'"   r"     ,    TM    .    2m*  n 

=  — —      i+— s:H ^  +  etc.     ; 
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et  substituant  ces    valeurs  dans  l'équation  (299)  ,  il 


Tient 


m 

X 


1/+^  (^1  +  ^  +  ;^  + -^^^  +  etc.^J 

=  const (a). 

Si  la  série  entre  parenthèses  était  divergente  ,  alors 
nous  servant  de  la  formule  (218)  [art.  1268]  pour  in- 

tégrer ,  nous  aurions 


a;"* 


=  —  / =  —  * h  etc. 

a;  irij      z  mm 

donc  l'intégrale  de  la  proposée  serait 


m 

X 


^»  +  Zr+_Li  +  ^5P;^  +  ^3j^  +  etc.J 

=  const (b). 

Les  deux  intégrales  (a)  et  (6)  ne  pourraient  servir  si 
Ton  avait  m=:o,  mais  alors  la  proposée  se  réduirait  à 
l'équation 

xdy+ydx  +  dx  =  0, 
dont  il  est  évident  que  l'intégrale  est 

yx  +  a:  =  const. 
543.  Les  équations  diiFérentielles  de  la  forme 

dy  +yXdx  +  ^"^'^cLc  ==  o. . . . (3o3) , 
dans  laquelle  X  et  ^  représentent  toujours  des  fonc-* 
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lions  quelconques  de  x  ,  peut  toujours  se  ramener  à 
la  forme  de  celle  (298)  que  nous  savons  intégrer  ;  en 


1 


effet,  faisant j^"»  =  - ,  d'où 

^y  =  -^  ■  et     y«H-i—      .       . 

ma  "*  .      »  "* 

ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (Sosi); 
on  a  la  transformée 

dz  —  nvsXdx'^  mj^dx  =  o , 

qui ,  étant  intégrée  suivant  la  méthode  enseignée  dans 
l'article  précédent  ,  et  substituant  dans  l'intégrale  la 

valeur  de  a  =  — ,  donnera  l'intégrale  de  la  propo- 
sée (3o2). 

544*  Quoique  l'équation  diff'érentielle 
axdy-^-bydx  +^^"*.(«^^+/îy^)=o- . .  .(SoS) 

soit  assez  compliquée  ,  cependant  elle  se  transforme 
aisément  en  une  autre  éq[uation ,  dans  laquelle  les  va- . 
riables  sont  séparées ,  et  des  plus  faciles  à  intégrer. 

En  effet ,  divisant  l'équation  (3o3)  par  ay  ^  on  a 

?^  +  ^+:^y-.C^  +  E^N=o (a). 

y  X  -^    \y  X  / 

Soit  actuellement  fait 

{a  =zy''x^     et    u  z=:y^xPl (6)  ; 

d'où 

'(dz_aé^       bdx    ^^    du_n^     pdx^ , 

Xz       y        X         u      y       X  y    ' 
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et  représentant  par  «»  et  A  des  quantités  indétermi- 
nées^ on  aura 

|-^«_yi-^«     et    u'^^y^'j^'^] (d). 

Divisant  I  la  première  de  ces  équations  en  (d)  par  la 
seconde ,  il  vient 


as* 


Mais  les  quantités  respectivement  représentées  par 
et  A  étant  indéterminées  ^  on  peut  faire 

{««>—  nKz=zm    et    ia»  —  pA  =  c} (J")  ; 

d*où  on  tire 

{ne — pm      ^  ac  —  hm\  ,  ^ 

ce  qui  lèdait  l'équation. (e)  à  celle 


Substituant  cette  valeur  de  y^x^^  ainsi  que  ceDes  de 

?^  4-  *^  et  î!^  +  2^  C  équat.  (c)]  dans  l'équa- 
y  X  y  X 

tien  (a)  ^  on  aura 

dz    .   z^du  dz      ,      du  -,^ 

équation  séparée  dont  l'intégrale  est 

--  +  -:==  const (0- 

Substituant  dans  cette  équation  (  j  )  les  valeurs  de  A 
et  de  0[^  équat.  (g)] ,  ainsi  que  celles  de  a  et  de  a 
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[éqnat.  (hy]  ,  on  aura 

yin— ne 

/[éq[uat.  (5o3)3  =  [(ac— i/n)  (y»x»)>«-«f 


tm — ae 


+  (  ne  — pm  )  (^"x''  )  *":"*^  =  ooast.] (3o^; 

345.  Nous  remarquerons  que  si  Ton  avait  en  même 
temps  ac  =  bm  et  pmz=.  ne  ,  ce  qui  rendrait  l'intégrale 
précédente  nulle  ',  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  qu'en 
tant  qu'on  aurait  m  =  o  et  c  =  o  ^  puisque  dans  le 
cas  des  égalités  précédentes ,  on  aurait 

^3aco    et    «=  o  [équat.  (g),art. 344], 
et  alors  les  équations  (/)  [art.  3443  donneraient 

771  =  0     et     cz=zo , 
ce  qui  réduirait  la  proposée  (3o5)  à  l'équation 

■ 

curdy  +  bydx  +  nxdy  +  pydx  =  O  > 
dont  il  est  aisé  de  voir  que  l'intégrale  est 

y«+«a;*"*"''=  const. 

346.  Mais  si  l'on  a  seulement 

,  ,,   ,  bm 

ac  =  ^771 ,     d  ou    c  =  —  , 

a 

c'est-à-dire ,  si  l'équation  à  intégrer  est 

axdy+  bydx '•^-x'^y^ {nxdy  -^pydx )  =  o. .  .po5). 

Alors,  à  cause  de  /^  =  o,  l'équation  Qi)  [art.  3441  w 
réduisant  à  celle 

dz      ,    du 


^•+1     '      u 

dont 
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dont  l'intégrale  est 


/u— =const; 

on  aura^  par  le  moyen  des  substitutions  des  valeurs  de 
u^z  [^èquat.  (b) ,  art.  344]  et  de  «  = — ^  l'équation 

/t*q*  (3o5)]  ^r/y^x'—  — ^T^='  const.  J....Ç5o6), 

Si47-'  Si  une  équation  différentielle 
est  le  produit  d'une  équation  primitiye 

par  une  équation  différentielle 

/(a?,j^,  Ar,  cfy)±=o; 

il  est  clair  que  l'intégrale  de  la  proposée  se  réduit  a 
celle  de  cette  dernière  équation  difiFérentielle;  c'est 
ce  qui  arrive  à  l'équation  (3o3)  lorsque  6ii  =  op^  d'oÂ 

i  =  -^  y  c'est-à-dire ,  lorsque  l'équation  proposée  est 

car  la  multipliant  par  n  ,  elle  devient 

équation  à  laquelle  on  peut  satisfaire  de  deux  ma-^ 
nières ,  soit  en  faisant 

nxdy-^pydx^o (c)  , 

et  alors  Tintégrale  de  Téquation  (a)  est 

ac^*  =sBÇonst (d) , 

Ar  4 
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soit  en  faisant 

a  +  nocfy^  =  o (e) , 

et  alors  la  fonction  différentielle  facteur 

nxdy  4-  pydx (/) 

qui  n'est  pas  intégrable  tant  que  l'on  considère  les 
deux  variables  x  et  y  indépendantes  Tune  de  l'antre  » 
aéra  intégrable  dans  ce  cas-ci  à  cause  de  la  relation 
entre  ces  deux  variables  données  par  l'équation  (e) , 
et  qui  réduit  la  fonction  (/)  à  la  fonction  dififéren- 
tielle  à  une  seule  vaiiable 


Tnp'^nc    »y— 


m/— < 


dx 


dont  l'intégrale  est 

ne      mp      /^  ar«"4-const.  =  o. .  .(ff), 
c —  m    \     n  ^ 

ce  qui  est,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  l'intégrale 
de  l'équation  (a)  ,  puisqu'il  faudrait  multiplier  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (^)  qui  est  rbtégrale  im- 
médiate du  facteur  différentiel ,  par  la  quantité  a+Tix*^"* 
laquelle  est  ouUe  d'après  Thypothèsef^équat.  (e)3* 

Nous  remarquerons  que  l'intégrale  {i)  correspond 
dante  à  la  première  hypothèse  [équat.  (c)J  étant  ab- 
solument indépendante  des  constantes  a ,  m  et  c  qui 
entrent  dans  le  Sictenr  variable 

o  -f-  nsfy^. 

Cette  intégrale  {^d)  appartient  à  ira  nombre  infini 
d'équations  de  la  forme  de  celle  (a).,  puisqu'on  peut 
faire  varier  à  1  mfini  dans  cette  équation  (a)  les  quan- 
tités a,  m  et  c  ^  sans  que  l'équation  (J)  change; 
observation  essentielle  que  nous  rappellerons  dans  la 
suite. 
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5i(8.  Toute  éqaation  différentielle  hétérogène  i  deux 
yariable^  et  d'un  nombre  quelconque  de  termes^  tellei 
que  celle 

(  Ax-y»+  hx'y'  -^  Cxfyf  +  etc.)  dx 
+  {ïyafY+  Ejc^'j!*'  +  Gx/y  +  etc.)  dy  =  o....(a)  , 

sera  évidemment  intégrabl^  si  nous  pouvons  la  trans-^ 
former  en  une  autre  qui  soit  homogène  (  art.  339).. 
Afin  de  connaître  la  relation  qui  doit  exister  entro 
les  exposans  des  variables ,  pour  que  Téquation  propo- 
sée (a)  soit  susceptible  de  la  transformation  en  qiSestion» 
commençons  par  la  diviser  par  Tun  des  termes  variai 
blés ,  par  exemple ,  par  celui  Aafy^,  ce  qui  donnera  à 
la  proposée  la  forme 

(  I +Rry  +  Uy  +  etc.)  ite 
+  (Lx^^-V-Mx^y  +  Pxy  +  etc.  )dy  =  o...  .(i). 

Soit  fait  dans  cette  équation ^ 

(c).....jK=»*,    d'où     jy  =  «»••*"'<& (d)> 

ce  qui  la  transformera  en  celle 

(  1  +  Hx*«**+Ij?**'*  +  etc.  )  dx 
^r-i^*^'^*~'+'^Mx''*OH.i}— q^ ,  . 

+L  +*PxV^'^''^'+ etc.  J  ^' 

Or,  le  premier  terme  de  cette  équation  étant  d'un 
degré  nul  par  rapport  aux  deux  variables  ,  il  faut , 
pour  que  la  transformée  (^)  soit  homogène ,  qu'on 
ait  la  suite  d'égalités 

03:=A  +  i«»=3=/E+/^9  etc.  =sm+(n+i)  •»  — l 
r=o-f-(/>+-i)<i>— i=.^H-(r4-i)  « — 1  etc.. .(/)  ; 

de  la  première  de  ces  égalités  on  tire  celle 


Sa     intégràtion'des  fonct.  et  éqitàtions 

donc  si  cette  valeur  de  #  satisfait  à  toutes  les  atitfet 
égalités  en  (/)  ,  c'est-à-dire,  si  elle  rend  nuls  ton» 
les  polynômes  compris  entre  les  signes  d'égalité ,  on  ex» 
conclara  que  la  proposée  (a)  est  susceptible  de  trans- 
formation en  une  équation  homogène ,  et  on  aura  la 
transformée  demandée ,  en  substituant  dans  l'équation 
(e)  la  valeur  de  m  [[équat.  (^)3* 

349.  Appliquant  cette  méthode  iFéquation  générale 
à  trois  termes 

nous  y  substituerons  les  valeurs  dey  et  de  dy  données 
par  les  équations  (c)  et  (d)  de  l'article  348 ,  ce  qui 
nous  donnera  la  transformée 

qui  né  peut  être  homogène  qu'en  tant  que  nous  aurons 
(6) . . .  .7n-f-n«f 3=  o  et  p  +  (Ç+i) «'—1  =0  » . . •(c). 
de  la  première  de  ces  équations  ^  nous  tirons 

«>=:  —  -- (d), 


n 


et  substituant  cette  valeur  de  0  dans  l'équation  (c)  ; 
il  vient  celle 

n  (p-—  i)=:m{q+  1) (3o8) , 

qui  est  l'équation  de  condition  pour  que  la  proposée 
(307)  soit  susceptible  d'être  transformée  en  une  équa- 
tion homogène. 

Substituant  i  la  place  de  «   sa  valeur  -«  —  dans 

n 

l'équation  (a)  ,  il  vient  celle 
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maSê  réquation  (3o8)  donne 


m 


-^(9+0  +  1=?; 

donc  réquation  (e)  se  réduit  d*après  celle  de  condition 
(3o8) ,  à  la  transformée 

bm 

Faisant  suiyant  la  méthode  enseignée  à  Tarticle  33g , 
zr=zux ,  d'où  dz^  udx'{'  xdu,  on  aura  réquation 
séparée 

dx  __^  —  bmdu « 

X  ~  nuJP  +  ani^-^-f  bmu  "  ^^^^' 

Substituant  dans  l'intégrale  de  cette  dernière  équation, 
la  valeur  de 

"(=î)=-i=— ••^'°> 

[  équat.  (d)  de  cet  article  et  équat.  (c)  de  l'art.  3483  , 
on  aura  l'intégrale  de  la  proposée  (3o7). 

Exemple.  Intégrer,  si  c'est  possible,  réquation 

3. 

\/jàx  +  3x*y*dx=:ax*dy (g)^^ 

Divisant  cette  équation  par  v/y,  il  vient  celle 

dx  +  Zaiydx=z2a^y''^dy (h)  , 

qui ,  comparée  avec  l'équation  générale  (Soy) ,  donne 

a  =  3;  m  =  a,n=i,iz=a,p=a,  7=  —  |. 

Substituant  les  valeurs  de  m  ^  71 ,  p  et  7  dans  l'équation 
de  condition  (3o8)  ^  on  a  l'identique  1  =  1  ;  donc  la 
proposée  (g)  peut  être  transformée  en  une  équation 
homogène  d'un  degré  nul.  Ainsi  substituant  tout  da 
suite  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans  l'équatiou 
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(3o9)  ,  on  aura  celle 

dr  _       —  ^iu ^-^^u         .. 

T""u*+4u+3       (ui-i)(u+3>' 

fit  intégrant ,  il  vient 

Mais  tts=  -^  [équat.  (3io)]  ;  doac  l'intégrale  de 
xyy 

Véquation  {g)  est 

35o.  Mais  lorsque  l'équation  de  condition  (3o8)  ne 
sera  pas  satisfaite ,  on  pourra  transformer  la  proposée 
(3o7)  en  une  autre  équation  qu'il  sera  possible  d'inté- 
grer dans  un  nombre  infini  de  cas  ;  voici  en  quoi  con- 
siste cette  transformation. 

Divisant  l'équation  (307)  par  iof ,  on  » 
^^T —  +  S  a:~-''ycfci:=j^4jr. ...  .(a). 

Soit  fait 

{j^>  =  «    et    af^f^'^u) (i); 

d'où 

\^rfy=2 — ; — ,    et    af*'^dx:=z • — (c). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a)  j  et  multi-^ 
pliant  la  transformée  par  9  -(- 1  ^  il  vient 

**       4(111— p+0  6(111— ^1) 
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ôn  faisant  pour  abréger  ^ 

b  (m— p+i)* 

j^_      a(<7+0  

6  (zTi — p-j-i)  *     '      q+i 
on  a  la  transformée 

Faisant  £  =  o ,  cette  équation  est  séparée  (*)  ;  et  fai- 
sant i  =s=  1  ^  réquatîon  (3]  i)  prend  la  forme  de  celle 
(238)  dont  nous  ayons  donné  l'intégrale  générale  (299) 
àTarticle  342. 

35 1.  Mais  A  i=:2,  on  aura  Téquation 

dz  =  cufdu  +  hx^du. .  • . .  (3ia) , 

qui  a  acquis  de  la  célébrité  parmi  les  aavans ,  parce 
qu'elle  a  été  l'objet  des  recherches  de  plusieurs  grands 
Géomètres  ^  et  entre  autres  de  Jacques  Bemoulli ,  du 
comte  Jacques  Eiccati ,  dont  elle  porte  le  nom^ ,  et 
à'Euler,  qui  ont  trouvé  un  nombre  infini  de  cas  dans 
lesquels  cette  équation  est  séparable. 

Le  plus  simple  de  ces  cas-là  »  et  qu'on  aperçoit 
tout  de  suite  ,  est  celui  où  g  =:  o  ;  car  alors  on  trouve 
subitement 

du  =         - — (d) , 

équation  séparée  dont  l'intégrale  est 


u=r-— -y-arc 


Aang=:^^  j+conM:...(i)  [éq.  (i35)]. 


(^)  Dans  le  même  cas  de  i  =  o ,  re'quation  (307)  se  sëpaie  en  l« 
divisant  par  xf^  puisque  d'apsès  la  quatrième  équation  en  (e) ,  Ton, 
a  n  =  o  lorsque  iz=iOK 
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Faisant  z=^» ,  d'où  dz  =  q^'"dl^,  et  substituant  cet 
valeurs  dans  Téquation  (3iâ)  ^  on  a  celle 

q^-'d^  =  ciJdu  +  h^du 
qui  est  homogène  si 

or ,  la  première  égalité  donne  9=  •*  i ,  donc  la  se^ 
conde  donne  g=— <-  a ,  ainsi  l'équation 

dz  =  cur^du  +  hz^du 

se  transforme  en  une  équation  homogène  ,  en  fai- 
sant z  =  §'',  et  la  transformée  ea>t 

u»d54-  c|*dtt  +  hu''du  =  o (3i3). 

Après  avoir  considéré  ces  deux  cas  particuliers  , 
passons  à  la  recherche  générale  de  tous  les  autres  cas 
ojX  l'équation  du  comte  Ric€€Ui  est  séparable. 

jSoit  fait 


d'où 


et 


&  ==  ^  —  i^  a.  2l*î 


z^=^  +  eL^^ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Si  a)  ,  il  vient  ^ 
toutes  réductions  faites , 

u^'dl  =—  cut-^idu^  h^du , 

et  faisant  dans  cette  dernière    équation  u  =  i,   on 
4ura  celle 

d^  =  cs-ipds  +  hl^ds (5i4). 
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Or,  A  riqaatîon  (3ia)  est  séparable  par  nne  valeur 
de  g  que  je  représente  par  n ,  elle  le  sera  aussi  lors- 
qu'on y  fera  gizz'^n^^j^'  car  substituant  cette  va- 
leur de  g  dans  l'équation  (5i4) ,  on  a  celle 

d^  =  cs^ds  +  h>ds. 

Maie  nous  avons  vu  que  l'équation  (3ia)  est  séparable 
lorscpie  ^  =  G  ;  donc  elle  est  encore  séparable  lorsque 

Actuellement  si  dans  l'équation  (3ia)»  on  fait 

z  =  — |,     d'où    dz=Z'^, 

elle  se  transformera  en  celle 

d$  =  cl^du  +  hdu , 

et  faisant 

ds 
ut^-^zzzs,     d'où    ufdu:=z 


l'équation  précédente  devient 


h         -rf. 


c 


J$=— f—  5  f^'ds^ f— £»&...... (3i5). 

Donc  si  l'équation  (3ia)  est  séparable  pour  une  valeur 
de  g  que  je  représente  par  n  ^  elle  le  sera  encore  lors^ 

qu'on  fera  sf  = ; —  :  car  substituant  cette  valeur 

^  °  Ji+i  ' 

de  g  dans  l'exposant  ■  ^    des  [^  équat.  (3i5)],  il  se 

réduit  JL  n-,  OT  nous  avons  démontré  que  l'équation 
Ç5i2)  est  séparable  lorsque  g= — 4i  donc  elle  sera 
encore  séparable  lorsqu'on  fera 

_      4      _      4 


58        mTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 

De  même  ,  puisqu  elle  est  séparable  pour  cette  der« 
nière  valeur  de  g ,  elle  le  sera  encore  pour  celle 

3       ^~      3» 

et  par  conséquent  aussi  pour 

8 


-(-i)_ 


8. 

«t  continuant  ainsi  ce  calcul  qui  pose  sur  ce  que  si 
réquation  (3ia)  est  séparable  lorsque  g =7i,  elle  Test 
encore  lorsque 

g=-»-4    et    g  =  ^, 

en  représentant  par  n  le  dernier  exposant  trouvé  à  la 
variable  u,  on  en  conclura  que  l'équation  (3ia)  est 
séparable  lorsque  l'exposant  de  la  variable  u  est  égal 
à  lun  des  termes  de  la  suite  infinie 

/         4         8  8 

o,  —2,  —4,  —  g>  —  3  >  —  5> 


13 

12 

i6 

/ V^*"/  > 

5 

'        7  ' 

7 

.  etc.l 

dont  le 

terme 

général  ^ 

à  partir  du  troisième  terme. 

est 

■ 

acr3û  1 

•••••< 

•(3i7). 

en  faisant  successivement  ^  =  i  ^  a ,  3 ,  etc.  Si  Ton 
fait  <7  =  0,  le  terme  général  (3 17)  donne  le  premier 
terme  de  la  suite  (3i6)  ;  et  si  divisant  les  deux  termes 
de  la  fraction  (317)  par  q  ,  on  fait 

ç  =  - ,    d  ou    o  =  -  , 

^  O  (jf  ' 
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Ce  terme    général    doxuiçra  le  «econd  terme  de  ]a 
suite  (3i6). 

I]  est  à  propos  d'observer  que  si  Vexposant  de  la 
variable  dont  la  dilFérerïtielle  multiplie  deux  termes  de 
l'équation  (3ia)  du  comte  Riccati^  est  égal  à  l'un  des 
nombres  occupant  les  places  impaires  de  la  série  (3i6)y 
il  faudra  la  comparer  d*abord  avec  TéquatioD  ^14)  ; 
et  substituant  les  valeurs  numériques  des  symboles  des 
quantités  constantes  dans  Téquation  (3ia)y  on  aura 
une  équation  qui  devr^  être  comparée  a  l'équation 
(3i5);  ensuite  substituant  les  valeurs  numériques  des 
symboles  des  quantités  constantes  dansTéquation  (3iâ), 
on  en  aura  une  qui  devra  être  comparée  à  l'équation 
(3i4)y  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne 
à  une  équation  dans  laquelle  l'exposant  qui  a  diminué 
de  valeur  à  cbaque  opération  ,  se  trouve  enEn  =  o  > 
et  alors  00  n'a  pins  qu'à  intégrer  l'équation  séparée  (a), 
dont  nous  avons  donné  l'intégrale  [équat.  (B)"}. 

Si  l'exposant  que  l'on  cherche  à  diminuer  jusqu'à  le 
rendre  nul^  était  l'un  des  termes  occupant  les  places 
paires  de  la  série  (3i6)y  on  commencerait  par  com- 
parer la  proposée  avec  l'équation  (3i5)  ,  et  Ton  con- 
tnuerait  à  opérer,  comme  précédemment. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  une  application  numé«> 
rique  «  en  nous  proposant  d Intégrer  V équation 

<iy?3=ycir+-^— (c). 


v/ 


? 


L'exposant  de  x  étant  —  \  qui  est  le  cinquième  terme 
de  la  série  (3 16),  nous  sommes  sûrs  que  Téquatioa 
(c)  est  séparable ,  et  à  cause  que  l'exposant  —  f  oc-» 
cupe  une  place  impaire  ,  nous  comparons  la  proposée 
aA«c  l'équation  (3i4) ,  abstraction  faite  des  symboles 
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des  variables  ^  ce  qui  nous  donne 

c  =  «,    ^+4=1,    d'où    Ér=— li    «^    *=ï- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Sia)^  nous 
ayons 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i5)  » 


il  vient 


*  £-  =  i     et        ^ 


=  fl  ,     —a—  =  5     et    — r-T  =  1  ; 


d'où 

^=—3,    A  =  — 6,    gp  =  — 4, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  Féquation  (3iii),  nous 
avons 

comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (3i4)  > 
il  vient 

c  =  — 3,    A  =  — '6    et    g+4=4,    d'où    ig'=o. 

Substituaut  ces  valeurs  dans  l'équation  (3ia)f  nous 
ayons 

dy=  —  3iB^—  ey^da^, 

dont  l'intégrale  est 

«^=  3^*rc  tang(==y"'v^a)4<:onst (d)  [éq.  (i)]. 

Mais  en  remontant  des  valeurs  de  x^  et  dey  jusqu'à 
celles  de  a:  et  de  ^  9  il  vient 

1  •  1  ,       1 

d'où 


ac^=-y,     X*  = -s —     et    a/==-. 


x''z=^^x     et    a:*'  =  -i-. 
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Cnsiute  nous  ayons 

3  3 

doû  3  , 

y#_ î_      et   v">-  t/^-+:yt/:c^-6 

Substituant  ces  valeurs  de  x^  et  de  j^"  dans  réqua-> 
tîon  (d)  y  nous  ayons  pour  Tintégrale  demandée  d« 
l'équation  (c) ,  celle 


s  3 


"T-=57;:7  arc  ftang  =  ^    "J^^ "1  +  const. 

35a.  Toute  équation  différentielle  de  la  forme 

dy  ==  aafdx  +  by^afldx (3i8)  , 

dans  laquelle  q  représente  un  nombre  quelconque  dif- 
férent de  l'unité  ,  pourra  se  transformer  en  une  autre 
de  même  forme  que  l'équation  du  comte  Riccati.  Eu 

effet ,  soit  fait 

ocfldx  zszdzy 
d'où 

— =»    et    x  =  [((;+i)z]^-^'; 

diffétentiant  cette  dernière  équation ,  on  a 


ax-=z 


de  plus 

donc  substituant  ces   valeurs  dans  l'équation  (3i8)a 
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on  aura  la  transformée 

tu  tij 

qui  est  de  même  forme  que  celle  (3ia). 

353.  Proposons-nous  enfin  de  trouver  quelUs  valeurs 
doivent  avoir '^  le  coefficient  p  et  l'exposant  q,  ponr 
^e  Téquation  à  quatre  termes 

dy  ==  ay*dx  +  baf^dx  -f  jyj^dx (3^9) 

se  réduise  à  une  équation  à  trois  termes ,  et  de  la  forme 
de  celle  dn  comte  Rlccati. 

Faisons  ^  =  x  -f*  '«^S  *  ®^  ''  étant  deux  quantités 
constantes  et  indéterminées.  Dilféreotiaat  cette  der- 
nière équation^  ce  qui  donne 

dyz=s.dz,  +  irjf^^dx\ 

ensuite  substituant  les  valeurs  de  y  et  de  <fy  dans 
l'équation  (Sig) ,  on  a  • 

<fc  =  —  rix^^^dx  -f-  az^dx  +  zazix^dx  +  ai*x^^4j^ 
+  bx'^dx  +  pzx^dx  +  pixfl'^^dx, ...  (a). 

Rendant  homogènes  les  premier,  quatrième  et  septième 
termes  du  second  membre  de  cette  équation ,  c'est-à- 
dire  ,  faisant  r —  i  ==  2r=.  r+q ,  d*où  r  =  —  i ,  r  =  ç  , 
et  par  conséquent  ^  =—  i ,  on  aura  l'équation 

dzm  (f  +  afa-f-pi)  xr^dv  +  (^2ai  -f  p)zjr-'da; 
+  az^djB  +  bx^dx } 

etaSn  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre 
de  cette  dernière  équation  s'évanouissent ,  faisant 
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d'où 

i==l=£.  et  i=:=£(*), 

en  aura 

p  +  i  =  ^,    doù    ;>=  — a; 

donc  il  n*y  a  qae  les  équations  à  quatre  termes  de  !• 
forme 

dy  =  fly*i£j;  -f-  bx^dx  —  -^ — . .  .(5ao) 

qui  puissent  se  transformer  en  l'équation  du  comte 
Riccati , 

dzzziaz^dx+  bx^dx ^i)  $ 

en  faisant 

j'=*+i^ P")- 

354*  Si  réquation  i  quatre  termes  que  Ton  veut 
réduire  à  une  équation  à  trois  termes  de  la  forme  de 
celie  du  comte  Riccati^  est  la  suivante^ 

dy=zay^x^dx  +  bx^dx  +  pyxfldx (3a3)  , 

on  fera 

x*dx  =  dr , 
ou 

I» — n    m — » 

a:*rfx  =  (n  +  1  )''^»  4»-^'d$  ; 
ce  qui  donnera  la  transformée 


(^)  On  attrait  pa  satisfaire  h  IVquation  ai*  -^  pi  H-  i  =  o ,  en 
Caisant  £  =  o  ;  mais  alors  celle  aat  4-/7  =  0  aurait  donne  p  =  o  , 
ce  qui  aurait  re'duit  la  proposée  (3 19)  à  Téquation  dym=^^^^x''^dx, 
qui  est  celle  même  du  comte  Aiccati. 


) 
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m— n    nu-R 


Mais  afin  que  cette  équation  qui  est  de  la  forme  de 
celle  (Sig),  puisse  se  ramener  à  la  forme  de  Téquatioii 
du  comte  Riccati, il  faut  ^  d'après  ce  qui  a  été  démon- 
tré dans  l'article  précédent  »  que 

p(/i+i)»^*  =  -.a,     et  que     1-^.=— i; 
d'où 


^_      (P  +  fl) 


et    9=— 1 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Sa?)  ,  on  aura 
celle 

dy=.ay^x     *  dX'-^bx^dx  +  pyxT^dx, .  • . (3i;i4)  » 

qui  se   transforme  en  une  équation  de  la  forme  de 
celle  du  comte  Riccati,  en  faisant 

^    =d?    et  jr=*+±}....(3a5). 


çi3 


355.  Lorsque  dans  une  équation  séparée 
d.Fx  +  d.Ty  +  d.^z  +  etc.  =  o, . .  .(a)  ; 

on  pourra  intégrer  chacune  des  fonctions  différen- 
tielles à  une  seule  variable  ^  de  manière  que  leurs  in- 
tégrales soient  toutes  transcendantes  par  les  loga- 
rithmes ,  ou  toutes  transcendantes  par  les  arcs  dfe 
cercle,  il  est  évident  que  l'intégrale  totale  de  la  pro- 
posée (a)  pourra  se  mettre  sous  une  forme  algébrique , 
car  dans  le  premier  cas ,  soit 

fd,tx^lfx,fd,ry  =  lfy,fd.rz,z=zlft,  etc.  , 

Tintégrâde 
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l'intégrale  de  la  proposée  sera 

Kfiiyf^ ]=/coiist.    ou   fxfyfz =const.  ; 

et  dans  le  second  cas ,  les  intégrations  par  les  arcs 
de  cercle  pouvant  se  ramener  aux  intégrations  par  les 
logarithmes  (art.  24S  et  «47)  »  3  n'7  *«ra  d'autre  in- 
cenyénient  que  d'éliminer  dans  l'intégrale  algébrique 
affectée  de  1/ — 1 ,  cette  quantité  imaginaire. 

V  APPLICATION.  Trouver  l'intégrale  algébrique  de 
t  équation  séparée 

mdx  ndy 


On  voit  tout  de  suite  que  l'intégrale  par  les  arcs  de 
cercle  de  la  proposée  est 

Jiiarcrsîn=~  j  —  narcf  8in=-  J=:con8t.[]éq.(i34)]. 

Mais  si  l'on  écrit  la  proposée  sous  la  forme 

mdx  ndy 

,  .  -^ =0, 

ou 

(  mdx 


ndy 


on  trouvera  que  son  intégrale  est 

en  représentant  par  C  une  constante  indéterminée  et 
arbitraire  ;•  donc 

Développant  les  puissances  respectives  m  et  n  des  dewL 
binômes ,  passant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes 
affectés  de  |/ — 1,  et  élevant   an   quarré,  on  aura 


â. 


5 
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l'intégrale  algébrique  de  la  proposée  ^  et  d'un  nombre 
limité  de  termes  ,  si  m  tt  n  sont  des  nombres  entiers 
et  positifs. 

Lorsque  m=n,  on  trouve  tout  de  suite,  en  repré- 
sentant toujours  par  C  la  racine  m  de  cette  constante 
arbitraire  ^  que  l'intégrale  de  la  proposée  est 

IP  APPLICATION.  Trouver  r intégrale  edgébrique  de 
léquation 

flz  V  ax — a*       *  T"y 

Faisant 

ax  —  a*=z*, 

d  où  x  =  et    ax  = , 

a  a 

on  a  la  transformée 

dz      __      <(y 

a*  +  ?  ~  a^+y  • 

dont  l'intégrale  est 

i  j^arc  (tang  =  ^  )  -  arc  (tang  =^  )  J=  cons t. , 

ou 

-  arc    tang  =    J,  ,    ^^    =  const. 

Multipliant  cette  équation  par  2a  (Z— - 1  ^  passant  aux 
logarithmes  [équat.  (i86)],  et  faisant 

aa^ —  1  X  const.  =/C , 


on  a 
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et  passant  aux  quantités  algébriques  ^  il  vient 

ou  divisant  par  a  (C  +  i)  (zy-^a^)  ^ — 1 ,  et  fai- 
sant  pour  abréger  ,        ^    ■ — ^     . =  const. ,  on  a 

«  —  y 

r^  =2  const. , 

zy  '\'  a^  ' 

et  substituant  la  valeur  de  2 ,  il  vient  définitivement 
pour  intégrale  de  la  proposée  (6)^  Téquation  algébrique 

> ■  ■  ^' 

l/ax — a* —  y 

.         ■= — *^=  const. 

356.  Lorsque  l'équation  différentielle  séparée  qu'on 
veut  intégrer^  a  des  termes  qui  pot  leurs  intégrale^ 
logarithmiques  affectées  de  l'imaginaire  ^ —  ^  >  et 
d'autres  Xerm^  dont  les  intégrales  logarithmiques  ne 
sont  pas  affectées  de  cette  imaginaire  ;  il  est  clair  que 
si  l'on  prend  les  intégrales  par  les  arcs  de  cercle 
de  tous  les  termes  de  cette  équation ,  celles  des  pre- 
miers termes  que  nous  venons  de  considérer  ne  seront 
pas  affectées  de   l'imaginaire  y"-—  i ,  et  les   autre? 

le  seront  \^voyex,  les  équations  (  186) (191  )]. 

Donc  il  sera  impossible  de  pouvoir  obtenir  l'intégral^ 
algébrique  dépouillée  de  l'imaginaire  \/ — 1  ,  d'une 
pareille  équation,  car  l'on  ne  pourrait  délivrer  les 
termes  affectés  de  V^—  1  ,  qu'en  en  embarrassant  les 
termes  qui  n'en  étaient  pas  affectés.  Ainsi  il  vaut 
mieux  dans  ce  cas-là ,  se  contenter  de  l'intégrale  trans- 
cendante, partie  par  les  logarithmes,  et  partie  par  les 
arcs  de  cercle  de  l'équation  proposée. 

5.. 
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Soit^  par  exemple^  demaadé Imtégrale  deTéquation 
^ (a). 


•  •  •. 


Si  l'on  voulait  Tintégrer  entièrement  parles  logaritbmes, 
on  aurait 


^^^-^XX'^^^ny+i^^'+yi+ic. 


V 

ou 


équation  qui  est  réelle  ^  mais  qu'on  ne  poutra  jama^ 
mettre  sous  une  forme  algébrique  dépouillée  de  la 
quantité  imaginaire  ^ —  i  ;  ainsi  il  est  préférable , 
pour  intégrer  l'équation  (a)  ^  de  prendre  l'intégrale 
par  les  arcs  de  cercle  de  la  fonction  en  x  >  et  celle 
pour  les  logaritbmes  de  la  fonction  en  jr,  c«  qui  pro- 
duira l'équation 

arc(8in=2N=/[Cy  +  C  Ka*+jr»]. 

Nous  verrons  au  chapitre  II  de  la  quatrième  section, 
qu  il  existe  d'autres  équations  séparées  dont  les  deux 
membres  ne  sont  intégrables  séparément ,  ni  algébri- 
quement f  ni  par  les  sffcs  de  cercle  ^  ni  par  les  loga- 
rithmes y  et  qui  cependant  ^  par  la  conïbinaison  de» 
deux  membres^  donnent  une  intégrale  algébrique. 
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■'i>    ■ 

CHAPITRE  IV. 

De  la  méthode  générale  des  facteurs  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  dupre^ 
mier  ordre  a  plusieurs  variables  j  lorsque  ces 
équations  j  dans  leur  état  primitif j  ne  sont 
pas  intégrables. 

55/.  ^INSI  que  nous  l'avons  démontré  au  cha- 
piue  II  (art.  533^  334  et  335)  ,  le  polynôme  égalé  4 
zéro  d*une  équation  différentielle ,  ne  j^e  présenta  pas 
ordinairement  sobs  la  forme  â*une  fonction  différent 
tielle  e^cacte  >  parce  que  très-souvent  ce  poljmome  est 
privé  d'un  factenir  variable  qui  a  disparu  dans  le  pas* 
sage  de  ]*éguation  primitive  à  sa  différentielle.  Nous 
avons  traité  an  chapitre  III  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles qui  étaient  dans  ce  cas-là ,  et  par  certains 
artifices  qui ,  pour  la  plupart ,  avaient  pour  objet  de 
séparer  les  variables ,  nous  sommes  parvenus  à  inté- 
grer ces  équations.  Mais  s'il  existait  une  méthode  sûre 
et  qui  pût  s'appliquer  à  tous  les  cas  possibles,  pour 
déduire  de  Téquation  différentielle  à  plusieurs  variables 
qu'on  veut  intégrer,  le  facteur  par  lequel  on  doit 
multiplier  cette  équation ,  pour  que. le  produit  fût  une 
fonction  différentielle  exacte  lorsque  la  proposée  en 
est  susceptible  (  ce  qui  n'est  pas  toujours ,  ainsi  que 
nous  le  verrons  .à  l'article  36o  )  ^  cette  méthode  serait 
très-précieuse  et  éviterait  les  recherches  particulières 
à  chaque  cas ,  telles  que  celles  dont  nous.nous  sommes 
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occupés  dans  le  chapitre  précédent  (^).  Mab  malben- 
reusement  l'analyse  a  fait  jusqu'à  présent  bien  peu  de 
progrès  dans  la  rechirche  du  facteur  qui  rend  inté- 
grable  une  équation  diiFérentielie  susceptible  de  le 
devenir.  Nous  allons  examiner  quelques-uns  des  cas 
des  plus  simples  où  Ton  peut  trouver  ce  facteur ,  et 
nous  ferons  connaître  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficiens  des  équations  à  plus  de  deux  va* 
riables ,  peur  qu'elles  soient  susceptibles  de  devenir 
des  différentielles  exactes  par  la  multiplication  d'un 
facteur. 

358.  Soit  l'équation  différentielle  et  inexacte 
l^dx+Qdy  =  o (3a6)  , 

dans  laquelle  P  et  Q  représentent  des  fonctions  quel^ 
conqties  des  variables  x  et  y  ^  ei  représentons  par  9 
le  facteur  variable  qui  doit  rendre  Inéquation  précé« 
dente  intégràble ,  fadteur  que  dorénavant  nous  appelle- 
rons/acteur intégrant.  On  aura  donc^  d'après  l'équatloa 
de  condition  (62)  [art.  543  j  ^^^^ 

dy  dx     * 

ou  développant^  il  viendra 

i^~  dx  -\^~i^r ^^7). 

équation  dont  il  est  fort  difficile  de  tirer  la  valeur  du 
facteur  6  lorsqu'il   est  fonction  des  deux  variables  ; 


(  ♦  )   Noos    avons   déjà    trouvé    à    rarticle    Sii  ,   le    facteur 
B-A  • 

E  P  (y  )  ]  -^    ,  par  lequel  il  faut  multiplier  Téquation  (206)  pout 
pouvoir  rint^prer. 
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mais  s'il  n'est  fonction  que  de  Tune  des  deux  yariables , 
par  exemple  ,  de  celle  x ,  alors  on  déduira  aisément 
de  l'équation  0sij)  la  Pirateur  de  B,  puisqu*on  aura 

et  par  conséquent 


e   "^  Q  L"^        dx  J 


dx (a). 


II  faut  donc  pour  que  6  ne  soit  fonction  que  de  la 
variable  x ,  qu'on  ait  Q  dans  l'équation  proposée  (3a6) , 
ne  contenant  pas  la  variable  y^tt  P  =  à  une  fonc- 
tion quelconque  de  x ,  dans  laquelle  il  n'entrera  que 
la  première  puissance  positive  de  y.  Ainsi  représen- 
tant par  X'  le  coefficient  de  dx  dans  l'équation  (a)  , 
on  aura 

et  l'équation  (3i6)  étant  multipliée  par  cette  valeur 
de  ê ,  aura  son  premier  membre  qui  sera  une  fonction 
différentielle  exacte. 

L'équation  (1298)  [art.  34^]  est  dans  le  cas  que  nous 

venons  d'examiner;  car  la  comparant  avec  celle  (SaS), 

on  a 

V=yX  +  Jç    et    Q  =  i, 
donc 

ce  qui  réduit  l'équation  (6)  à  celle 

• = .-'^^ 

et  multipliant  l'équation  (298)  par  cette  valeur  de  0, 
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il  yient 

dontlepremiermembre  est  une  fonction  différentielle 
exacte ,  car 

dx  dy 

Pour  intégrer  Téquation  (c)  ,  nous  observerons  que 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 

de  e^  '^dy  déduite  de  celle  (c)  ,  nous  aurons^  toutes 
réductions  faites  ^  Téquation 

a  ,y€r         =  —  çe^        ax , 
qui ,  étant  intégrée  ^  donne 

j  =  e""-^^  n  const.  —  fJ^/^^dx-] , 

même  intégrale  que  celle  (299)  trouvée  à  Tart.  342» 

359.  L'exactitude  d'une  fonction  différentielle  entre 
trois  variables  ,  peut  être  vérifiée  par  les  trois  équa- 
tions de  condition  (53)  ,  ou  même  .par  une  seule  équa- 
tion de  condition  provenant  de  la  combinaison  de  cet 
trois  équations.  En  effet ,  soit  l'équation 

Vdx  +  Qiy  +  Kdz  =  o (3fl8)  , 

dans  laquelle  P ,  Q  ^  R  sont  des  fonctions  quelconques 
des  trois  variables  x  ,  y  >  ^}  o^  ^ura ,  si  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  une  fonction  différen- 
tielle exacte ,  les  trois  équations  de  condition 

C£P_^     d^F_d'K     d^_dyKi 
Idy-^dx'^  dz~U'     c/a  ""^j;--    •••W- 


A  PLUSIEURS  YARIABLES.  7$ 

X^reoant  la  valeur  de  dxàaoïs  les  deax.premières  éqna-r 
tions,  égalant  ces  deux  valeurs^  ensuite  de  l'équation 

x^esultaate  tirant  lavaleur  ^^  ^  >  et  é^^ant  cette  valeur 

^vec  celle  de  -p  tirée  de  la  dernière  des  trois  équa« 

lions  en  (a);  enfin  chassant  les  dénominateurs  de  l'équa- 
tion résultante ,  on  a  l'équation  de  condition  unique 

drVd^A^  =  rf»Prf*Q*ll (3fl9). 

pour  vérifier  l'exactitude  de  la  fonction  différentielle  à 
trois  variables  Vdx  -|-  Q<(y  "f"  ^^^  (^)*  Mais  si  l'équa* 

V 

(^)  G^ëralement  on  pent  nfdnire  les  -*^^ i  ^qmtioiit  de 

condlûon  indiqii^  à  l'article  54  >  ponr  Vërifier  si  nue  fonctioii 

difierentieUe  entie  n  TtriaUef  est  exacte,  à  ^ — "^ — '  ^  ■  '   éqaar 

tiens I  c'est-à-dire  avec  11— t  équations  de  nioins^  Par  exemple» 
pour  vérifier  si  la  fonclioii  -différentielle  li  qaatre  Tariabifs 

Pdx  4-  Qdf  -+-  R<fc  -+-  S^tt 

est  exacte ,  Partide  54  donne  Jes  six  équations  de  condition 

djr  dx  *       dz  •         dx  *       du  dx 

d*Q  _  drK      d^  _  drS      ^  __  d*S 
dz  djr         du  djr  du  dz 

Divisant  la  première  de  ces  équations  de  condition  par  Ja  seconde, 

la  cinquième  par  la  sixième  j  prenant  dans  chacun   de  ces  deux 

dz 
résnltau ,  la  valeur  de  ~  ,  égalant  ces  deux  valeurs  ,  et  chassant 

les  dénominateurs ,  on  a  la  première  équation  do  groupe  suivant* 
Divisant  la  seconde  équation  par  la  troisième ,  la  quatrième  par 

la  cinquième^  prenant  dans  les  deux  résultats  la  valeur  de  ^  § 

égalant  ces  denx  valeurs  et  chassant  les  dénonHuateurs ,  on  a  W 
seconde  équation  du  groupe  suivant.  Enfin  faisant  changer  do' 
place  aux  deux  membres  de  la  première  équation,  et  dans  cel 
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tion  (Sflg)  n'étant  pas  satisfaite ,  la  proposée  (SsS)  est 
cependant  susceptible  de  deyenir  intégrable  par  la 
multiplication  d*un  facteur  B ,  il  existera  certaine  rela- 
tion entre  les  fonctions  variables  P  ^  Q  >  B.  et  leun 
différentielles  partielles  que  nous  allons  détenniner. 

Si  la  fonction  différentielle 

6Tdx  +  ùqdy  +  SR<£s 

est  exacte ,  on  doit  avoir  les  équations  de  condition 

6d/¥       P^  _  éd'q       qd'B 
dy  dy  dx  dx 

dz  dz  dx  dx  f 

dz+   dz    --    dy    +    dy 

qui  sont  les  développemens  des  équations  (a) ,  après 
y  avoir  mis  les  quantités  0P ,  6Q  et  âR  à  la  place  des 
respectives  P ,  Q  et  R. 

Par  le  moyen  des  trois  équations   (&) ,  éliminant 
d'dy  dy& ,  d^ù  ^  ensuite  divisant  par  d  ,  on  a  Féquation  de 


état  divisant  membre  à. membre  par  l'a  quatrième;  diyisaDt  de 
même  la  troisième  équation  par  la  sixième  ,  prenant  dans  les  deux 

résultats  la  valeur  de  —• ,  égalant  ces  deux  valeurs  et  chassant  le» 

dénominateurs ,  on  a  la  troisième  équation  du  groupe 

drVd'^Qd'Rd'S  =  d'Vd'Qd'^RdrS , 
rf'PJ«Qé/rRrf'S  =  d'^Vd'Qd'RdrS, 
d'^Vd'QdrUd^S  =  €ÎrPrf'Qrf-M»S . 

Telles  sont  les  trois  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lîeu 
lorsque  la  fonction  différentielle  à  quatre  variables  est  exacte.  On 
opérera  d'une  manière  semblable  pour  les  fonctioiu  à  5,  6^  etc« 
Tariables. 
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coiidition 

qui  doit  ayoir  lieu  toutes  les  fois  que  la  proposée  à  trois 
Tariables  (3â8)  est  susceptible  d'exactitude  par  la  mul- 
tiplication d'un  facteur. 

360.  Donc,  2*.  toute  équation  différentielle  â  deux 
variables  (3a6)  est  susceptible  d'être  intégrée  par  la 
multiplication  d'un  facteur  0 ,  puisque  dans  une  telle 
équation  on  a 

K=o,    dR  =  o,    d*P  =  o    et    rf^Qszso, 

ce  qui  réduit  celle  (35o)  à  l'équation  identique  0=0. 

36 1.  a*.  Toute  équation  entre  trois  variables  qui  ne 
satisfait  pas  à  celle  (33o)  ^  n'est  pas  intégrable ,  et  par 
conséquent  paraît  au  premier  abord  insignifiante.  Ce- 
pendant M.  Monge  a  démontré  dans  les  Mémoires  de 
tjictidémie  des  Sciences  de  Paris  (jàunée  1784)  >  qu'une 
telle  équation  différentielle  entre  trois  variables  qui  ue 
pouvait  pas  s*intégrer  ,  représentait  une  infinité  de 
courbes  à  double  courbure  jouissant  d'une  propriété 
commune.  D'ailleurs,  nous  observerons  que  dans  ces 
équations  non  intégrables ,  celle  (33o)  donne  un  rap- 
port entre  les  trois  variables ,  qui ,  tel  qu'il  se  présente, 
ou  augmenté ,  ou  diminué  d'une  quantité  constante , 
satisfait  souvent  à  la  proposée  ;  telle  est ,  par  exemple , 
l'équation 

(^'>— *)  cfc-f-(^5-— y)  ir+  (x+d)dy7=:  o (c)  , 

pour  laquelle  l'équation  de  condition  (33o)  n'est  pas 
satisfaite  ,  puisqu'elle  est  dans  ce  cas-ci 

^zzzx+y+a; 


) 
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cependant  si  Ton  substitue  cette  valeur  de  z  dans  lâ 
proposée  (a) ,  on  a  Téquàtion  identique  0  =  0, 

Soit  encore  Téquation 

-^{i-^-xl/^T^-^y — x)"]  dy — £?£=:  o. .  •  •  .-^k  #  •  r  •  .(fc)  , 
pour  laquelle  lequation  (33o)  devient 

z  =  x^y+^' (c). 

Ainsi  la  proposée  (bî)  n'est  pas  iutégrable  ^  elle  n^est 
pas  non  plus  satisfaite  en  y  substituant  la  viricdir  <de  z 
donnée  par  Véquation  (c);  mais. si  Ton  retranche  de 
cette'  valeur  le  terme  constant^  Téquation  restante 
£=:  a; -f-j^  satisfait  à  la  proposée. 

36â.  Soit  généralement  l'équation  dilTérentielle 
Vdx  +  Q«^  +  Rdz  +  SHii  +  etc.  =i  o (a) 

entre  un  nombre  quelconque  m  de  variables.  H  est 
clair  que  si  le  polynôme  différentiel  de  cette  équation 
étant  multiplié  par  le  facteur  8,  devient  une  fonction 

différentielle    exacte  ,  tous    les   — 5ï^ —       ^   binômes 

fiPcir  +  ÔQdy  ,  ti?dx  +  6R^a ,  etc.  qti'oil  pourra 
former  en  combinant  de  deux  à  deux  les  m  tendes  de 
la  proposée  (c)  multipliée  par  ô ,  seront  des  différen-^ 

tielles    exactes,  ce    qui  donne  lieu    aux — ^ 

•  ^  a 

équations  de  condition  semblables  à  celles  dont  il  est 
parlé  à  l'article  64.  Pareillement  dans  ce  même  cas  ^ 
tous  les  ^^^     UCmr— a;  ^yj^^^^^g 

{  ÔFir+flQrfv+eRrfz ,  ePdx+flQrfy +eSda,  etc  } . . .  (i) 
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qa  on  peut  former,  en  combinant  de  trois  à  trois  les 
m  termes  de  la  proposée  multipliée  par  d  ,  seront  des 
différentielles  exactes.  Donc  si  la  différentielle  pro- 
posée (a)   est  susceptible  d'exactitude,  chacun  des 

— ^ ^    '  trmomes  (6)  devra  saosfaire  à 

une  équation  de  condition  semblable  à  celle  (33o)  ;  doù 
il  paraît  au  premier  abord  que  pour  une  équation 
différentielle    entre  m   variables  ,   il    doit   y    avoir 

m  (m — iXitt— a)  ,        .        ,  ...        ,,  . 

— ^ 5 équations  de  condition.  Mais  par  le 

calcul  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  lorsqu'on  a  calculé 

autres  8*en8oivent  immédiatement  des  premières,  et 
par  conséquent  sont  inutiles  à  calculer.  Ainsi  pour  une 
équation  à  quatre  variables ,  on  n  a  besoin  que  de  cal- 
culer trois  équations  de  condition  au  lieu  de  quatre^ 
pour  une  équation  entre  cinq  variables ,  on  n'a  besoin 
que  de  calculer  six  équations  de  condition  au  lieu  de 
dix,  et  ainsi  de  suite. 

Soit ,  par  exemple,  l'équation  à  quatre  variables 

Fdx+  qdy  +  Rdz  +  Sdu  =  o. 

Il  est  clair  que  si  son  premier  membre  est  susceptible 
de  devenir  une  fonction  différentielle  exacte ,  en  mul- 
tipliant cette  équation  par  6 ,  on  aura  les  quatre  équa- 
tions suivantes  : 

Pdjo+.()4y+Rrfa=o  ,    ?dx+Kdz+Sdu  =  o , 
Fdx+qdy+Sdu  =  o  ,     qdy+Rdz+$duz=zo , 

dont  les  premiers  membres  doivent  aussi  être  des  fonc- 
tions différentielles  exactes  en  les  multipliant  ^àr  le 


o^ 
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facteur  Q ,  puisque  si  la  fonction 

F6dx  4-  qMy  +  K6dz  +  Sédu 

€8t  une  différentielle  exacte,  il  faut  quelle  le  soit 
encore  en  faisant  successivement  du^dz  ^dyetdx  égal 
i  zéro.  On  aura  donc ,  conformément  à  Féqnation  de 
condition  (33o)  ,  les  quatre  équations  suivantes  : 

dx  dx  dz  dz  du  du 

Mais  si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  quatre  équa- 
tions par  S  >  la  seconde  par  R  et  la  troisième  par  Q  ; 
qu'ensuite  on  ajoute  la  première  équation  résultante 
avec  la  troisième  résultante  ;  que  de  cette  somme  on 
retranche  la  seconde  équation  résultante,  et  qu'enfin  on 
divise  par  P ,  on  aura  la  dernière  des  quatre  équations 
précédentes.  Donc  cette  quatrième  équation  n'étant 
qu'une  suite  évidente  des  trois  premières,  il  n'est  né- 
cessaire que  de  calculer  les  trois  groupées  sous  le 
n*»53i. 

363.  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  démontré  précédem- 
ment, qu'on  peut  toujours  connaître  si  une  équation 
différentielle  à  plus  de  deux  variables  est  intégrable 
par  la  multiplication  d'un  facteur  intégral  ;  mais  cette 
connaissance  en  fait  sentir  plus  vivement  le  regret  de 
ne  pouvoir  généralement  déterminer  le  facteur  ea 
question.  Cependant  les  équations  différentielles  homo^ 
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gènes  entre  un  nombre  quelconque  de  variables ,  se 
soustraient  à  cette  impuissance  de  l'analyse.  En  effet , 
•oit  l'équation 

dU'  =  Pda;+  Qrfy+R&+  etc.  =  o (a) , 

que  nous  supposons  homogène  et  inexacte.  Représen-. 
tons  toujours  par  0  le  facteur  intégral  dont  le  produit 
par  la  fonction  différentielle  inexacte  dX^  doit  donner 
une  fonction  différentielle  homogène  et  exacte  dU  ;  on 
aura  donc  idxy  ou 

8P<£r-f.  flQ4)f +6Rd8-f-  etc.  =£fU  =  0 (A). 

Mais  d'après  la  propriété  des  équations  différentielles 
démontrée  à  l'article  5S ,  on  a ,  en  représentant  par  n  lo 
degré  d'homogénéité  de  U^ 

6Px  +9Qy-|-  flRz  +  etc.=nU (c)  ; 

donc  divisant  membre  i  membre  l'équation  (  6  )  par 
celle  (c)  y  il  viendra 

Pjc  +  Qj'+Ra+etc.     ""  nU ^  ^' 

Or ,  le  dernier  membre  de  l'équation  (d)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  puisque  son  intégrale  immédiate  est 

-W  l  donc  le  facteur  qui  rend  la  proposée  (a)  une 

différentielle  exacte  ,  est 

0  —   — ,  ^     \ — j . . .  .(332). 

Px  +  9y  +  R5  + etc.        "^      ^ 

Exemple.  Intégrer  V équation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

(yx+  y*)  dx  —  (x»—  yx)  dy  =  o. 


> 
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Nous  avons 
donc 

ainsi  le  facteur  cherché  est  — r—,    ce    qui    donne 

réquation  difTérentieUe  exacte 

dx       xdy   .   dx    ,    dy 
ly^         ay*        ax        ay 

dont  rintégrale  immédiate  est 
ou 

X  y 

—  +  Ixy  =  const. 

y      -^ 

364*  La  règle  précédente  est  en  défaut  lorsque  fe 
degré  n  d'homogénéité  de  l'intégrale  cherchée  U  est 
nul ,  puisqu*aIors  intégrant  l'équation  Çd)  de  l'article 
précédent ,  on  aurait  l'intégrale  du  premier  membre 

=  —  =00.  Mais  dans  ce  cas  de  n  =  o .  on  a .  en  ne 
o      .  *  ' 

considérant  d'abord  que  l'équation  à  deux  variables, 

¥dx  +  qdy=zo....(a)  , 
celle  (c)  de  l'article  précédent  qui  donne 

Vx  +  qy=zo,   d'où   Q=— P^ (i); 

ce  qui  réduit  l'équation  Ça)  à  celle 

P(^^^^=^)  =  o.    ou    Py.Q)=P..  (c); 

donc  afin  de  pouvoir  intégrer  la  proposée  lorsque  son 

intégrale 
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intégrale  homogène  est  d'un  degré  nul ,  ce  qui  est  indi- 
qué par  réquation  (6)  ,  il  faut  multiplier  Téquation 
(c)  par  un  facteur  ô  qui  rende  IPy  =  à  une  fonc- 
tion de  -. 

y 

Exemple.  Intégrer  réquation  différentielle  inexacte 
et  homogène 

(x*y-f-y3)dx— (x?-f-xy*)  dy=:o. 
On  a 

donc 

•  y 

ce  qui  indique  d*abord  que  l'intégrale  de  la  proposée 
est  de  degré  nul.  Il  faut  donc  multiplier  la  valeur  de 
Py ,  c'est-âr-dire  y  (  x*  +  J'*)  par  un  facteur  ô  qui 
rende 


•y(x»+y)  =/(£); 


et  il  est  aisé  de  voir  que  ce  facteur  doit  être  y*j^  \ 
ainsi  l'on  aura  à  intégrer  l'équation 

(■+s)<j)=- 

dont  rintégrale  est 

-— '^ asconst.,    ou    ' »i-s=con8t, 

y      9  xy 

6 
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•  .        •     ■  .-» 

Considérons    màiÀtenâDt    l'équation  différentielle 
mexdttè  et  homogène  â  trois  vâfîablès 

Vdx  4-Qc(y +  R&=3  o (d)  , 

dans  le  même  cas  de  71=0^  ce  qui  donnera  Féqua- 

^^+^y+  R2  =  o .(c)  ^ 

d*où 


z        ^  z 


substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (d)  ,  elle  se 
réduit  à  celle 

laquelle  étant  divisée  par  z  donne  Téquation 

Ainsi  aEn  que  cette  dernière  équation  ^  et  par  consé- 
quent la  proposée  {d),  soitjint'égrable  ,  il  faut  multi- 
plier r équation  {g)  par  un  facteur  ô  qui  rende  fiP 

oc  V  ' 

fonction  de  -  et  6Q  fonction  de'i. 
z         ^  z 

Exemple.  Intégrer  Téqiiàthn 

2*x"dx -f- Z3r3dy  —  (zx3  +  y^)dz=o (h). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (d) ,  on  a 

donc 

d'où  nous  conclurons  que  l'intégrale  de  la  j^roposée  ; 
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A  elle  e«t  taaceptiblt  d'intégration,  e$t  une  équation 
iiomogèRC  d  ua  d^gi^  nul.  Suh9tituant  les  yaleuars  de 
P  et  de  Q  daas  TéquatioD  (g)  >  oa  a  celle 

z^x^d(j^+zfd^^o (0. 

ce 
Or,  ô;8*jc*  ne  peut  être  fonction  de  —  qu'en  faisant 

^  ;=  -- ,  et  cette  méxxie  valeur  de  0  reçid  hy  fonc^ 

lion  de -:  doqc  la  proposée  est  iatégrable  ,  et  Ton  a 
z 

réquation 

intégrant  cette  dernière  équation  ,  on  a  pour  intégrale 
exacte  de  la  proposée  (h)  ,  Féquation 

;— -  -4-  *-7=con8t. ,     ou      ' 4-^^=  const. 

En&n  y  ce  que  nous  ayons  dit  précédemment  suffit  pour 
yoir  que  g^néralemenl:  dani  toute  équation  différen- 
tielle inexacte  et  homogène  entre  un  no^ibre  queh 
conque  de  variables ,  représentée  par 

9dx  +  qdy+^dz +Tdt=20, 

dans  laquelle  on  aiura 

Px 4-Qy+  R« -f-T^  =o (k)  , 

il  faudra ,  pour  que  la  proposée  soit  intégrable ,  qu'on 
puisse  trouver  un  facteur  9  qui  rende  en  même  temp^ 

«P=/(f).     «Ç=/g).      «R=/(5).etc. 

'  .  6.. 
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365.  Cependant  il  y  a  des  cas  où  l'équation  (e)  de 
Tarticle  précédent  étant  satisfaite ,  et  la  proposée  étant 
susceptible  d'une  intégration  exacte ,  on  ne  peut  trou- 
ver le  facteur  0  qui  rend  en  même  temps  le  produit 

flP  une  fonction  de  -  •  et  celui  60  une  fonction  de 

z  ^ 

-^ .  il  faut  alors  avoir  recours  à  une  transformation 
z 

qui  conduit  à   une  équation  ne  renfermant  plus  que 

deux  variables  qu'on  peut  séparer  si  la  proposée  est 

susceptible   d'intégration  ;  telle  est  ,  par   exemple , 

l'équation 

(ty-^bz) dx+  (g&— ûx)  cfy+  (ix — (y)  dz=zo,„(a) , 
qui  y  comparée  avec  l'équation 

¥dx+qdy  +  Kds=o, 

donne 

Paziûy— 6a,     Q=ca— ax     et     R  =  ia:— cy, 

d'où 

Tx+(^+ïiz=:ayx^-'bzx'i'Czy'^aay'\'bj:z^<yz=x:>  ; 

il  faudrait  donc  ^  suivant  la  règle  précédente ,  trouver 
un  facteur  d  qui  rendit  en  même  temps 


«(ay  — 6^)=/-     et    fl  ( ca ~ ox)  =/-2^ , 

ce  qui  est  impossible  :  mais  faisant 

^z=:rx    et    zt=:ux]....(b)  f 
d'où 

dy  r=  rdx  +  ^r    et    dz  =  udx  +  xdu, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  on  aura, 
toutes  réductions  faites  ,  l'équation 

(ctt«— c)iir=(cr  — i)dU| 
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d'oà  l'on  tire  celle  séparée 

dr  du 

r  ==    '  t 

cr-^o       CI*  —  a 

dont  l'intégrale  est 


/  I  |z=/,con8t.; 


on  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques  ; 
et  substituant  les  valeurs  de  r  et  de  u  déduites  des 
équations  (6)  >  on  a  pour  intégrale  de  la  proposée  (a)^ 

■•<■  =  const. 

ca  —  CKC 

On  opérerait  d'une  manière  semblable  pour  les  équa- 
tions homogènes  à  un  nombre  quelconque  de  vandales 
qui  satisferaient  à  Téqnation  (  ft  )  de  Tarticle  (364)  i 
si  1  on  avait  trop  de  peines  à  trouver  le  facteur  inté- 
gral d  qu'exige  la  méthode  de  l'article  364,  ®t  l'on 
n'aurait  plus,  comme  par  cette  dernière  méthode  où 
le  nombre  n  de  variables  x ,  y  ,  z. . .  ,s,t  a^  réduisent 

X     \    z        s 
aux  n  —  1  variables  -- ,  -^ ,  ":•  •  •  '7  »  ^^*^  intégrer  une 

équation  qui  renfermerait  une  variable  de  moins. 

366.  Lorsque  dans  l'équation  différentielle  et  homo'* 
gène  qu'on  veut  intégrer ,  celle  (  &  )  de  l'article  364 
n'est  pas  satisfaite ,  alors  le  facteur  intégral  ô  [éq.  (33a)3 
est  toujours  connu.  Mais  il  est  souvent  plus  commode 
pour  opérer  cette  intégration ,  de  se  servir  d'un  procédé 
semblable  à  celui  de  l'article  365  >  lequel  conduit ,  dans 
ce  cas ,  à  la  transformation   de  l'équation  qu'on  veut 
intégrer  en  une  autre ,  dans  laquelle  il  ne  reste,  comme 
à  l'article  359  relativement  aux  équations  homogènes 
à  deux  variables  >  que  Tune  des  anciennes  variables 
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isolée  dans  un  seul  membre  avec  sa  dilTéiretitieUé  ;  de 
manière  que  Ton  n'a  plus  qu'à  intégrer  une  fonction 
différentielle  renfermant  une  yariaUe  de  moins  que  la 
proposée.  Par  exemple ,  soit  proposé  d'intégrer  Téqna- 
tion  différentielle  inexacte  et  homogène 

Il  est  évident  d'après  ce  que  nous  ayons  démnontré  à 
l'article  363  ,  que  pour  rendre  cette  équation  «ne 
différentielle    exacte  ^  il  faudrait  la  diviser  par  la 

quantité 

(^*4-yz+zO  X  +  {p^'^xz'^%^)y  +  (a7»+:ry-fy»)  z  ; 

mais  il  est  beaucoup  plus  commode  pour  opérer  Tin* 
tégration  de  la  proposée ,  de  se  servir  de  la  méthode  que 
nous  venons  d'indiquer.  Soit  donc  fait 

V  =  ra;    et    z  =  ua:, 
d'où 

dy  t=:  rdx-^  xdr    et    dz  =  udx  +  xâù. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a^»  on  a, 
toutes  réductions  faites  , 

^•^  — _    ^^+  dr        rdu-^  udr+Su -f-  àr 
X        i^  -f-r  •+■  1  ur'*i'U'*^'r        ' 

dont  l'intégrale  est 

/rri:  /  ( u  -f. r4- 1  )  —  l{ur  +  u -4- r )  +/.cbn*t.; 

âohc  mettant  à  la  place  de  r  et  de  u  leurs  v^eurs 

respectives*^  et-,  et  passant  des  loganthlttés^ux^efx- 

jpressions  algébriques ,  il  vient 

^"t.'^+y^=const, 

€e  qtii  est  l'intégrale  de  l'équation  (a). 


3S7.  Il  est  é vident,, d'f^près  ce,q^û  a  éjté Remontré  à 
TaFticIe  363 ,  qu'on  t];ouvera  aisément  le  facteur  ù  de 
toute  équation  difFérentielle  qui  ppurra  se  transformer 
en  une  homogène  >  puisque  le  facteur  (33a  )  dé  cettç 
transformée  étant  connu  ^  il  n'y  ^ura  qu'à  j' substituer 
ies  yaiears  des  nouvelles  variables  en  anciennes.  Par 
exemple,  l'équation  (agS)  [[  art.  34o3  se  transforme  en 
rho^iogèoe  (389)  [art.  339 1 9  ^^  »  ^^  facteur  qui  rend 
cette  d^rz^èr^  équ^ao  une  différentielle  exacte ,  est 


a^^^[1f^e)xy+gf* 


donc  mett|^lt  ifÇ(pi  ^éger  >y  çt  y  fi  la  place  i,ts 
valeurs  déterminées  de  ces  quantités  [  équat.  (  &  )  , 
art.  3I403  9  ^t  faisant  attention  que  des  équatioûs  (a) 
4lu  même  article  34o ,  on  tire 

ÇB^o/rr'pi    _et    y;pzy—^, 

on  aura  pp^r  f«|cteor  intégral  ^^p  l'équa^on  (sgS)  U 
quantité 

1 

368.  Nous  ne  nous  arrêterond  pas  plus  long-^temps 
sur  la  recherche  des  facteurs  intégraux  des  équations 
différentielles  ineixact^s  à  jglus  de  d^ux  variables  ;  car 
cette  recherche  offre  presque  toujours  des  difficultés 
insurmont£d)Ies  >  ce  qui  paraît  étonnant  lorsqu'on  fait 
attention  que  toute  équation  différentielle  inexacte  , 
susceptible  de  devenir  exacte  par  la  multiplication 
.d'un  factei^r  intégr;^l ,  peift  ei^çgre  devenir  exacte  par 
Ja  multiplication  d'un  nombre  jnfjpi  d'autres  facteurs 
intégr^aux  qui  résultent  du  profilait  d*i;n  seul  de  ces 
facteurs  par  une.  foujctipn  quelconque  de  l'intégrale  de 
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la  proposée.  En  effet,  soit  supposé  qne 

Pdx  +  Qdy  4.  R<fc  +  etc. 
étant  une  fonction  différentielle  inexacte  ^  le  facteur^ 
la  rende  exacte ,   et  que  conséquemment  dU  reprii- 
sentant  la  diff^érentieUe  exacte  d*une  fonction  U  de» 
variables  a; ,  j^ ,«....,  on  ait 

èlPdx+6qdy  +  6Rdz  +  etc.  =dU (a). 

Il  est  clair  que  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  dernière  équation  par  une  fonction  de  U  que 
je  représente  par  F  (U) ,  de  sorte  que  le  second  membre 
de  l'équation 

ÉF  (U)  Fdx+6F  (U)  qdy+BF  (U)  R&+etc.=:FCU)  dU 

soit  une  différentielle  exacte  ;  le  premier  membre  de 
cette  équation  sera  une  fonction  différentielle  etxacte^ 
et  à  cause  que  F  (U)  peut  avoir  un  nombre  infini  de 
valeurs  différentes  ,  qui  rendront  F  (U)  dJJ  une  diffé- 
rentielle exacte ,  il  s'ensuit  que  si  un  seul  facteur  0  est 
susceptible  de  rendre  exacte  une  fonction  différentielle , 
il  y  en  a  un  nombre  inEni  d'autres  SF  (U)  qui  opére- 
ront le  même  effet. 


CHAPITRE  V. 

De  la  méthode  inverse  des  facteurs. 

3G9.  X  OUTE  équation  différentielle  à  deux  variables 
étant  susceptible  de  devenir  intégrable  par  la  multi- 
plication d'un  facteur  ô  (  art.  3Go  ) ,  et  cependant 
l'analyse  étant  presque  toujours  insuffisante  pour  trou* 
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yer  ce  facteur ,  nous  allons  prendre  une  marche  inverfte 
de  celle  que  nous  ayons  prise  dans  le  chapitre  précé- 
dent I  c'est-à-dire  qu*au  heu  de  chercher  directement 
le  facteur  qui  rend  intégrable  une  équation  différen- 
tielle^ nous  allons  chercher  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coelficiens  variables  des  différentielles  d'une 
équation  donnée  de  forme  seulement ,  pour  qu'un  fao- 
teur  donné  aussi  de  forme  seulement ,  rende  l'équation 
intégrable.  C'est  dans  ces  recherches  qui  servent  à 
trouver  les  facteurs  propres  à.  rendre  intégrables  un 
nombre  infini  d'équations  différentielles  à  deux  varia- 
bles, que  consistera  méthode  inverse  des  facteurs  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

~  370.  Problème  I.  Trouver  la  relation  qui  doitexis^ 
ter  entre  les  fonctions  indéterminées  X  ^  X'  de  x  qui 
entrent  dans  Péquation 

Xjàx  +X'àx  +  ydy  =  o (333), 

et  celles  |,  |'....|C«-*)  de  même  nature  qui  entrent 
dans  t expression  du  facteur 

pour  que  t  équation  (333)  soit  intégrable  en  la  multi" 
pliant  par  le  facteur  ô. 

Solution.    Comparant  l'équation   (333)  avec   la 

générale 

Pctr+Q£(y=:o, 
on  a 

P  =  Xy  +  X'    et    q=y, 

et  substituant    ces   valeurs    dans   Téquation    (  827  ) 
(art.  358),  il  vient 

(Xy  +  X')|^«-:y^^=-X9 (335). 
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Substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de 
dfè,  <^A  et  8  que  donne  Téquation  (334)  9  ^  laûaut 

d.fÇjjc)  =zf  (je)  4x,     d|  =  ^,dx  , 
d^'=^[dx,    d%"  =  ^[xdx,    etc.. 

Il  viendra  une  équation  complète  du  degré  m  par 
rapport  à  la  variable  y  qui ,  devant  avoir  lieu  indépen- 
damment des  valeurs  de  ^ ,  ne  pourra  généralement 
être  satidFaite  qu'en  faisant  chacun  des  coef&ciens  égal 
à  zéro  y  ce  qui  donnera  un  nombre  m  -|-  1  d'équations 
par  le  moyen  desquelles  on  cherchera  à  déterminer 
les  valeurs  de»  /n  +  1  indéterminées  X,  X',  |j ,  ÇJ , 
il  y  etc. ,  et  substituant  convenablement  ces  valeurs 
^ns  les  deujc  iquations  (353)  ,6t  (?34)^  on  aura  m|is- 
fi^t  à  la  solution  du,prob|Uix)ç  proposé. 

Nous  allons  y  pour  éclaircir  cette  théorie  >  «n  faire 
quelques  implications. 

P.  Proposons-nousd'aboi^  de  trouver  4es  valeurs  ,de^ 
quantités  indéterminées  X  et  3JL'  sde  l'égaation  (333) , 
pour  qu'elle  devienne   intégrable   en  la  divisant  par 

[y  4-/(x)]». 

JPdisant  fl  ==  = — .  j,,  ■_.  ,  on  a 

iy + f (*)]»  ' 

dy  ~  \y+fQc)y-^'  • 

et 

«Substituant  ce3  valeurs  dans  l'équation  (  S35  ),  on  a 
celle 

(n  — OXljr  +  nX'     =0 

-nf(x)/     -/(*)X 
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gui  deyaBt  avoir  lieu  iadépendammeat  des  rieurs 
dey,  donne  les  deux  écjitations 

«a— i)X— iif'(x)=o  et  nX'^(x)X=o}...(u), 
d'où  l'on  tire 

n — 1  Çn — i)dx  ^  '* 

et 

n — 1  (/i — i)dx  ••  •  *  *  '^  •'* 

Substituant  ces  yaleurs  dans  l'ëquadon  (333) ,  il  yient 
celle 

ïï^^iai2i)+^=o m. 

qui  n  est  pas  immédiatement  intégrable  ,  mms  ipà  le 
devient  en  la  divisant  par  la  quantité 

Cj^+ZW]' (337)[*3.' 

Soit ,  par  exemple  , 

y(a:)  =  x    et    »  =  &, 
alors  on  aura  l'équation  différentielle  non  intégrable 

Qydx  +  xdx  ^ydy  =  o  ^ 
qui  le  devient  en  la  divisant  par  iy  +  xy  |[**3 ,  et 


[*]  L'ëquatton  (335)  étant  homogène,  pourrait  encore  se  rendre 
exacte  en  la  divisant  par  la  quantité 

— ^r/W  -^  n/(^)]'  ^^,.(a,t.  363). 

X*^^]  Ge^trisenr  est  identique  avec  celui  dont  nous  aïoos  parW 
dans  le  renvoi  prêchent,  en  -y  "foisant 

n  =  a    et  f(x):=iXi 
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il  est  aisé  de  voir  qu'efFectuant  rintégration ,  on  s 

=  \^^^  +Ky+^)  =  constQ 

Si  l'on  fait  71=1,  réquation  (i)  donne 
df{x)  =  o ,    d'où    /"(x)  =  à  une  constante  c  (*)  ; 

et  substituant  ces  valeurs   dans  la  seconde  des  deux  . 
équations  (a)  ,  il  vient  celle 

X'  =  cX-, 
donc  réquation  différentielle  inexacte 

Xydx  +  cXdx+ydy:=o (l^) 

étant  divisée  par^+  c  donnera  la  différentielle  exacte 
et  séparée 

Xdx  +  '3!^  =  o ('.)> 

y  +  <^ 

dont  rintégrale  est 

fXdx+y  —  c/(y  +  c)  =  const (a). 

IP.  Trouver  la  relation  qui  doit  exi^ster  entre  X  , 
X'  et  ^  pour  que  les  équations  de  la  forme  de  celle 
(535)  deviennent  intégrables  en  les  multipliant  par  le 
facteur 

g_ i 

Faisant 

df{x):=if{x)dx     et     d^  =  ^^dx, 

(*)  Il  ne  faut  pas  coQsidérer  cette  constante  c  comme  une  rpian- 
tité  constante  arbitraire  j  c'est  une  quantité'  constante  quelconque  et 
dëterninée  qui  entre  dans  X^,  et  par  suite  dans  les  équations  (^) , 
(tt)  ;  et  la  constante  arbitraire  de  Tintegrale  de  cette  dernière  ëquatio& 
est  ce  que  nous  représentons  d^s  Téquation  (x)  par  const. 


on  anra 


et 
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Substituant  ces  râleurs  dans  l'équation  (335)  et  ordon- 
nant par  rapport  aux  puissances  de  jr ,  on  aura  l'équation 
(an-i)  Xî  j^+(/»-i)X/(x)]  jy+«X'/(x)=o...(d) , 
— /if  (x)j    +3nX'  [    — X| 

qai  deyant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 
de  y  ,  ne  peut  être  généralement  satisfaite  qa*en  fai- 
sant chaque  coeiEcient  égal  à  zéro ,  ce  qui  donne  les 
trois  équations 

X^—^!—f{x) (e), 

(n-^  i  )  Xf(x)  +  2/iX'  =  ng,  i 

^-W(F) ^^' 

par  le  moyen  desquelles  éliminant  X  et  X',  et  substi-* 
tuant  respectivement  aux  quantités  f  (x)  et  ^t  celles 

df(x)       dP  ..,,,. 

^4       ^^  -p  9  on  parvient  a  1  équation 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (296)  [  art.  34i  2  > 
et  dont  conséquemment  on  trouvera  par  le  moyen  de 
la  formule  (297) ,  que  l'intégrale  est 

Cf  (x)]— §  -  i  C/(x)]  «-«  =  c , 
«n  représentant  par  c  une  coattante.  Prenant  dans 


lA^Ul.   ■-• 
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cette  dernière  équation  la  valeur  de  ^  ^  on  a 


I»«— I 


Substituant  cette  valeur  de  ^ ,  dnsi  que  celle  de  X 
t  équat.  (e)]  dans  Téquation  (jf)  ;  ensuite  substituant 
les  valeurs  de  X  et  de  X'  dans  Téquatioa  (333)  ^  ^ 
celle  de  ^  [[équat.  (A)3  ^lans  le  facteur  i ,  on  an» 
réquatioA  diflférentielle  inexacte 

nydfjx)     f{x)dfix)      c  W(x)-y'-'df(,x) 
an— 1     '  4(3n— i)  an — i 

+ydy^o (338), 

qui  se  rendra  exacte  en  la  divisant  par  la  quantité 

{y+n^)y+i  C/(^)3H  c  c/(x)]=^)-. . .  .^9). 

Cette  solution  ne  satisfait  pas  au  cas  où  ?»  =  |^  mais 
alors  réquation  (d)  se  réduit  à  celle 

ïf  (^)y+  î  X/(x))  y  -  i  X'/(x)  =  o . . . .  (i  ) , 
-X'  [    +X§ 

d'où 

ce  qui  donne 

en  représentant  toujours  par  c  une  constante.  Les 
autres  coefEciensde  Téquation  (i)  étant  égalés  à  zéro , 

mettant  à  la  place  de  ^,  sa  valeur  -j^  ,  et  par  le  moyen 

des  deux  équations  résultantes^  prenant  les  vatlettrs  de 
X  et  de  X'^  on  « 

X  — _£^L_     «*     y,  _         aS^g 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (333)  et  dan« 
le  facteur  (334)  >  ^^  ^  Téquation  différentielle  inexacte 

qu'on  rendra  exacte  en  la  divisant  par 

\^y+cy  +  i (340- 

Pour  intégrer  TéqtiÀtion  difFéfentielle  inexacte 

i^+^Qdj  ydy         _. 

commençons  par  intégrer  partiellement  le  dernier  terme 
par  rappoH  k  y ,  ce  qui  nous  donnera ,  d*après  Ift  mé^ 
thode  enseignée  à  Tarticle  a^S , 

-^ic/C3r+4c+i/y"  +  çy+6 fft)- 

Or ,  il  est  clair  que  l'intégrale  de  l'équation  (34^)  ne 
peut  différer  de  celle  (k)  que  d'une  fonction  de  x;  ceta 
posé,  différentiant  l'intégrale  précédente  par  rapport  à 
y  et  ^,  ce  qui  donne  pour  Ba  différentielle  complète 

ensuite  retranchant  cette  différentielle  de  celle  (343) , 
etrédnisantaa  même  dénominateur,  on  a  la  fraction 


Ça  (  y'+çy+D+Çc-l-ay]  |/rH-çy4-g  cd' 
4  R-c*]  Cqy+c+a  ï/y+cy+5]  V/y*+cy+$ 

qui  réduite  à  sa  plus  simple  expression  en  divisant  ces 
deux  termes  par 
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devient 

or  l'intégrale  de  cette  dernière  fraction  est 

donc  ajoutant  cette  quantité  avec  l'intégrale  (h) ,  on 
aura  complètement 

/[équat.  (34a) ]  =  { /T+F+l 

+-  if V^—^       -—  1=  const.  l...  (3i3). 

Si  n  =  1  ^  alors  l'équation  (338)  te  réduit  à  celle 
homogène 

ydf^x)  +(iî±i)  /(x)  df{x)  +ydy:^  o . . . .  ( /) . 

et  la  quantité  (33<))  par  laquelle  on  doit  la  diviser 
pour  la  rendre  une  diilérentielle  exacte  devient 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  démontré 
à  l'article  363. 

Si  nous  poursuivions  nos  recherches  sur  le  même 
sujet ,  c'est-à-dire ,  si  nous  nous  proposions  en  troisième 
lieu  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
X  ,  X'^  S  et  ^  pour  que  les  équations  différentielles 
inexactes  de  la  forme  de  celle  (335)  ,  pussent  devenir 
exactes  en  les  divisant  par  une  quantité  delà  forme 
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il  faudrait  9  pour  déterminer  ^  et  ^\  intégrer  des 
équations  différentielles  du  second  ordre  dont  nous 
n  avons  pas  encore  parlé  ,  et  qui  d'ailleurs  sont  géné- 
ralement très-dii&ciles  à  intégrer. 

Il  est  à  propos  d'observer  que  si  l'on  change  seule- 
ment les  signes  de  n  dans  les  résultats  précédens,  on 
satisfera  de  même  à  la  solution  du  problème  doolt  W 
condilion  est  que  h  facteur  soit  de  la  form^ 

On  trouvera,  par  exemple ,  que  l'éqgation  différentielle 
inexacte 

-\'ydy  =  o (345) 

devient  exacte  en.  la  multipliant  par 


{y'+f(F)y+\Zf(.'^)J-\-cif{x)j'-^Y (546). 

371.  Problème  II.  Déterminer  ia  relation  qui  doit 
exister  entre  X  et  X'  pour  que  les  trois  équations  diffé^ 
rentielles  inexactes 

(a) Xyàx  +  X'àx  +  ydjr  =  01 

(6) Xyâx  +  X'ày  +  ydy  —  o  [ (347) 

(c). ....  .A'ydx  +  X'ày  +  xdx  =  o3 

deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  le  facteur 

«=(5^+7)" (348). 

Solution.  I^.  Comparant  l'équation  (a)  avec  celle 

Vdx  +  Qcîy  =  0 (d)  [équat.  (SaG),  art.  358  ] , 

on  a 

P=:Xy+X'    «t    qr=y: 

a.  7 
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d*où  Ton  tire 

-=—  =  X    et    -T^  =  o  : 
dy  dx 

de  plus ,  on  a 

d'9       dyh         .      .     X 
^  =  ^  =  „(x  +  y)-.; 

donc   substituant  ces   valeurs  dans  Téquation  (3a7) 

[art.  3583»  on  aura ,  toutes  réductions  faites»  Téqua- 

tion 

[(n+i  )X—  n']y  +'iX'4"Xx=o, 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y^ne  sera  généralement  satisfaite  qu'en  faisant 

(/i  +  i)X  —  Jinso     et     nX'  +  Xj?=o; 

d*où  Ton  tire 

X=— ?—     et    X'=:—     "" 


Ainsi  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (a) ,  on 
aura  l'équation  différentielle  inexacte 

^-^S^^:^+ydy  =  o (349). 

qui  deviendra  exacte  en  la  multipliant  par  (x+^)". 

ËfTectuant  la  multiplication ,  et  obse  rvant  qu'alors  le 
plumier  membre  de  l'équation  (349)  ®^^  ^°®  fonction 
différentielle  exacte  ^  on  aura  d'après  la  méthode  ensei^ 
gnée  à  l'article  3fi3 , 

/léquat.  (349)]  =/^  fj^V  (a? + J^)«  =  o  ] 


C*]  ^  est  à  propos  de  faire  ici  nne  observation  qui  vient  à  Pappui 
de  ce  qui  a  e'té  déjà  dit  h  Particle  368. 
L^éqaation  (349)  éisajx  homogène  ;  pourra  encore  se  rendre  une 
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Si  l'exposant  n  da  facteur  (348)  était  négatif,  alors 
à  la  place  de  Téquation  (349)  »  ^°^  aurait  celle 

^^±^dx+ydy  =  o (350. 

qui  deviendrait  une  différentielle  exacte  en  la  divisant 
par  (Jî+j^)",  et  il  est  aisé  de  trouver,  toujours  d'après 
la  méthode  de  l'article  (3a3),  que 

:      /Céquat.(350]=/[ç^=o] 

La  solution  précédente  échappe  au  cas  oà  iz  z=:—  i  • 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  pour  cette  valeur  de  it , 
l'équation  (34$) ,  ainsi  que  celle  (a)  du  groupe  (347)  f 
se  réduisent  à  Téquation 

ydy  =  o, 

qui  est  immédiatement  intégrable  sans  le  secours  de 
tacteur.  Donc  toute  équation  de  la  forme  de  celle  (a), 
dans  laquelle  les  fonctions  X  et  7C  de  x  ne  sont 
pas  des  quantités  nulles ,  ne  peut  s'intégrer  en  la  divi^ 
sant  par  x-^-y.  La  même  solution  (35^)  échappe  encore 
au  cas  de  n  =  — -  â  dans  l'équation  (349)  >  ou  /i  =  a , 


di£fërentieUe  exacte  en  la  divisant  par 

H-f-  I  -^      ^  ' 

c'esc-à-dira  en  la  mnltipliant  par 

n-f-  I 


qal  est  le  produit  dà  premier  facteur  (/  -^  x  )*  mnltiplié  par  la 
(  fi  -4-  2  }**  partie  de  l'unité  divisée  par  Tintëgrale  de  l'équation  (347), 
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dans  l'équation  (35i  )  »  parce  qu'alors  il  y  a  des  logà' 
rithmes  dans  Tintégrale.  £a  effet»  û.  est  aisé  de  tmr  qns 

ce  qui ,  conséqnemment ,  est  l'intégrale  de  l'équation 

(2y+;c)  dx+ydy=iO. 
IP.  L'équation  (b)  comparée  avec  celle  («f  )  donne 

P=â:Xy    et    Q  =  X'  +  v, 

d'où 

■       ^=X    et     ^=^. 
dy  dx         dx' 

Substituant  ces  valeurs ,  ^dnsi  que  celle  n  (a:  +  J')""" 

de  Ç?  et  de  $?  dans  l'équation  (3a7)  [art.  3583,  on 
dx  dy 

a  celle 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y,  sera  généralement  satisEaite  en  posant  les  équations 

(»+ 1  )  X  — -g^  —  n=  o.. . .  .(e) 

et  nX'+^'-Xx  =  o.. (O. 

par  le  moyen  desquelles  éliminant  X  et  multipliant  la 
résultante  par  dx,  il  vient  T équation  différentielle 

xdXf  +  (ra  +  1  )  X!dx  =  xdx  , 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (fl96)C^rt,  34i]  » 
et  dont  conséquemment  Fintégrale  donnée  par  l'équa^ 
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tlon  (397)  du  même  article  »  est 

en  représentant  par  c  une  constante.  Mais   éliminant 
•T —  entre  les  deux  équations  (e)  et  (/)  ,  on  a  celle 


X  = 


et  y  substituant  la  valeur  de  X'  [équat.  (g)],  il  vient 


Enfin  mettant  cette  valeur  de  X  et  celle  de  Xf 
{^équat.  (g)^  dans  l'équation  (b),  on  a  cello  diSlirenf- 
tielle  inexacte 


(»+i~^)i 


^ 


■4-8 


qoi  devient  exacte  en  la  multipliant  par  (x+yY',  et 
prenant  l'intégrale  par  rapport  à  y  seul  des  trois  der- 
niers termes  de  Téquation  (353)  multipliée  par  (^+y)% 
ce  qui  donne  l'intégrale  entière  de  cette  équation^ 
puîsqn'tprès  sa  multiplication  par  {x  -j^y  )",  son  pre-« 
mîer  membre  est  une  fonction  dilTérentielle  exacte 
(  art.  3a3) ,  on  aura 

+  f^y^  (x  +  j^  )"  =  const.  p 
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et  effectuant  les  intégrations  y  il  vient 

/[équat.  (353)]  = 
==  {(x+j^)«+*  Q/i+i)j^+ ^]  =  cbnst.}....  (354). 

Si  n  est  négatif,  alors  on  a  Téquation  inexacte 

n  —  2"^               71  —  2  n — 2 

— «2- — (.  ydy=.  o (355), 

qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (^+y)",  et 
intégrant  comme  nous  Tavons  fait  pour  Téquation  (353) 
d'après  la  règle  prescrite  à  l'article  3a3  ^  on  a 

/C(éq.  (355):  =  [^^^;^^:;i2>:=con8t]..(356). 

Si  n  =  "—  1 ,  alors  substituant  cette  valeur  de  n  dans 
réquation  (353)  ,  ou  plus  simplement  faisant  n  =  i 
dans  1  équation  (355)  ,  on  a  l'équation  différentielle 
inexacte 

—2^ f-  (x  +  c)  dy  +^cfy  =  o. ......  ..(357)  , 

qui  divisée  par  y  +vC  est  exacte ,  et  l'on  trouve 
/[éq.  (357)] ^[^cZ  (^^^j^+J'=Çon8t.J.(358). 

Si  71  =  —  a  ,  alors  faisant  dans  lequation  (355)  7i==a, 
le  dernier  terme  ydy  disparaît  ^  et  il  reste  l'équation 
différentielle  homogène  inexacte 

ydx  +  cydx  —  cxdy  —  xdy  =  0 (A) , 

qui  divisée  par  {.y-^r^Y  devient  exacte ,  et  alors  son 
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intégrale  est 

(  c  + 1  )  y  ,^ 

^ —    ,    '^-  =  const.  (*). 

lU?.  Pour  la  troisième  équation  (c)  du  groupe  (347) , 
on  a 

P  =  Xy  +  aî    et    Q=X', 

doù 

ainsi  faisant  les  substitutions  convenables  dans  Téqua-* 
tion  (327)  [  art.  3583 ,  on  a  celle 

QiH-i)X— -^Jy+nx— nX'— ^a:+Xr=o, 

qui  devant  être  satisfaite  indépendamment  des  valeurs 
de  y ,  donne  les  deux  équationçr  r 

(»+OX-g'=o (0 

»                       dX' 
et      lUP  —  nX'— -r— x+Xa:  =  o (k)  , 


{*)  Ce  résultat  est  conforme  à  ce  qui  a  éié  dit  à  Farticle  364*  En 

effet,  on  a  dans  Péqnation  (h)  celle  Q=  •—  P  -  qui  est  satisfaite; 

il  fant   donc  multiplier  l'ëqaation  (h)  par  un  facteur  qui  rende 

êVf  ou  B  (i-hc)  y*   une  fonction    de  — ,  ce  qui  aura  lien  en 
faisant 


6  = 


puisqu^aloTS  on  aura 


A  «  %  I  -4-  c 


(-  pj 
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d'où  éliminant  X  ,  il  vient  l'équation  diflpérentiellè 

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (39S)  [[art.  340  > 
et  dont  conséquemment  l'intégraU  donnée  par  Téqûar 

tion  (297)  [art.  34 1]  est 

71+2 

dm 

Mais  éliminant  ^-7-^  entre  les  deux  équations  (  £  )  et 

(k) ,  U  vient 

X  :t±l , 

a; 

él  siibtftitftaffit  dans  «ette  dernière  éq^^ô1I  k  tâkut 
de  X^  déduite  de  l'équation  (c)  ^  on  a  celle 

Enfin  metittnt  cette  valeur  ain^i  que  celle  de  X' 
[équat.  (/)]  dans  l'équatiott  (c),  on  a  celle  différen- 
tielle inexacte 

qu'on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par  (x+^)". 
Ainsi  on  aura,  d'après  la  règle  de  l'article  Çiao) , 

/[équat.  (559)3  = 

et  effectuant  l'intégration  ,  il  vient 

/  C  équat.  (  359  )]  = 
^  r(^l±l^j^JLS  Î£±j0!r=const.l..(36o). 
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Si  Ji  est  négatif,  alors  Téquation  (SSg)  se  réduit  à  .    J 

celle  différentielle  inexacte 


qui  devient  exacte  en  la  divisant  par  (a;-j-y)%  et 
intégrant  à  l'ordinaire  suivant  la  règle  de  l'article  323  , 
on  a 

/[équat.  (36i)]  = 

X  +  cjc»~'V  .^    ^, — r— x^Ti  =const.  |...(36a). 

Dans  le  cas  de  71  =  —  i  pour  Téquation  (359)  >  ^^  ^® 
71  =  1  pour  celle  (36 1),  on  a  les  intégrales  respectives 
(36o)  et  (36a)  de  ces  équations  qui  sont  insignifiantes. 
Mais  substituant  cette  valeur  de  n=— -i  dans  l'équa* 
tion  (359),  ou  plutôt  celle  de  71  =  1  dans  Féquation 
(36i),  on  a  celle  inexacte 

(y''^+x^dx+cdy  =  o (363), 

qn*on  rendra  exacte  en  la  divisant  par  y  +3c:\  ainsi 
on  aura  à  intégrer  Téquation  différentielle  exacte 

^ — ^:^+^=o, 

ou 

et  intégrant ,  il  viendra 

/[équat.(363)]=^a?  +  c/(î^^=con8tQ..,.(364). 


7 

I  ■ 

V 

4: 


11 


lo6     INTÉGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQUATIONS 

Si  »=: — 3  ^  alors  faisant  dans  Téquation  (SGa)  n=2^ 
elle  se  réduit  à  l'inexacte 

ydx  —  xdy  =  o , , 

qai  devient  exacte  en  la  divisant  par  (^  +  ^  )^>  et  a 
pour  intégrale ,  après  cette  division  , 

const.  =  — «^^ — • 

37a.  Problème  III.  Trouver  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  quantités  X  ^  ^ ,  1^  qui  représentent 
des  fonctions  de  x ,  afin  que  les  équations  différent 
tielles  inexactes  de  la  forme 

dy+j^àx+Xdx  =  o (365) 

deviennent  exactes  en  les  multipliant  par  un  facteur 
de  la  forme 

dans  lequel  F(  x  )  représente  une  fonction  détermi^ 
née  de  x 

Solution.  Comparant  l'équation  (3G5)  avec  celle 
Vdx  -f-  Qdy  =  0 ,  on  a 

P=y»  +  X    et    <î  =  i,  . 
donc 

dfV  d'Q 

de  plus,  faisant  pour  abréger 


C«), 
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on  a 

M_—  flyF(x)  +  fl$F(  X  ) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (327)[art.358]|, 
multipliant  par  (j''+  ^^y  +  4')*>  réduisant ,  transpo- 
sant tous  les  termes  dans  le  premier  membre  et  or- 
donnant par  rapport  aux  puissances  de  ^  ^  il  yisnt 
l'équation 

aFÔr)  ?  1  y-aF  (x)  X  1  ;y-flF  (x)Xf  =  o  ) 

-r  (X)  /     -3F'(x)  §    l    -  r(x)  4'  [ . .  .(b) , 

+aF  (X)  Ç.   (    +  F  (x)  e:  J 

+aF  (X)  i'  3 

qui  ne  peut  être  généralement  satisfaite  indépendam- 
ment des  valeurs  de  ^ ,  qu*en  faisant  chacun  des  coeffir- 
ciens  de  j^  égal  à  zéro.  Or ,  le  coefficient  de  y*  étant 
rendu  nul^  donne 

^■^  2F(a;) ^""^^ 

donc 

?.=IW!^Ç(f)l-p.,  a-et  x"éq.dugrou.(a)3. 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  coefficient  de  y  égalé 


a  zéro  ^  on  a 


-^ ^["F(^:^ + 1  •  • .  •  w . 

donc  la  troisième  colonne  de  l'équation  (&)  étant  éga- 
lée à  zéro  ,  on  a 


.1 
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Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ^^  =-p 

[dernière  équat.  du  groupe  (a)3  r 'Multipliant  par  dx  , 
et  faisant  attention  que  F'(x)  dar=  dF(x)  []  première 
équat.  du  groupe  (a)3 ,  on  a  l'équation  différentielle 

F(x)  d-:  -  a|'dF(x) 
_F(x)r(x)-.[r(a:)J^  

qui  est  de  la  même  forme  que  celle  (29G)  [|art.  340 > 
et  dont  coDséquemment  l'intégrale  donnée  par  l'éqna* 
tion  (397)  est 

Snbstitnant  cette  valeur  de  ^'  dans  celle  de  X  [| équat. 
(<j)]]  ;  ensuite  la  valeur  résultante  de  X  dans  l'équation 
(365)  ;  enfin  substituant  les  valeurs  d«  ^  et  de  4^ 
Qéquat.  (c)  et  (e)|]  dans  l'équation  (366) ,  on  aura  celle 
diiTérentielle  inexacte 

Sy^^dx  +  aCF(x)3'  '^  + 

{KF(xi].[.c+/n^!:^CFMr^C.)]}dx...(367). 

qu*on  rendra  exacte  en  la  multipliant  par 

fW^ -'  ■  •  (^««^• 
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Soit 

d'oà 

F'(x)=nu*-',    F''(x)=iii(m—  i)a:"^ 

J  lF{xjy  "**  ^^^ 

Snbstituaïit  ces  valeurs  dans  les  formules  (367)  et  (368), 
on  a  réqaation  différentielle  inexate 

4 


qui  àe-vient  exacte  en  la  multipliant  par 

X* 


^70), 


Pour  intégrer  Féquation  (36g)  multipliée  p^  le  fac- 
teur (370)  y  nous  nous  y  prendrons  de  la  manière 
suivante 

/  C  équat.  (369)  X  ^7o)3= 

Z J-  A  f  x) 

y -^  Tnyx-'  +  ex""»  -+.  i  m'x^^^  *^  ' 

1  r*  2xy+wi  T 

+  ^  (  x)  [  équat.  (180) ,  art.  ^\  ] (/) , 

Différentiant  cette  dernière  équation ,  il  vient 

[équat.  (369)  X  (370)]  = 
^jnys-^^dx^jf^dy^\mim^x)r:^--dx 
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Mais 

[  équat.  (369)  X  (37o)]  = 

donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  {g)  ; 
ensuite  prenant  dans  la  résultante  la  valeur  de  cZf  (x), 
on  aura  ^  toutes  réductions  faites  , 


jpin-t-i 


d$ix)=xrdx,    d'où    »  (x)  =  ; 

m  -f*  1 

substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (/)  ^  il  vien- 
dra complètement 

/Céquat.  (369)]=[.ji^  «c  (tang  =  ^^  +  ^J 

H : —  =  con8t.    (37i). 

Remarque,  Faisant  successivement  m  =  o  et  in=i'^2 , 
l'équation  (SG^)  se  réduit  respectivement  à  ces  deux 
valeurs  de  m  aux  deux  équations 

dy  +  y^dx  +  cctr  =  o (A) 

et  ^  +  J'*^  +  cx"*^dac  =  o (i  )  , 

qui  sont  de  la  forme  de  celle  du  comte  Riccatt 
[  équat.  (3 12)]]  y  dans  les  premier  et  troisième  cas  do 
séparation  (^ série  (3iS) ,  art.  35i  ]. 

On  trouve  tout  de  suite  par  le  moyen  de  la  formula 
(37O  que 

/(A)=r|^-i--^arc  ^tang  =r  ~2L J  +  x  =  const.  J  , 
^^^'^^Cf^^'"  (tang=^i^^-.i=:const.](*). 

{*)  Comparant  rcc[uatioD  (  t)  avec  celJe  (3i4)  [art.  35i  ]  ;  on  % 
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373.  De  même ,  si  l'on  veut  connaître  la  relatioa 
qui  doit  exister  entre  certaines  fonctions  indétermi- 
nées des  variables  qui  se  tirouvent  dans  une  équation 
dilTérentielle  inexacte  à  trois  variables  de  forme  dé- 
signée ,  et  dans  le  facteur  aussi  de  forme  désignée ,  qui 
doit  rendre  exacte  Féquation  différentielle  ;  on  cher- 
chera par  le  moyen  des  trois  équations  du  groupe  (B) 
|[  art.  35g  ] ,  à  déterminer  les  valeurs  des  fonctions  in- 
déterminées par  un  procédé  semblable  à  celui  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment  pour  les  équiH 
tions  à  deux  variables.  Mais  afin  que  cette  méthofle 
réussisse  ,  il  faut  que  le  nombre  d'équations  essentielle- 
ment différentes ,  ne  surpasse  pas  celui  des  variables, 
et  que  dans  ce  nombre  aucune  ne  se  contredise. 

c=:  —  c,    h=s — 1    et  ^-t-4=^4'    ^^  é^=o» 
Sabsiitoant  ces  Talenrs  dans  Téquatioii  (3ia)  [art.  35i] ,  U  vieacoelfe 

dz=:  —  cdu  —  z*du    on    du=z  . , 

dont  rint^nle  est 

const.r=-u i- arc  ^tang  = -^^  j 

mais 

11=-     et    a= il.  =  — (yx«— ar), 

donc 

const.  =  —7-  axe  1  uns  =     ^   , 1  —  -  , 

ce  qnî  est  la  même  intégrale  ^e  celle  c[ue  noas  a  donné  directement 
h  fonnule  (371). 
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CHAPITRE  VI 

Des  intégrales  et  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  ; 
propriété  des  facteurs  ou  diviseurs  qui  ren^ 
dent  exactes    les   équations    différentielles 

inexactes,  et  qui  sert  y  dans  un  grand  nombre 

de  cas ,  à  découvrir  ces  facteurs 9 

^574.  OuELLE  QUE  soit  la  valcuf  que  l'on  donne  â  la 
constante  qui  complète  une  intégrale  ,  la  différentielle 
de  cette  intégrale  étant  toujours  la  même,  il  s'ensuit 
qu*une  seule  équation  différentielle  a  un  nombre  inSni 
d'intégrales  différentes,  que  nous  appellerons  intégrales 

particulières. 

Zjb.  Outre  ce  nombre  infini  d'intégrales  qui  satisfont 
l'équation  différentielle  proposée  par  voie  de  différen- 
tiation,  il  y  a  encore  quelquefois  des  équations  primi- 
tives variables  absolument  indépendantes  de  l'intégrale 
de  la  proposée  y  qui  satisfont  à  cette  dernière  équation , 
soit  par  voie  de  simple  substitution  ,  soit  par  voie  de 
substitution  et  de  différentiation.  Nous  appellerons  ces 
équations  primitives ,  solutions  particulières  (*). 

{*)  Les  dénominations  d'intégrales  particulières  et  solutions 
particulières  que  beaucoup  de  Géomètres  n'ont  pas  données  aux 
mêmes  choses  que  nous  leur  faisons  exprimer ,  ont  cependant  été 
adoptées  par  Lapince,  et  nous  n'avons  pas  hésité ,  d'après  cet 
illustre  Géomètre,  de  nous  en  servir  ;  d'ailleurs  les  dénominations  en 
question  nous  paraissent  mieux  exprimer  que  toute  autre,  le  vrai 
caractère  des  choses  qu'elles  indiquent. 

376. 
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S/ff .  Toute  éqiialion  diffiérentieUe 

^dx+  Qdy  +  R^a  +  etc.r=  o, 

dans  laquelle  les  coelEdens  varioles  P,Q,  R.... 
auront  des  diviseurs  vaiidbles  communs ,  sera  éyidem-* 
ment  aatlsfaite  en  faisant  chactfn  de  ces  diviseurs  égal 
à  zéro  ;  donc  alors  l'équation  proposée  aura  autant  da 
solutions  particulières  de  première  espèce ,  c'est-  à-'dire , 
qui  satisfont  à  la  proposée  par  simple  voie  de  substitu- 
tion, qu'il  y  a  de  diviseurs  variables  communs  à  tous 

les  coefEciens  P  /Q  ,  R Ainsi  la  recherche  de 

ces  solutions  particulières  n^exige  que  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  polynômes. 

377.  Mais  il  arrive  aussi  quelquefois  que  les  coelE- 

ciens variables P,  Q>  R n'ayant  pas  de  communs 

diviseurs ,  on. trouve  cependant  des  équations  variablea 
indépendantes  de  l'intégrale  de  la  proposée  »  qui  satis-* 
font  à  cette  dernière  équation.  Par  exemple ,  Féquatioa 
difTérentielIa 

+y  \/ xy*— axy}  dy 

qui,  divisée  par  {^scy  (xy — a)(a:*— ;y*)  ,  a  pour  inté- 
grale complète 

y  ==:  Vlx»y»— ôJty]+  i/o;»— y»-|-c (i) , 

en  représentant  par  c  la  constante  arbitraire ,  a  pour 
solutioDS  particulières  de  seconde  espèce  ,  c'est-à-dire 
pour  solutions  particulières  qui  satisfont  à  la  proposée 
par  voie  de  substitution  et  de  différentiation  ^  les  deux 
équations 

(c) ayriza      et      a;*=^*- ..>..  .(rf)» 

a.  .    8        ' 
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En  effet ,  la  première  de  ces  équations  réduit  celle 
(a)  i  réquation 

X  ^x^-^dy  -\'y  V^jc*— y*4^=:  o  , 

ou  xdy+J'^  =  o» 

ce  qui  est  précisément  la  différentielle  de  Féquation 

(c).  De  même  Téquation  (c{)  réduit  la  proposée  (a) 

à  celle 

yây  —  xàx  =  o , 

qui  est  précisément  la  différentielle  de  l'équation  (d); 
Nous  allons  nous  occuper  dans  les  articles  suiyans  ^  de 
la  recherche  de  ces  solutions  particulières  ,  qui  sont 
presque  toujours  aussi  utiles  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes» que  Tintégration  complète  des  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  ont  donné  lieu  ces  problèmes. 

378.  Si  l'équation  différentielle 
a  pour  intégrale  immédiate  l'équation  rationnelle 

il  est  clair  que  la  différentiation  de  cette  intégrale  ne 
peut  que  produire  la  proposée 

mais  si  l'intégrale  immédiate  de  cette  dernière  équa- 
tion étant  affectée  de  quantités  radicales  telle  que 
l'équation 

/(Jf,  J')  +  Vf  i?^,y)  +  l/y  (X,  j.  )  +  etc.  =c . . .  («) . 

on  la  rend  rationnelle  ,  alors  cette  intégrale  se  pré- 
sentera sous  la  forme  de  l'équation 
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% 

dont  il  est  évident  que  la  différentielle  ne  reproduira 
plus  l'équation 

dont  elle  est  l'intégrale^  mais  sera  une  équation  difFé^ 
rentielle  affectée  de  e  et  du  degré  g  —  i  par  rapport 
à  cette  constante.  Cependant  de  la  différentielle  de 
rintégrale  (6)  ,  on  déduira  la  proposée 

dF{x,y)  =  Oi 

en  résolvant  l'équation  c/(A)  =  o  par  rapport  à  c  ,  et 
mtiroduisaiit  cette  valeur  de  c  dans  l'intégrale  immé- 
diate (a). 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible  ^  prenons  pour  exeiiiplo 
lequatioa 

(a  v^+*)  ^y  +yàx  =  o (0> 

qui  y  divisée  par  2  ^xy ,  a  pour  intégi'ale  complète 

y+|/^=<^ (^)- 

Eliniinant  de  cette  dernière  éi^ùalion  le  radical /îl 
vient  l'équation  rationnelle 

j'*—  iy— 2cy  +  c*=  o  , 

dont  la  différentielle 

diffère  de  celle  proposée  (c)  ^  mai»  on  tire  de  l'équa- 
tion (e)  celle 

X       yax 

-^       a        2£(y  ' 

et  introduisant  cette  valeur  de  c  dans  Téquation  (d) , 
on  reproduit  la  proposée  (c). 
379.  Cela  posé  ,  soit  l'équation  différentielle 

^F(x,y)  =  o (a), 

8.. 
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dont  nous  repréacnterons  Imtégrale  complète  et  immé- 
diate par 

Eliminant  les  radicaux  dans  cette  dernière  éqnation , 
il  viendra  pour  intégrale  rationnelle  de  la  proposés 
(a) ,  une  équation  que  nous  représenterons  par 

♦  (a:,^,c)  =  o (c). 

Ainsi  différentiant  cette  dernière  équation  par  report 
à  x  et  ^,  tirant  de  la  différentielle 

d'y^(x,y,c)=o (d) 

la  valeur  de  c  que  nous  supposons  être  donnée  par 
r  équation 

c^</ix,y)  +  *'(x,y.^ (c), 

et  substituant  cette  valeur  de  c  ,  ou  toute  autre  prove- 
nant de  la  résolution  de  Téquation  (d) ,  qui  peut  être 
d'un  degré  supérieur  au  premier  par  rapport  à  c ,  oa 
reproduira  la  proposée  (art.  378  )  5  et  il  n'y  a  que  ces 
Valeurs  de  c  qui  peuvent  produire  un  tel  effet.  Mab 
toute  autre  valeur  de  c  que  je  représenterai  par  c\  qui^ 
bien  loin  d'altérer  celle  donnée  par  l'équation  (e)  []*] , 
rendra  impossible  qu'elle  n'existe  pas  ,  devra  évidem- 
ment changer  l'équation  {b)  en  une  autre  qui  satisfera 
à  la  proposée  ;  car  si  cela  n'avait  pas  lieu ,  il  s'ensuivrait 
que  ce  que  deviendrait  l'équation  (b)  par  la  substitu- 
tion de  la  valeur  en  question  de  c\  ne  réduisant  pas 
celle  (a)  à  l'identique  0=0,  on  aurait  une  autre  équa- 


l*"]  Je  ne  considérerai ,  ponr  abréger ,  qu'une  seule  des  Yaleurt 
do  c  donnée  par  Tëquatton  (</). 
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tion  différentielle 

dont  conséquemmentrinté^ale  serait dîiFérente  de  celle 
{b)  y  ce  qqi  changerait  l'équation  (c)  et  par  conséquent 
celle  (d)  ;  donc  la^Talenr  de  c  serait  différente  de  celle 
donnée  par  Véquation  (e)  ;  d'o.ù  il  s'ensuivrait  qne  la 
valeur  en  question  de  c\  substituée  dans  Téquation  (b) , 
ne  nécessiterait  plus  celle  c  donnée  par  l'équation  (e)  , 
ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  supposons  devoir  exis- 
ter ,  et  que  nous  allons  démontrer  pouvoir  toujours 
avoir  lieu.  En  effet,  différentiant  l'équation  (c)  par 
rapport  kx ,y  etc  ,en  effectuant  seulement  la  diffé- 
rentiation  par  rapport  à  c,on  a 

Or ,  il  est  évident  que  cette  équation  se  réduira  à  cellt^ 
(d) ,  et  par  conséquent  donnera  nécessairement  i  c  la 
valeur  exprimée  par  l'équation  (e)  ,  si  l'on  fait 

équation  à  laquelle  on  peut  satisfaire  de  deux 
manières,  i®.  en  faisant  ^ct=o^  ce  qui  donne 
c  =  const.  ;  et  comme  on  peut  faire  cette  constante 

égale  à  une  quantité  quelconque  a,  b  ^ ,  il  en 

résulte  pour  l'équation  (b)  une  simple  intégrale  parti- 
culière de  la  proposée  (a) ,  que  nous  savons  devoir  tou- 
jours satisfaire  à  cette  cternière  équation  (art.  374)  ; 
a*»,  en  faisant^  {.x ,y ,  c)  -z^o  \  d'où  résulte 

c'  =  ç\x,y) (g), 

qui  substituée  dans  l'équation  (6) ,  donne  lieu ,  comme 
nous  Tavons  vu  précédemment ,  à  une  solution  parti- 
culière de  la  proposée:  et  généralement  on  aura  autant 
de  solutions  particulières  de  l'équation  (  a  )  que  l'oa 
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pourra  déduire  de  valeurs  de  c'  de  Téquation 

3i  la  valeur  de  c'  donnée  par  Téquation  (^)  ëtait  cons^ 
tante ,  alors  on  aurait  encore  par  la  substitution  de  cette 
valeur  de  c  dans  Téquation  (6)  ^  une  simple  intégrale 
particulière  de  la  proposée. 

i 

58o.  De  la  théorie  précédente,  il  suit  évidem* 
ment  qu'une  équation  différentielle  rationnelle  algé- 
brique ne  peut  avoir  de  solutions  particulières ,  puisque 
l'intégrale  d'une  telle  équation  se  présentant  toujours 
sous  la  seule  forme  algébrique  rationnelle ,  on  ne  pourra 
pas  obtenir  pour  c  une  valeur  telle  que  celle  donnée 
par  l'équation  (e)  de  l'article  précédent ,  et  par  consé- 
quent à  des  valeurs  de  c'  qui  conduisent  aux  solutions 
particulières  de  la  proposée. 

38 1.  D'après  toute?  ces  considérations,  nous  con- 
clurons la  règle  générale  suivante ,  pour  trouver  les 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  qui  ne  sont  pas  rationnelles  algébriques^ 
et  qui  sont  susceptibles  d'en  avoir. 

V intégrale  immédiate  se  présentant  sous  une  forme 
irrationnelle^  on  la  complétera  d* abord  avec  une  cons- 
tante c  ,  ensuite  on  la  rendra  rationnelle  (  opération 
qui  est  absolument  du  ressort  de  la  simple  algèbre  )  ; 
on  dijférentiera  cette  équation  par  rapport  à  c  seule- 
ment,  sans  écrire  de  ;  on  fera  le  résultat  égal  à  zéro , 
et  tirant  de  cette  équation  toutes  les  valeurs  de  c ,  on 
les  substituera  dans  l'intégrale  immédiate  et  rendue 
complète  y  ce  qui  donnera  toutes  les  solutions  particu^- 
Itères  de  la  proposée. 

APPLICATION.  Trouver  les  solutions   partiadières 
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des  équations  de  la  forme 

df(x,y) ËLOL^^^o (a). 

.  Il  est  aisé  de  voir  qae  rintégrale  immédiate  et  com- 
plète de  cette  équation  est 

/■(*,J')-V//' (*,>')  =  c.... (A), 

et  différentiant  cette  dernière  équation  par  rapport  i 
c  seulement^  sans  écrire  dc^  il  yient 

d'où  Von  tire 

et  substituant  cette  valeur  de  c  dans  Téquation  (ft)  ^ 
on  a 

qui  est  la  seule  solution  particulière  de  la  proposée. 

Généralement  ^  il  est  aisé  de  voir ,  sans  calcul ,  que 
toute  équation  de  la  forme 

■'.  "^  ^,  +  etc.  î=  o (37»)^ 

nir^x.y.z )]~ 

a  pour  solutions  particulières  les  équations 

{/'(^>J'>2i..0=o,    /"  (x,;r,z...)  =  o,etc.}...(373). 
38a.  Nous  observerons  que  c*est  à  tort  que  quelque 
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Géomètres  ont  dit  qu*i1  fallait  diiférejiti^r  Tintégrale 
rationnelle  (c)  [art.  379]  par  rapporta^  et  c,  ensuite 

par  rapport  à  a:  et  c,  faire  ;r-=o  >  après  cela  -r-=o; 

enfin  prendre  dans  chacune  de  ces  équations  les  valeurs 

de  c ,  et  les  substituer  successivement  dans  Tintégrale 

complète  pour  avoir  les  solutions  particulières  de  la 

proposée.   Voici  entre   autresi,  comment  s'exprime 

M,  Bossnt  dans  ses  Traités  de  Calculs  différentiel  et 

intégral ,  tome  II ,  pag.  3a3 ,  art.  963. 

a  Tout  ce  qui  a  été  établi  relativement  à  Téquation 

dy 
M  -«^r=o,  doit  s'entendre  également  pour  l'équation 

djc 
m  analogue  ;«-*=  o .  c*est-ft*dire  que  sî  au   L'eu  de 

V  faire  varier  y  et  c  dans  Téquation  V=  o  (c'est  Tin^ 

n  tégrale  complète  et  rationnelle  ) ,  on  fait  varier  x 

djc 
D  et  Cy  et  qu*on  suppose  -7- =0 ,  cette  équation^  traitée 

dy 
TU  comme  l'équation  -^  =  o  ^  servira  aussi  à  détermî- 

D  ner  les  intégrales  particulières  ('*')  de  la  même  équation 


(*)  Ce  Géomètre  nomme  intégrales  particulières  ,  ce  que  moi 

et  beaucoup d'autret  Géomètres  avant  moi,  entr^antrea  Laplace, 

ont  nommé  solutions   particulières  ,  et   il   nomme   intégrales 

incomplètes  y  ce  qne  j'appelle  intégrales    particulières  (voye* 

le  tome II,  pag.  3i3  et  3i4  de  Touvrage  cité}<  Les  de'nominationa 

qu'eraploifr  M.  Bossut ,  ne  me  paraissent  pas  s'adapter  d'une  ma* 

nière  précise  aux  choses  qu'il  nomme  ainsi ,  puisque  ce  qo'il  appelU 

intégrale  particulière ,  n'est  pas  compris  dans  l^intégrale  complète^ 

^t  qu'il  y  a  de  la  différence  entre  ce  qu'il  nomme  intégrales  incom* 

plètes  et  ce  que  je  nomme  intégrales  particulières.  En  effet ,  ponr 

chaque  éqqation  différentielle 

iJ  n'y  a  qu'âne  intc^grale  incoiuplite,  la({uelle  e«t  nn«  intégrale  pv- 
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yy  dififérentielle  Z  =  o  ^c'est  la  proposée  qak  Farticle 

»  Sqj,  nous  avons  représentée  par  réquatÎQn(a)]|.  Ordi* 

dv  doc 

1»  nairement  les  équations  -p  =  o,  —=0,  donnent 

cl  C  o  C 

)9  les  mêmes  résultats  ;  mais  ils  peuvent  être  différens  , 

»  et  on  ne  doit  pas  négliger  d'en  faire  la  recRercfaç  , 

»  afin  d'être  sûr  qu'on  a  trouvé  toutes  les  intégrales 

))  particulières  que  l'équation  Z  =r  o  peut  componer  » . 

Four  démontrer  que  les  résultats  donnés  par   les 

équations  -$^=0  et  -7-=  o  ne  peuvent  être  différens, 
de  de 

il  nous  suffira  d'observer  que  l'équation  *(x,^,  c)  =  o 

étant  d'abord  différentiée  par  rapport  à  ^  et  c  1^  tt 

ensuite  par  rapport  à  o;  et  c ,  donne 

et    d**  (j^>y> c)  +  d'^^  (x,y,c)z=io, 
ou    ç  ^x,y,c)dy  +f{x,y,c)dc  =  o, 

et     (f>'  Cx,y,c)  dx  +f(,x,y,c)  rfc  =0; 

donc 

dy  _  —fCx,y.c)    gj   ^  _  ■-/(^>>^>0 

de  <(>ix,y,c)  de  ç\'X,y,c)   ' 

d'où  faisant 

dy  dx 

-^=0     et     -7-s=:o> 
de  de 

on  tire  toujours  le  même  résultat 


ticnlière  en  faisant  dans  l'inlegralc  compJèle  c  =o;  mais  il  y  a  un 
nombre  infini  d'intégrales  particulières  qui  ne  sont  pas  des  intc'- 
f  raies  incomplètes ,  en  donnant  à  ia  constante  c  un  nombre  infini 
de  valeurs  ,  autres  c^ue  ze'ro; 
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qa'on  obtient  encore  plus  simplement  en  différentiant 
*  (p^>  >'>0  =  o  par  rapport  à  c  seulement^  et  faisant  U 
coefficient  de  dc=:o:  c'est  ce  que  nous  avons  fait  dans 
les  articles  précédens. 

§85.  Nous  ayons  yu  à  l'article  38o  qu'une  équation 
différentielle 

Vdx  +  qdy:=io    ou    £  =  — ^ 

ne  pouvait  avoir  de  solutions  particulières  qu'en  tant 

p 

que  Tv-est  affecté  de  quantités   radicales.   Or^  il  est 

aident  que  les  termes  rationnels  de  Féquation 
proposée  ne  pourront  disparaître  en  même  temps  que 
les  radicaux  par  certaines  équations  primitives  qui  ne 
sont  pas  les  intégrales  ,  qu'en  tant  que  certaines 
quantités  rationnelles  sous  les  signes  radicaux  étant 
égalées  à  zéro ,  la  différentielle  de  ces  quantités  repro- 
duira tous  les  termes  rationnels  de  la  proposée.  Donc 
pour  obtenir  les  solutions  particulières  d*une  équation 
différentielle  sans  en  connaître  l'intégrale ,  il  faudra 
égaler  à  T-éro  chacun  des  polynômes  rationnels  affectés 
d'un  signe  radical ,  et  les  équations  primitives  qu'on 
obtiendra  de  cette  manière,  seront  les  solutions  par- 
ticulières de  la  proposée ,  si  en  les  différentiant  on 
fetrouve  le  polynôme  différentiel  rationnel  de  t équa- 
tion qu'on  traite.  Or 

^(~   l\ 

dx\-      i^J' 
étant  affecté  de  quantités  variables  radicales ^  il  est  clair 

que  la  quantité  — ^ sera    égale    à  une   suite  de 
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termes^  parmi  leaqads  il  y  en  aura  dont  la  nmnérataiir 
rationnel  aura  pour  dénominateur  une  quantité  ▼a-' 
rîable  irrationnelle,  qui  est  précisément  ceUe  qu'il  fiiut 
égaler  à  zéro  pour  avoir  les  solutions  partiçidières  da 
la  proposée  '^  donc 

est  le  jcaractère  des  solutions  particulières  des  équations 
différentielles. 

Exemple.  Tromper  les,  solutions  particuMères  de 

ïéquation  

xix  +  jây  ==  dy  V^x*«+»y*  — *V 

Nous  avons 


=A; yJy^ 


drq=dy 


=» 


d'od 


^'^J'  (y_V/x*+y  — a«)« 

quantité  qui  ne  peut  devenir  =  oo  ,  iDdépendarament 
des  valeurs  de  a:  et  de  y ,  qu  en  faisant  succesaivement 

a:*+y— a*=o,     et    a:*  —  a*  =  o. 

Ces  deux  équations  sont  les  solutions  particulières  de 
la  proposée.  En  elFet  ^  différentiant  la  première  de  ces 
équations  ,  on  a  xdx+ycly  =  o;  ce  qui  réduit  la  pro- 
posée à  l'identité  o=  o.  De  même  différentiant  Téqua- 
tion  a;* — a*,,  on  a  Qxdxz=o,  d'où  dx=o ,  ce  qui 
réduit  la  proposée  à  Téquation  identique  ydy=:zydyM 
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384'  Suivant  la  théorie  développée  dans  le  chapitre 
précédent ,  on  a  presque  toujours  une  extrême  difficulté 
à  trouver  l'un  des  facteurs  d  intégrans  d'une  écpiation 
différentielle  qui  n'est  pas  immédiatement  intégrable. 
Mais  grâce  à  une  découverte  qu'a  faite  Euler ,  et  dont 
nous  allons  nous  occuper  dans  cet  article  ^  on  peut , 
ainsi  que  nous  le  verrons  à  l'article  388 ,  trouver^  dans 
un  très-grand  nombre  de  cas ,  l'un  des  facteurs  ou 
diviseurs  qui  rendent  les  équations  différentielles  pro- 
posées exactes.  Le  célèbre  Géomètre  que  nous  venons 
de  citer,  observa  que  le  facteur  ou  diviseur  propre  à 
rendre  exacte  une  équation  différentielle  ,  étant  égalé 
à  zéro^  satisfait  à  cette  équation  différentielle.  En 
effet  y  soit  toujours  représenté  par 

Tdx  +  Qc(y  =  o (a), 

L'équation  différentielle  qui  ne  peut  s'intégrer  immé- 
diatement, et  par  fl  le  facteur  ou  diviseur  intégrant  cher- 
ché ,  ce  qui  donnera  pour  le  cas  de  d  facteur ,  l'équation 

M?  _  J^flP 
dy    '^    dx  ' 

et  pour  le  cas  de  è  diviseur ,  l'équation 

dy  dx      * 

Développant  ces  deux  équations  ^  on  aura  celle 


[*]  Celte  équation  prise  avec  le  signe  -f- ,  est  celle  (337) [art.  3583 
0)1  nous  ne  considérions  d  que  comme  facteur. 
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le  ôgoa  4-  lorsque  0  est  fiictear ,  le  sîgntf  «^  lorsque 
0  ^t  diviseur.  Or ,  si  Ton  fait  0  =:  o ,  r.éqnadon  (376) 
se  réduira  i  celle 

^^-^^^-^  •••(*)•• 

et  puisqu'en  diiTérentiant  Téquation  t  =s  o ,  on  a  celle 

M  t^  jTù  A^  -     ^^  ^'*  **  ^^ 

*e+rf1=o,      dou      ^  =  -^=-^._; 

on  aura  .^  en   substituant  cette  yalenr  de  -;-  dans 

dy 

ion  {Ji)\  celle 


d*9  Ja?      ^«^^.^ 

et  miltipliant  par  —  ^^— ,  il  viendra  réquation 

Vdx+Qdy=:o (ci) 

qui  est  la  proposée.  Ainsi  Téquation  0  =  o  satisfait  à 
ce])e  (a)  que  le  facteur  ou  diviseur  6  rend  intégrable  ; 
donc  6  =  0  est  une  solution  ou  intégrale  particulièie 
de  réquation  (a).  Par  exemple^  nous  avons  vu  à 
l'article  (371)  ,  qu'on  rendait  intégrable  Téquation 

^ — ^  dx  +ydy  =  o .....  (c)  [équat.  (o5i)]  , 

en  la  divisant  par  (x+j^)*;  or,  si  l'on  fait  ce  divi- 
seur =  o,  d'où  l'on  tire  j^  ==  —  x ,  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  dernière  équation  satisfera  à  la  proposée  (c)  , 
puisqu'elle  réduira  celle-ci  à  l'identique  xdr  =  xdx» 
L'équation  j' r= — x  ne  peut  être  une  solution  par- 
ticulière de  la  propesée  (c),  puisque  cette  dernière 
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équatioii  est  rationnelle  (art.  38o);  elle  en  est  donc 
tihe  intégrale  particulière.  En  effet  ^  l'intégrale  com- 
plète de  la  proposée  (c)  est 

(n— i)(7i  — ii)(y  +  a;)»-»— ^°°**-* 
et  si  Ton  fait  eonst.  :r^i,  on  sl 

y  +  07  3=0. 

Prenons  encore  pour,  exemple  Téquation 

qui  devient  intégrable  en  la  divisant  par  {/y}  or 
^y  =zo  ou  y='0  satisfait  à  la  proposée  et  en  est 
une  solution  particulière  ^  et  non  une  intégrale  parti- 
culière (*)  ,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier  (art.  383). 

385.  Remarque  I.  J  ai  dit  queTéquation  6  =  o  fait 
évanouir  le  second  membre  de  celle  (SyS)  ;  mais  si  P 
et  Q  renferment  un  facteur  radical  fonction  de  a:  et  de 
y  ,  tel  que  Téquation  6  =  o  le  fasse  évanouir,  il  est 
clair  que  le  second  membre  de  l'équation  {5yS)  se 
réduira  à  la  fraction  équivoque  ~  que  je  présume  de- 
voir toujours  se  réduire  à  2éro  ou  à  l'infini  dans  la 
circonstance  actuelle;  du  moins  cela  a-t-il  toujours 
lieu  dans  l'exemple  suivant ,  qUi  est  le  plus  générai 
possible  de  son  espèce  (**). 


(*)  Je  n'ai  donne  cet  exemple  que  ponr  prouver  qne  Tëqua^ 
tion  d  =  o  pouvait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée, 
ce  qui  a  échappé  à  certains  Géomètres  qui  ont  avancé  que  celte 
équation  était  généralement  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée. 

(**)  Cet  exemple  prouvera ,  ce  me  semble ,  que  M.  Lacroix  n'au- 
rait pas  dû  assurer  daùs  son  excellent  Traité  de  Calcul  différent 


Soit  supposé  que  pour  rendre  evicte  relation    ^ 

+ (y— «*)»3  4y===  o. . .  .(o) , 

il.fant  là  multiplier  piar  le  facteur 

Comparant  l'équation  (a)  ayec  édlû 

substituant  les  valeurs  de  P^  Q  et  8  dans  Téquatiop  075)$ 
mettant  daoïi  celle  qui  en  pro^mdra  la  Vàleèl'  dé 

^0^^  ""y = ^^  y  r^>'  g  gui  jmh»  d. 

l'équatidn  6  =à  o  ;  multipliant  par     i^^^^^   .     ,  ou 
>  1^  faisant  attention  nue    (  ssrof 

,^  (j,«  ^aj-y-i^-»  >  "^"i'  *"«  "^  v»'^  ^,  =r"  « 

multipliant  les  termes  rationnels     -^ ^  'f'  et  ..Jj^JlJ  ^ 
les  fait  évanouir^  enfin  eQTectuant  les  diiFérentiatlons 

particulières   rf*(jr*— xO^  «*^(j^-*'^)'*  >  on  aura 


Im/  et  intégral  (tome  II ,  pag.  aSo  et  a8i  ) ,  «  qae  1«  inction  - 

o 

»  n'a  pas  liea ,  si  la  propom^e  est  cUgagëe  cU  tout  d^fnominateur.  n 

Il  est  bien  vrai  que  dans  l'exemple  suivant ,  le  ealcnl  nom  apprendra 

que  cette  fraction  -  est  =  o  j  mais  elle  ne  s'en  sera  pas  moins  pr^- 

sent^,  et  nos  recherches  sur  cet  objet  ne  se  sont  pas  assez  étendues 

pour  que  nous  osions  assurer  que  dans  tons  les  cas  semblables,  on  a 

o 

-  =3  o. 

0 
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l'équation 


Or,  il  est  clair  que 

donc  en  supposant  6  =z  o  ,  ce  qui  donne  j^=  Xj  on 

aura 

y»_x»     _o_    ny»-'      ^     J^—y 

(y'— xO  '  (çT"')  ♦       (y— y)  ♦ 

quantité  qui  est<=  o  lorsque  q  est  positif ,  et  est 
=  00  lorsque  q  est  négatif.  De  même  on  aura  dans 
l^hjpothèse  de  ^  r=  x,  le  dernier  terme  de  l'équatioa 
(c)  qui  sera  =  o  ou  =  oo  ,  suivant  que  m  sera  positif 
ou  qu'il  sera  négatif.  Ainsi ,  de  même  que  pour  les 
équations  différentielles  rationnelles,  celle  6  =0  de  la 
forme  (b)  satisfera  à  Téquation  de  la  forme  (a) ,  lors- 
que les  quantités  radicales  seront  facteurs  ;  mais  s'il  y  a 
un  simple  diviseur  radical,  Téquation  9  :=  0  ne  satis- 
fera plus  à  la  proposée. 

386.  Remarque.  II.  Si  l'équation  6=0  fait  évanouir 
l'un  des  deux  coeiliciens  variables  P  et  Q  de  la  pro- 
posée ,  il  est  clair  que  le  facteur  ou  diviseur  inté- 
grant 8,  ne  sera  fonction  que  de  la  seule  variable  dont 
la  différentielle  est  multipliée  dans  la  proposée  par  le 
coefficient  qui  ne  s'est  pas  évanoui.  Par  exemple ,  soit 
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P  1«  coefficient  que  Téqnation  ô  =  o  fait  évanouir  , 
il  est  clair  qu'alors  Téquation  (SyS)  se  réduira  à  celle 

Q  -7—=  o  >    donc     £i*fl  =  o , 
ce  qui  donne 

Dans  ce  dernier  cas ,  l'équation  S  =  o  est  encore  une 
intégrale  ou  solution  particulière  de  la  proposée ,  puis^ 
qu'on  aura  alors 

dfytno,    d'où    dyt=o. 
387.  Remarque.  Si  l'on  a  fl  =  a/C*»y),  a  repré- 
sentant une  fonction  constante  finie  et  donnée ,  l'on 
ne  pourra  supposer  ce  facteur  ou  diviseur  =  o  ^  car 
de  r équation  i/C*»r)=:  o,  on  tire 

388^  Cest^d'après  la  belle  propriété  énoncée  et  dé« 
-montrée  â  l'article  384  du  facteur  susceptible  de  rendro 
intégrable  uqe  équation  différentielle  inexacte  ^  que 
bien  souvent  on  parvient  à  trouver  ce  facteur.  Voici 
comment  on  procède  dans  ce  calcul  qui  ^  nécessaire- 
ment^ tient  un  peu  au  tâtonnement,  mais  peut  être 
souvent  fort  utile. 

1**.  On  cherche  des  fonctions  de  ^  et  de  x  qui 
puissent  satisfaire  à  la  proposée ,  et  ces  fonctions  se 
trouvent  quelquefois  à  la  simple  inspection  de  l'équa- 
tion donnée  ;  ou  autrement  on  suppose  l'une  des  va^ 
riables  égale  à  une  suite  convenable  de  termes  ou  se 
trouve  l'autre  variable  élevée  aux  puissances  1 ,  a  , 
3 avec  des  coef&ciens  indéterminés  ,  et  substi- 
tuant dans  la  proposée  la  valeur  de  la  variable  qu'on 
vent  éliminer ,  on  égale  les  coefficiens  de  l'autre  va- 
ri^^le  a  zéro  ^  et  s'il  résulte  de  ces  différens  calculs  des 
a.  fi 
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valeurs  qui  ne  se  contredisent  pas  entre  elles  »  on  snbs^ 
titne  les  valeurs  trouvées  aux  coefficiéna  indéterminéi 
dans  réquation  hypothétique ,  laquelle  ^  conséquem- 
ment ,  satisfera  à  la  proposée. 

s,**.  On  fait  6  =  à  la  quantité  précédèfite  élevée  i 
une  puissance  indéterminée  p  ,  et  substituant  cette 
valeur  de  d ,  ainsi  que  celles  de  P  et  de  Q  dané  l'équation 
(375)  9  on  cherche  à  déterminer  la  valeur  de  p.  Si 
l'on  ne  peut  réussir  dans  cette  dernière  tentative ,  l'on 
cherche ,  comme  précédemment ,  une  nouvelle  fonc- 
tion de  X  et  de  y  qui  satisfasse  à  la  proposée  ,  en  pre- 
nant l'équation  hypothétique  différente  de  lâ  première  ; 
apréé  cela  y  faisant  6  successivement  égal  aux  deux 
quantités  trouvées  /  l'une  élevée  à  la  puissance  indé-. 
terminée  p ,  l'autre  à  la  puissance  indéterminée  q  ,  on 
cherche  ,  comme  noiis  TaVons  dit  ci-dessus  ,  à  détermi- 
ner les  valeurs  de  p  et  de  q.  Quelques  exemples  ren- 
dront j^lus  sensibles  les  procédés  dont  on  doit  se  servir 
eh  pareil  cas. 

1°.  Trouver  le  facteur  qui  doit  rendre  intégrabU 
l'équation 

ydx        aydx       n+i     ,     ,    ady    ^      , 

-=h ^  H p-  xdy-(-  ~-f--f  xdx=o (a). 

Essayons  de  faire  y  =  mx ,  m  étant  une  quantité 
indéterminée.  Substituant  cette  valeur  dé  y  dans  la 
proposée  ,  n'écrivant  pas  dx  ,  faisant  toutes  lés  réduc- 
tions nécessaires  et  divisant  par  x ,  nous  avons  l'équa- 
tion 

a/ii-f-  mi/i 

+  a  +  i/    —"^^ 


s 


qui  devait  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  dt 
n^  donne  m=B  —  1  ;  donc  tuettdnt  cette  valtur  dani   f 


tiépaiàcm  hffi^^ 

ïaisoBB  maintanaiit 

fedaant  dans  cette  équation  kt  ittbilîtDtiôâB  deé  yar 
leur»  de 


V 


i 
ji  +  îi 


—  darC»+*^ 


et 


...^  =  J+i-a(»  +  0-rC-^; 


ilyient^  tontes  réductions  faites , 

ji  +  a         '^  ji  +  a  ' 

égalant  les  termes  bomolognes  de  dette  équation ,  on 
a  denx  éqita^èM  qui  donnent  simultanéndent  ji)=»  ; 
Amo  (jy  -f:  a;)*  est  le  facteur  qui  rend  intégràble 
fiqnalion  (a). 

IP.  Proposons^nous  encore  de  trouver  le  facteur  in«. 
tigradt  de  rSqùatioù 

â  (a*— a:)^dy — aydlr— xdx=o.. .  .(i). 

Il  est  évident  à  la  simple  inspection  de  cette  proposée  ; 
que  Véqnation  a* —  x  =o ,  d*où  a:=a*  et  cir  ===  o  , 
y  MOisfait.  %J&k  si  Von  pote  ô±=  (  a'— a?)'*,  et  qu'on 

9-. 
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fasse  les  substitutions  convenables  dans  l'équation  (375)j; 

on  a 

ûp  =  sy  — a, 

d*où  Ton  ne  peut  tirer  la  valeur  cherchée  de  p.  Tâchons 
donc  de  trouver  une  autre  fonction  variable  qui  satis- 
fasse à  la  proposée ,  et  pour  cela  faisons  x=m)^  -f~  ^Jt 
m  et  n  étant  des  çoefEciens  indéterminés.  Substituant 
cette  valeur  de  x  et  celle  de  <£r  =:  ( amy  -^n^dy  dans 
la  proposée  (b)  ,  on  aura  Téquation 

am  }  j^  +  a/i    ")  J'*  +    n*  ^  ^  =  o 
+  a/n*/      +  aam  > 
+  3/1111 J 

qui 'devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y',  donne 

m  =  o    ou    m=— 1,    n=:o    ou    »=:— -na, 

enfin  n  =  a    ou    n  =  — -  aa  ; 

or ,  il  n*y  a  que  la  seconde  valeur  — •  i  de  m  qui  donne 
à  n  les  deux  valeurs  identiques  — >  aa  ;  donc  réquatioa 
hypothétique 

x=zmy^+ny 

se  réduit  à  celle 

y  +  aay+a?=o, 

qui  satbfait  à  la  proposée.  Gela  posé  faisant 

fl  =  (a»  — xycy+aoy  +  x)^ (c); 

d'où 

^  ^  aç(û*— xy  (y+ aoy +a;)*-»(j^  + a  ) 
^t 

.      ^==— p(a*— x)^>(y  +  aay+x)f 
+  7(a»— ar)/»  (y+acy+af)f-\ 
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Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

P  =  — (cy  +  a:)     et    Q^^oyÇ^a^-^^x^ 

dans  l'équation  (576). ,  on  a  celle 

4-a  r  +4ûPf    —M*  J    +a  X     —  a  y 

qui  derant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
y  et  de  X ,  ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'en 
faisant  chaque  coei&cient  égal  à  zéro  ;  or ,  les  coefli- 
ciens  du  premier  et  du  quatrième  terme  étant  chacun 
égalé  à  zéro ,  donnent  simultanément  p  =  — -  1 ,  et 
d'après  cette  valeur  de  p  »  les  second  ^  troisième  et 
cinquième  coeificiens  de  l'équation  précédente  étant 
égalés  à  zéro  y  donnent  aussi  simultanément  g —  j; 
ainsi ,  d'après  ces  valeurs  de  p  et  de  f  >  la  formule  (c) 
se  réduit  à  celle 

6=  ^ 


(  a* — x)  Yy*+  ^ay  +  x 
ce  qui  est  le  facteur  demandé. 

Ceux  qui  seront  curieux  de  voir  plusieurs  antres 
exemples  où  les  procédés  enseignés  précédemment  sont 
appliqués  d'une  manière  fort  ingénieuse  ^  n'auront 
qu'à  lire  un  très-beau  Mémoire  ,  sur  cet  objet ,  par 
M.  Trembley ,  et  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académia. 
de9  Sciences  de  Turin  ^  années  1790  et  1791. 


\i 
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CHAPITRE  VII. 

Méthode  pour  résoudre^  par  approximation^ 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre 
à  deux  variables  j  lorsqiion  a  trop  de  peine  à 
les  intégrer  exactement. 

889.  J-Jeduire  d*uné  équation  ^différentielle  entre 
plusieurs  variables ,  la  vale^r  primitive  et  Tune  de  ces 
-  variables  en  fonctions  primitives  des  autres  variables  ^ 
•  est  ce  qu*6n  appelle  résoudre  cette  équation  différent 
Heîle.  Par  exemple,  la  splution  complète  et  exacte  de 
réquation  différentielle 

est 

y  =—  i  [x^dz  V/a;6^4a;*+const.] (*)  ; 

car  Tintégrale  complète  et  exacte  de  Téquation  (a)  ^st 
J'*+  x^y-^'X'^zzrz  const (c), 

qui,  résolpe  par  rapport  à  la  variable  y ,  donne  Téqua- 
tion  (&),  dans  laquelle  const  représente  la  constante 
arbitraire  ,  laquelle  est  égale  à  celle  quadrupléé  de 
réquation  (c).  Ainsi  une  équation  différentielle  exacte 
entre  deux  variables  dont  l'intégrale  est  algébrique  » 
peut  toujours  être  résolue  exactement. 

Mais  il  peut  arriver  que  Téquation  différentielle  pro-r 
posée  soit  exacte ,  et  que  son  intégrale  ayant  des  termes 
affectés  de  fonctions  transcendantes  de  variables  ,  ne^ 


puisse  être  résolue  par  rapport  à  Tune  de  ces  variablea 
que  par  une  suite  indéfinie  de  ternies ,  fonctions  de 
l'antre  variable  ;  et  dans  ce  cas^  la  proposée  a  été 
intégrée  exactement  y  mais  n'a  été  résolue  que  par  ap- 
proximation. Par  exemple ,  1*  équation 

a  pour  intégrale  cojpplète  et  exacte  celle 

î  (xy) ^  =  const.  [éq.  (3o5)  et  (3oG) ,  art.  346); 

Or ,  si  l'on  vaut  tirer  de  cette  dernière  équation  la  valeur 
de^  ea  fonctioas  de  a?  «  ou  réciproquement ,  il  oie  pa- 
rait imposable  de  Tavoir  autrement  que  par  une  fujfie 
indéfinie  de  tehnea  »  c*t8tHÎrrdire  par  approximatiqu. . 

H  peut  eçcore  arriver  que  l'écjuation  différentielle 
proposée  étant  exacte^  ne  puisse  cependant  s'intégrer 
que  par  approximation  par  rapport  à  Tune  ou  'au|l 
deux  variabte5^  é'oà  il  s'ensuit  une  solution  delà  pto-^ 
posée  qui  n'est  que  par  approximation  ;  telles  sont  » 
par  exemple  ^  i^.  l'équation  séparée 

dy        dxlx 

dont  on  ne  peut  avoir  que  l'intégrale  par  approximation 

arcTsin  ='5- j-f-  Ixl  (i — x)+^  +  -7-  H f-  -r + etc.' 

=  const.  \^voy.  Téqnat.  .(i34) ,  art.  20G  et  l'art.  fl6i)  ; 
a*,  réauatioxi 

y^dx  -^yxdy^  à^dy  =  o , 
qui,  divisée  par  y^ ^  donne  réquation    difTérentielie 
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exacte 

dx        xdy       aydy  

qui  ne  peut  8*intégrer  que  par  approximation  »  et  Ton 
tire  de  son  intégrale  approchée  la  seule  solution  par 
approximation 

sp= f-fly/a — '  \    \  lyA — y  +  ^— ^ *—  +  etc.  ) 

2y  6    L  1-^        i.a   a  J 

+  const. 

'Ainsi  toute  équation  différentielle  entre  deux  variables 
est  exacte  ,  ou  peut  être  rendue  exacte  d'un  nombre 
infini  de  manières  (  art.  36o  et  368  )  ;  n^s  on  ne  peut 
intégrer  exactement^  et  encore  moins  résoudre  exacte- 
ment tonte  équation  différentielle  entre  deux  yariables. 
Or ,  quoiqu'une  équation  différentielle  inexacte  puisse 
toujours  se  rendre  exacte  (art.  36o) ,  cependant  les  diffi- 
cultés presque  insurmontables  que  l'on  éprouve  quelque* 
fois  pour  obtenir  son  exactitude,  et  la  grande  probabilité 
que  même  après  avoir  trouvé  le  facteur  ou  diviseur  qui 
rend  intégrable  la  proposée  ^  on  ne  pourra  avoir  quune 
solution  approchée  jde  la  proposée ,  a  donné  Tidée  aux 
Géomètres  de  franchir  tout  de  suite  la  difficulté  de 
chercher  le  facteur  intégrant  y  lorsque  ce  facteur  est 
trop  difficile  à  tiouver  ,  et  de  déduire  directement  de 
la  proposée  inexacte  sa  solution  par  approximation. 
Cette  méthode  pour  résoudre  approximativement  lej 
équations  différentielles  à  deux  variables  ,  consiste 
seulement  à  donner  à  la  variable  dont  on  veut  avoir 
la  valeur  en  fonctions  de  l'autre ,  une  valeur  hypo-^ 
thé  tique  formée  par  une  suite  indéfinie  ordonnée  sui^ 
i^ant  les  puissances  de  la  seconde  variable ,  et  dcuis 
laquelle  les  coeffîciens  et  exposans  sont  indéterminés  / 
ensuite  à  différentier  cette  valeur,  prendre  dans  téqua^^ 
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tion  diffireatietle  qui  en  résulte,  la  valeur  du  rapport 
des  différentielles  des  deux  variables;  égaler  cette 
imleur  avec  ceUe  qu'on  déduit  de  la  même  quantité  dans 
t équation  proposée,  ce  qui  donne  uni  équation  qu'on 
réduira  par  une  simple  substitution  de  la  valeur 
hypoth^ique  de  la  première  variable  en  fonctions 
de  la  seconde ,  à  ne  plus  renfermer  que  cette  der^ 
nière  variable;  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  la  variable  qui  reste ,  on  rendra  F  équation  résul^ 
tante  généralement  réelle  ^  quelle  que  soit  lavaleur  qu'on 
pourra  supposer  a  la  variable ,  en  donnant  à  la  partia 
commune  et  indéterminée  des  exposons ,  une  valeur 
convenable  pour  qu'il  ne  résulte  aucune  absurdité  dé 
l'obligation  oà  Ion  se  trouve  d* égaler  chaque  coefficient 
à  zéro  y  ce  qui  donnera  autant  dféquations  que  de  coeffir* 
'ciens  indétenninés  dans  F  équation  hypothétique,  d'où 
ton  déduira  les  valeurs  de  chacun  de  ces  coefficiens , 
et  les  substituant  dans  F  équation  hypothétique,  ton 
aura  la  vraie  solution  par  approximation  de  l'équor- 
tion  différentielle  proposée, 

3go.    Afin   d'exposer  d'une  manière    générale  et 
analytique  cette  méthode ,  soit  considérée  l'équation 

^ix,y)  dx  +  F^x  ,y)dy=:o (5y6), 

n  est  clair  que  si  Ton  donne  à  la  solution  par  approxi-* 
mation  de  cette  équation  la  forme 

y=Ax''+  Bx*+'+  Cr''+%  Da:^+^+etc..(377)/ 

la  valeur  de^  ne  sera  complète  qu*en  tant  que  par  les 
conditions  du  problème  qui  auront  donné  lieu  à  la  so- 
lution de  l'équation  (Syô)  ,  on  devra  avoir  y  =  o ,  lors- 
que a:  =  o.  Mais  si  pour  obtenir  toute  la  généralité 
que  doit  avoir  complètement  une  solution  d'équatioa 
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différentielle ,  on  suppose  qiie y=q ,  lorsque x:=^p  ; 
en  devra  donner  à  lai  valeur  cherchée  de  y  la  forme 

^  =  ç  +  A  {x^pt  +  B  (x-p)^"'"'+  C  (x-pf +^ 

4-etc (378), 

ou  )  faisant  pour  abréger  , 

{»=:a;— p,    d'où    x=z+p] (579), 

on  auraFéquation 

y=  9  +  a/+  B2^"*"*+  C2''"^^+  etc (38o)  ; 

d*où  faisant  attention  que  dzz=: dx ,  oxi  tirera  celle 

è^=A^a^'*+B(^+l)/+C(^+a)a^"*'*+etc...(a). 
{ix 

Mais  de  réqiiation  proposée  (37 G) ,  on  tire  celle 

donc  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  (a) , 
on  aura  Féquation 

+  C  (\+a)a*'"'"'+etc.]=o (380, 

V 

dans  laquelle  substituant  la  valeur  hypothétique  de 
y  [  équat.  (38o)]  ,  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  2  y  et  déterminant  la  partie  h  commune  à 
tous  les  exposans  de  2  ^  de  manière  qu'on  puisse  faire 
chaque  coefficient  de  Féquation  résultante  égal  à  zéro  ^ 
Fôn  aura  autant  d'équations  que  de  coefficiens  indéter* 

minés  A ,  B  ^  C qu'on  a  introduits  dans  le  calcul  ^ 

et  par  conséquent  on  pourra  déterminer  leurs  valeurs 
re^ectives ,  qu'on  substituera  ainsi  que    celle,  dç  ^ 


I]  éqaât  i^sDJ  ^^  Téq^^on  (38o)  ,  ce  qni  donnera 
]a  solntion  demandée. 

Pour  bien  faire  sentir  l'esprit  4«  la  méthode ,  noua 
allons  d'abord  l'appliquer  à  une  équation  que  noua 
savons  intégrer  directement  et  rigoureusement ,  et  noua 
Terroirs  l'identité  des  deux  réfult<|t6. 

Application  I.  Résoudre  téquation 

dy-f-xdy  —  mydx===o (t). 

Comparant  identiquement  cette  équation  ^yec  cell» 
(376) ,  on  a 

et 

rix.y)    ou    F''[(«+p)>y3  =  i+*+P- 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de^  donnée  par  l'équa- 
tion (38o) ,  daqs  l'équation  ^81)  ,  il  vient  celle 

•Tnç-f-AAia      — 7»A         *)«  •— mB  laj        — etc.=o...(c), 

+Ap/        4-B(^+0  (     +CCA4.3)  f  +etc. 

4^B(a+.i)J     +pC(x+fl)j  +etc. 

qui  ne  peut  avoir  généralement  lieu,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  z ,  qu*en  tant  que  tous  les  termes  s'éva- 
nouissent simultanément  ;  mais  m  et  <;  étant  des  quan- 
tités déterminées  ,  le  premier  terme  — •  nu]  ne  peut 
s'évanouir  tout  seul  ;  donc  afin  que  Téquation  (c)  puisse 
avoir  lieu ,  il  faut  réunir  ce  terme~là  avçc  le  suivant , 
ce  qui  n'offre  aupq^e  di(fic\ilté  ',  puisque  l'exposant 
A  de  2  étant  une  quantité  indéterminée  ,  il  n'y  a  qu*4 
faire 

A — 1=0,     d'oà     Â=:l, 

cç  qui  réduit  l'équation  (c)  à  celle 
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"^mq  —  Am  1  *  —    Bm  "J  z* —  etc.  =  q; 

+  A    +2B      I      +3C  (       +etc. 

+  Ap+A     f     +3B  f      +  etc. 

-ffl^B    3      +3pC  )      +etc. 

et  faisant  chacun  des  coelEciens  de  cette  équation  égal 
à  Z£ro ,  ensuite  déduisant  des  équations  résultantes  , 
les  valeurs  de  A^  B,  C ,  on  a 

m7  m(m-07  ^_m(m— i)(m— Q)g 

Enfin  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  x  =  i 
€t  de  2  =  x  —  p  dans  l'équation  (38o) ,  on  trouve 

donc 

y-^im <^> 

iest  Tintégrale  complète  et  la  solution  exacte  de  la 
proposée  (*).  Cette  intégrale  est  identique  avec  cqlle 


(*)  Quoique  la  méthode  que  nous  donnons  ici  pour  rcsoudre' les 
équations  différentielles  ,  paraisse  ne  devoir  jamais  donner  que  des 
solutions  approchées;  cependant  il  arrive  quelquefois,  ccHumedans. 
cet  exemple ,  que  la  valeur  en  se'rie  indéfinie  de  l'une  des  variables 
en  fonctions  de  Pautrc,  à  laquelle  conduit  le  calcul ,  est  telle,  qu'un 
y  reconnaît  le  développement  d'une  formule  finie;  et  alors  substi- 
tuant cette  formule  h  la  sërie,  on  a  la  solution  exacte  de  Tcquation, 
propose'e.  M ais  malheureusement,  ces  cas-là  sont  extrêmement  rares» 
et  lorsqu'ils  arrivent ,  je  suis  persuade'  que ,  comme  dans  cet  exemple- 
ci  ,  l'on  pourrait  trouver  directement  la  solution  exacte  par  les  m«« 
thodes  ordinaires  d'intégration. 


d*mtégration  immédiate  que  Ton  trouve  par  le  moyen 
de  la  méthode  enseignée  à  Tarticle  34i  :  car  Téquation 

dy  +xdy  —  inyàx  =  o 

étant  de  la  forme  de  celle  (396)  [art.  340,  Téqua-^ 
tion  (agy)  donne  pour  son  intégrale 

.         m  (  1  +  a:) 

const.  =  — ^^ — • ^  ; 

Vy 

mais  sl^  comme  nous  Tavons  supposé  précédemment 
on  à  y=:q  lorsque  x  =/» ,  on  aura 

const.  =  — ^ — ^î-*-^  : 

donc  substituant  cette  valeur  de  const.  dans  Tintégrals 
précédente  ,  divisant  par  m ,  élevant  toute  TéquàtioA 
résultante  à  la  puissance  771 ,  enfin  prenant  la  valeur  de 
y,  on  retrouvera  l'équation  (d) 

IP.  Résoudre  l'équation 

dy — ay*dx  —  bx^'dx  =0 (e) 

du  comte  Riccati ,  prise  dans  toute  sa  généralités 


u 


Si  nous  faisions  v  =  -,  le  second  terme  de  la  trans- 

•^        a 

formée  que  nous  obtiendrions  par  ce  moyen  ,  n'aurait 

plus  le  coeiGcient  a  ;  ainsi  pour  plus  de  simplicité  dans 

le  calcul  y  nous  pouvons  ne  nous  occuper  que  de  la 

iolution  de  l'équation 

dy — jr»£ir  —  ix"»dx  =  o (/)• 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (376) ,  on  a 

r'(«>j')=— y— ^«"^   et  rXx,y)  =  i^ 
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Substituant:  ces  valeurs,  ainsi  que  céllâ  àey[éq,  (38o)3» 
dans  réquatioa  (38i),  il  en  résulte  iint  équation  dolit 
les  deux  premiers  termes  sont 

s*+  Axa 

et  dont  les  autres  terihes  sont  affectés  des  puissances 

XjX+i aK,ûh+  i..ii.i  ,ii.é  ...âé  z\  ot, 

pour  que  cette  équation  ait  toiijôu)^  lieu  ifidépèhdam-^ 
ment  des  valeurs  de  2  ^  il  faut  que  tous  les  termes 
s'évanouissent  sitnnltanément  >  ce  qui  ne  pourra  avoir 
généralement  lieu  tant  que  — (7*+  bp'^)  z^  sera  un  terma 
isolé  de  l'équation^  il  faut  donc  l'associer  avec  le  se* 

cond  Akz  9  ce  qui  peut  se  faire  en  prendnt  l'indé^» 
terminée  a  =  1 ,  et  alors  on  aura  l'équation 

A+aB        1 Z+3C  y^+etc.rtzro , 

—  (7* — a^A      l  — a^B  /   —etc. 

— ip"» — ^&mp"*~'J  —  A*  >   —etc. 

im(77i— 1)   „  A 
/p"-'!    — ctCi 

et  égalant  chaque  coefficient  à  zéro  ,  l'on  aura  une 
suite  d'équations  d'où  se  déduiront  les  valeurs  sui- 
vantes : 

A=ip"+<7«,  B=?2!±fcl(M±i:o, 

6  :      ' 

et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équa-- 
tion  (38o)  ,  on  aura  la  solution  par  approxiniation 
de  l'équation  générale  du  comté  RiCCati. 


ir  f  LitSIEVRf  rARIABLls;  ii^ 

Ilf.  Résoudre  par  approximùUon  téquaiiofi 

avec  la  condition  que  VévanauissemÉnt  de  tune  des 
deux  vatiebkifak  kmsd  évanouir  taxâre. 

Nous  ayons  dans  ce  cas^ci/i  =  o  et  9=01  ce  qui 
réduit  respectiYëifiènt  Vie  ëqtiâtiôni  (56o)  et  (^81)  à 
celles  (377)  et 

+  C  (X  +îï)  »^''"^+  etc.]  aro. . .  (38fl); 

i.  ■ 
'équation  proposée  Qp)  avec 

celle  Pjr6)>  oii  à   ' 

"     *  »  ■ 

F'(^>J')  =  — J'— 6x«    et    rix,y)Axi 

substituant  ces  valeurs^  ainsi  que  celle  de^  [[éq.  (377)39 
dans  l'équation  (38à) ,  il  vient  celle 

.ix«+AAx^"'+(A+OB  1 /4(A+a)C  p^"'"  Vetc.=o...(»). 

—A  J     — B  J  —etc. 

Mais  cette  équation  ne*  pouvant  avoir  généraletnent 
lieu  I  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x ,  qu'en  tàfit 
que  tous  les  coefilciénë  s'évatldtiissent  simultanément , 
et  le  premier  terme  — -  bx^  ne  pouvant  s'évanouir 
isoléiùént ,  puisque  b  est  une  quantité  déterminée ,  il 
faut  réunir  ce  terme  avec  le  suivant»  dans  lequel  k 
étant  une  quantité  indéterminé» ,  on  peut  faire 

A  —  1  z=m,    d'où    A  =  m  -f-  1  « 

ce  <}iii  change  l'équation  (K)  en  celle 

(771+0  A  la^+(,m+2)B  }x"»t'+(^+3)  C  )  x^'-^+etc.^io , 


-i  j  A  ia;-+(7n-f-2ji5  |x"^'+(ifi+3)  C  î 
-6£  -A/  --bI 


-f>etc. 
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et  faisant  tous  left  coftlHciens  égaux  à  zéro ,  on  aura 
une  suite  d'équations ,  d*où  Ton  tirera  à  l'ordinaire  , 

b         ^  b 


^  ~  (m  +  i)(iïi+2)(m+3)*  ^^^'  ' 

et  substituant  ces  valeurs^  ainsi  que  celle  de  x=m4- V 
dans  l'équation  (38i2) ,  on  aura 

h  P"  1 

•^      7B+1  L       m-|-a 


x*+  etc 


.3 (0 


(m  +  a)(m  +  3) 

qui  est  la  solution  par  approximation  de  la  propo^ 
8ée  (g-). 

5i  l'on  fait  dans  cette  équation  (î)^  m=o^  on  aura 
^  =  6  Tx -f-i a:* +  -—«'+ etc.  jrsiCc* — 1), 

ce  qui  est  réellement  l'intégrale  complète  et  exacte 
de  l'équation 

dy  "^ydx  —  bdx  ==  o  ^ 

à  laquelle  se  réduit  celle  (g)  lorsque  m^^  o ,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  le  trouver  directement. 

3g  1.  De  même  que  nous  avons  résolu  par  apptoxi- 
mation  les  ^équations  différentielles  ,  en  prenant  la 
valeur  de  y  en  x  et  constantes  ;  on  pourra  aussi ,  par 
le  moyen  de  nos  formules  (377) (38a) ,  détermi- 
ner la  valeur  de  x  en  y ,  lorsqu'on  aura  lieu  de  croire 
par  la  nature  de  la  question  qui  a  donné  lieu  à  ces 
calculs^  que  la  série  en  ^  sera  plus  simple  ou  plus 

convergente 


^Olmigehte  que  celle  en  w.Jfoary  jfimkmmt ,  il  n*y  aura 
^'i  changer  dans  Véqaation  propotée  ^  en  a; ,  et  réci*-  ' 
j^n^guementy  et  prendre  comme  ci-dmas  la  valeur  de 
y  en  x.\  en&n  étant  parvena  à  cette  solution -^  on  j 
remettra  x  pour  y,  et  réciproquement  :  on  en  vena 
un  exemple  dans  l'article  suivant. 

?93.  De  ce  que  nous  ayons  ait  précédemment ,  noua 
conclurons  tme  inéfh'ode  bien  simple  pont  résoudre  le 
jprobJème  suivant^  qui  présenterait  de  grandel  difl^ 
cultes  si  l'on  s'y  prenait  de -toute  autre  maniàre. 

Problème.  Etant  donnée  une  ^équation  finie  entre 

^des  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  de  deux 

i^riables,  trousser  la  valeur  de  tune  de  ces  variables 

jjor  une  suite  de  termes  qui  ne  soient  que  des  Jbnc^ 

tiens  algébriques  et  réelles  de  Vautre  variable  (^, 

Solution.  Par  le  moyen  delà  proposée  «  on  âéter« 


('*')  Une -fonction  ciïtalaîre  pOttTihit  totojodrs  M  rëdtiire  11  une 
fonction  logarithmi^e ,  et  rëciproqnement  (art.  2^  et  ^47)9  U 
est  clair  qu^o&  pourra  réduire  la  proposée  à  une  équation  ^pi  ne 
contiendra  pins  qu'une  espèce  de  fonctions  transcendantes  :  mais  à 
«aanse  qtt^ors  la  fonction  convertie  de  son  espèce  première  à  la 
seconde ,  est  alFectee  d'imaginaires  dont  on  ne  pent  la  débarrasser,  le 
problème  offre  les  mêmes  difficultés  qtietlans  le  principe.  Par  cgcoDe* 
pie,  si  Ton  .propose  de  déduire  de  Péqnation 

arc  (-sin  z:  x  )  s=:  // , 

Ja  valeur   de  y  en  fonctions  algâiriqaes  et  réelles  de  x ,  la  pro4 
posée  pourra  se  changer  en  Péquation 

^X=  V^^  ^^  X  V—  I  -f.  VÎ4— xx]  téqnrft.  (188;  ,art.  34;]  , 

d'oh 

^  =  f  X  •-!+ y'(l-a:x)]*^-«; 

or ,  il  me  parait  extrêmement  difficile ,  et  je  crois  même  impossible, 
^e  dépouiller  le  dérdoppemeat  de  cette  quaatité  de  l'imaginaiie 

a.  10 
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minera  la  valeur  q  dey  lorsqu'on  fait  a;  =p^  ensuite 
on  dilTérentiera  l'équation  ^  et  on  résoudra  par  approxi*^ 
mation  l'équation  différentielle  par  rapport  à  y  ou 
par  rapport  à  x  ^  par  la  méthode  enseignée  précé- 
demment. 

Application.  Tirer  de  téqxiation 

\y  =  arc  (  sin  =  x  ) (a)  , 

la  valeur  de  y  exprimée  par  une  suite  de  fonctions 
algébriques  et  réelles  de  z. 

Cette  équation  donne j^  =3  i  lorsque  a;=o;  soit 
donc  fait  p  =  o  et^=i.  Cela  posé,  différentiant 
l'équation  (a)  ,  ce  qui  donne 

ydx  —  V^(i  —  xx)  dy  z=zQ  f 

et  comparant  identiquement  cette  dernière  équation 
avec  celle  (37K) ,  on  aura 

l^\x,y)—y    et    F*(j:,jr)=:— |/i--xx: 
Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de 

j^=  i  +  Ax'^H-  Ba;^+'+  etc (i)  [équat.  (38o)], 

dans  l'équation  (38 1) ,  il  vient  celle 

i+Ax^+Bx''"^^+Cx''+'*+etc.—  |/7=Ii[AAx  "' 

+B  Çk+i)  xVc  (^+2)  a?^"^^+  etc.]  =  o. . . .  (c). 

Mais 

./ X*       x^         Sx^         3.5x»        ^    ^j. 

y  i-xx=:i— — -r T. — 77 —  r: — 5—/ — etc.ra). 

^  a       a».a      a-^.a.S      2^.2.3.4  ^  ^ 

Donc  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (c)  ,  il  est 
aisé  de  voir ,  avant  de  se  donner  la  peine  d'effectuer 
b  multiplication ,  que  l'équation  résultante  ordonnée 


r's:  '* 


Buhuit  les  puissances  àex,  commencera  par  ces-déuic 

tenues  1  -r*  Akx  ~  ;  or ,  cette  équation  devant  ayoîf' 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x  ^  ce  qui  exigj» 
tjue  chaque  terme  s'évanouisse ,  il  faut  nécessairement 
réunir  ces  deux  termes  en  un  seul ,  en  faisant  l'indé^ 
terminée  â=:  i  j  ainsi  l'on  n'k  plus  qui  multiplier I9 
développement  (d)  par  la  série 

A  +  dBx -t- 3Cr*  +  etc. 

£fFectuant  cette  multiplication,  et  ordonnant  le  produit 
avec  la  série 

1  +Aa:+Bx»+ 30x^4.  etc.. 

l'équation  (c)  se  réduit  à  celle 

1+  AI  jc+Bla:»^-  CW+etc.=o; 
«— A  — aBj     — 3CÎ      — 4dI     —etc. 

+  j\      +  b(     +eto. 
d*où  l'on  tire  à  l'ordinaira 

A=i,     B  =  l.    C=i,    D=A,    etc.       • 

SubwStituant  ces  valeurs ,  ainsi  que  celle  de  x  ss  1  dana 
l'équation  (&)  ^  on  a 

1  1  5 

ce  qui  est  l'équation  demandée. 
De  l'équation  proposée  (a) ,  on  tira 

V  —  parc(»in  =  jf) 

et  taisant 

£  =  arc(sins=x),    d'o&    xssins^ 


lo..; 


■  t 


-« 
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on  a 

donc  substituant  c«s  valeurs  dans  réquation  (a) ,  il 
viendra  depuis  2  =  0  jusqu'à  2  =  100*^ 

«•  =  1  +  sin  ;t+  sin^z    ,  sîn'z    ,  5  sin^z  ,  ,  ,^ 

^-^  +  -g-  +  ^^  +  etc....(y). 

Proposons-nous  maintenant  de  déduire  de  l'équation 
donnée  (a)  la  valeur  de  x  en  une  suite  indéfinie  des 
fonctions  algébriques  et  réelles  àey. 

Pour  atteindre  ce  but  par  le  procédé  le  plus  simple , 
écrivons  la  proposée  (a)  comme  il  suit  : 

arc  (sin  =  y  )  =  /a: (g)  [  voyez  l'art.  3^  ij  , 

et  alors  nous  chercherons  la  valeur  dey  en  {onctions 
algébriques  et  réelles  de  x.  Cela  posé  ,  nous  commen- 
cerons par  observer  que  y  =  o  lorsque  a;  =  1  ;  donc 
p  =  i  et  (/  =  G.  Actuellement  différentiant  l'équation 
(g)  y  nous  avons  celle 

qui ,  comparée  avec  l'équation  (S/G) ,  donne 

F'(*,J')  =  — /^^    et    r(,x;y)=:x, 
ou 

F'[(M-0,>']  =- V/^=?"   et   F''C(2+i),>r]=z-f-i. 

Donc  ,  prenant  pour  figuratrice  de  la  valeur  de  y , 
réquation 

y  =  A^Vb/"*'^+  €/■'■%  etc. .  .(/i)[éq.  (58o)], 

et  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation  (38 1)  , 
nous  aurons  pour  les  deux  premiers  termes  de  Féquatioa 

résuUant;e  "^  ^  4"  '^^-^       qui^nécessairemsut^  doivent 
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potir  la  réalité  de  cette  équation,  se  réduire  à  un  seuF 
terme,  ce  que  nous  obtiendrons  eu  faisant  I»  quantiti 
indéterminée  A  =  i  ;  d'où  il  8*ensai¥ra|  tout  calcul  fait^ 
l'équation  indéfinie 

A  +  flB  \z  +  5C  )  z*  +  4D\  »'+etc.  =  o; 
—  1+  AJ 


4-aB   V     +3C[ 

4-1  A*  3     4-abJ 


et  faisant  cbaque  coefficient  égal  à  zéro ,  nous  «n  déduit 
roiis  par  les  méthodes  or^aires  de  l'élinônation , 

A=i,     Bs= ,     e=g,    D  =  o,    etc. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celle  de  x=s  i  dane 
l'équation  (K} ,  ou  plutôt  dans  celle 

jr  =  A  (oc— O+BCoc— ly-f  C(x— i)3+etc: 

Enfin  remettant  x  ila  place  de  ^,  et  réciproquement^ 
BOUS  aurons  pour  équation  demandée ,. 

x=O'-i)-^CjK-O*+g(y-O'-7^(j'-O'+etc...(0j 


CHAPITRE  Vm. 

Des  équations  à  deux  variables  ^  dans  lesquelles 
les  différentielles  du  premier  ordre  se  trouvent 
élevées  à  des  puissances  entières  plus  grandes 
que  V unité  j^  ou  se  multiplient  entre  elles ^ 

393.  Ju  E  s    équations  que  nous  nous  proposons  de 
résoudre  dans  ce   chapitre,  sont  comprises  dans  la 
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forme  géuérale 

4y"  +f(^>y)  dy^'dx  +f(x,  y)  dy^-*dj^ 

.....  +/'»'(x,^)dx-=o (383) , 

et  il  est  aisé  de  voir  que  ^  quoique  cette  équation  soit 
du  m''™'  degré,  elle  n'est  pourtant  que  du  premier 
ordre  y  puisqu'elle  n'est  composée  que  des  différentielles 
du  premier  ordre  dx  et  dy  élevées  à  des  puissances  en- 
tières ,  ou  multipliées  entre  elles. 

Les  équations  de  la  forme  de  celle  (383)  s'intègrent 
comme  celle  du  premier  degré  à  deux  variables.  En. 
effet,  si  nous  divisons  cette  équation  par  dx^^  nou» 
aurons  celle  du  m"""  degré 

+/""(x,^)=o (384), 

qui ,  résolue ,  donnera  un  nombre  m  d'équations  de 
la  forme 

dy 

^  =  ^(-^>J')     ou     dy  =  (p(^x,y)dx, 

lesquelles  étant  successivement  intégrées  suivant  les 
méthodes  enseignées  précédemment ,  donneront  un 
nombre  m  d'équations  primitives,  qui  toutes  satisfe- 
ront à  la  proposée ,  soit  séparément ,  soit  combinées 
entre  elles. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  différentielle  du 
troisième  degré  suivante ,  que  nous  avons  tout  de  suite 
mis  sous  la  forme  de  celle  (384) 
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Cette  iquation  étant  résolue ,  donne  les  trois  é^pution» 
suiTantes  du  premier  degré 

(c). ^±za^dàc    et    ^=cfcc (d 

dont  les  intégrales  sont  respectivement 

•*      y^'^'^ ^^' 

en  représentant  par  e,  c\  et  c'  dès  constantes  ailri^ 
traires.  Or,  chacune  de  ces  trois  équations  prlnutÎTes 

(^')  >  C^O  et  (c2^)  satisfait  à  la  proposée  (a)  ;  de  mCmtr 

leur  produit 

satisfait  à  la  proposée,  car  differentiant  cette  éq[ua« 
tion  (e) ,  il  vient 


=  <£r 


.^J 
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et  substituant  successivement  à  la  place  de  jf  ses  yaleuri 
données  par  les  équations  (&') ,  (c')  et  (d') ,  on  re- 
trouve respectivement  à  ces  trois  substitutions  y  les 
trois  équations  différentielles  (&)  ,  {e)  et  (dy ,  qui  évi« 
demment  satisfont  elles-mêmes  à  l'équation  proposée 
(a)  ,  puisqu'elles  en  sont  les  racines. 

3g4-  Mais  à  cause  de  Textrême  difficulté  attachée 
à  la  résolution  des  équations  littérales  des  degrés  supé- 
rieurs ,  les  Géomètres  cherchent  par  le  moyen  de  cer- 
tains artifices  analytiques^  qui  bien  souvent  réussissent  ^ 
À  trouver  le  rapport  des  deux  variables  x  et  ^  ^  en  ne 
résolvant  algébriquement  que  des  équations  d'un  degré 
inférieur  à,  celui  m  de  la  proposée.  Voici  quelques-uns 
djBS  cas  où  l'on  réussit. 

Premier  cas.  Soit  l'équation  générale 

'dy'^+fydy'"'dx+fydy""^dx' .  .../"^  ydx"»=o...(385),. 

dans  laquelle  je  suppose  que  fy  ,  /"y*  • . .  sont  des 
fonctions  rationnelles  àe  y  ^  et  que  cette  variable  n'y 
est  élevée  qu'à  des  puissances  inférieures  au  degré  m 
de  la  proposée  (385). 

Faisant 

dx  =  zdy (a); 

•ubstituant  cette  valeur  dans  l'équation  (385),  et  divi- 
sant cette  dernière  équation  par  dy^,  on  a  celle  aigé-» 
brique 

»  +fy^  +ry^'+'ry^'' .  -  .+/-'j^-=o c^) , 

qui  étant  résolue  par  rapport  à.  y ,  donne  un  nombre 
plus  petit  que  m  de  racines ,  telles  que 

(c) y=zçfz,     d'où     dy  =  ç'zdz (d). 

Substituant  cette  valeur  de  dy  dans  l'équation  (a)  >  il 

vient 

dx:=zzf'zdsi  ^ 
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x-=ifz^tdz (e). 

Ainsi  par  le  moyen  des  équations  (c)  et  (e)  ,  on  aum 
pour  une  valeur  quelconque  de^^  celles  qui  se  cor^*^ 
respondent  de  a?  et^;  on  aura  donc  résolu  le  problème 
qui  a  donné  lieu  à  Féquation  différentielle  ^85j.  On 
remarquera  qu*on  ne  pourrait  avoir  Téquation  directe 
de  relation  des  deux  variables  x  et  y ,  qu'en  résol- 
vant l'équation  (&)  par  rapport  à  z  ^  et  substituant 
cette  valeur  de  z  dans  Féquation  («)  ;  mais  la  difficulté^ 
de  résoudre  Féquation  (  6  )  étant  la  même  que  celle 
attachée  à  la  résolution  de  la  proposée  ^85)  par  rap- 

2>ort  à  -j^  ,  puisqu'elles  sont  toutes  les  deux  du  degré 

Tvt ,  on  ne  remplirait  plus  Vobjet  de  simplification  qtt\m  ' 
-s'est  proposé*' 

Exemple.  Déduire  de  Féquation  différentielle  da 
diuatrième  degré 

dy^+  ydy^dx  — dx<=  o (/), 

les  relations  des  deux  variables  y  et    x   qui  satis^^ 
Jont  à  la  question  qu'on  suppose  avoir  donné  Heu  à 
r équation  (^f)^ 

Faisant 

dx:=:zdy (g), 

la.  proposée  (/^  se  transforme  en  celle 

x+yz^z^  =  o,    d'où   jf=z=iZli Çhy; 

z 

et 

dy  =;=  Sz^dz  +  --^^ 
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Substituant  cette  valeur  de  dy  dans  Téquation  (g-)  ^  oa 
a  celle 

dx  =  Zz^dz  A — -  ^ 

*     z 

laquelle  étant  intégrée  donne 

3 
a:  =  ■=  a^  +  /z  +  const (  i  ). 

Supposons  pour  déterminer  la  constante ,  que  ^  =  qp^ 
lorsque  a:  =  o  -,  ce  qui  donne ,  par  le  moyen  de  l'équa- 
tion (Ji)  ^  z-=.  \  \  et  substituant  cette  valeur  de  z  ainsi 
que  celle  de  a;=  o  dans  Téquation  (  i),  on  a 

3 

const.  =:—  p  : 

donc  substituant  cette  valeur  de  const.  dans  la  même 
équation  (/)  ,  on  aura  complètement 

3 

Cette  dernière  équation ,  concurremment  avec  celle 
(Ji)  ,  résout  complètement  le  problème  qui  est  censé 
exprimé  analytiquement  par  Téquation  (/^. 

SgS.  Second  cas.  Mais  si  supposant  toujours  que 
dans  l'équation  (385)  ,  f'y  ,  f"y sont  des  fonc- 
tions rationnelles  dey  ,  nous  considérons  actuellement 
que  parmi  ces  fonctions  il  y  en  a  qui  renferment  y 
«levée  à  une  puissance  >  m  ,  il  est  évident  qu'alors 
l'équation  (6)  de  l'article  précédent  étant  d'un  plus 
haut  degré  par  rapport  à  y  que  ne  l'est  la  proposée 

(385)  par  rapport  à  -^  ,  l'artifice  indiqué  précédem- 
ment ne  fera  que  compliquer  le  calcul,  au  lieu  de 
le  simplifier  ;  il  faudra  donc  avoir  recours  à  quelque 


A  JPLVSIEnS  TARIABLXS;  l5& 

antre  artifice  :  celui  dont  on  m  aert  en  pvetllfli 
circonstances,  est.  de  faire  ^  =sjx ;  on ,  suivant  les 

circonstances  y  ^  =  J^  ;  de  cette  manière ,  Ton  par« 

fient  à  une  équation  algébrique  dont  tous  les  termes 
sont  multipliés  par  un  même  facteur  variable ,  et  qui  ^ 
conséquemmentV  s'abaisse  à  un  degré  quelquefois  infé- 
rieur à  celui  m  de  la  proposée  par  rapport  i  -^ ,  et 

alors   résolvant  Téquation   résultante  par  rapport  à  ' 
la  variable  y  qui  reste  élevée  â  une  puissance  moindrei 
que  m  ;  et  substituant  les  valeurs  de  cette  variable 
dans  celle  des  deux  équations 

dy  dx 

^=jy»    ou     ^=jr* 

qu'on  a  d*abord  posée,  on  aura  une  équation  dif* 
férentielle  du  premier  degré  entre  Tancienne  va- 
riable X  et  l'introduite  z  ;  d*oû ,  par  l'intégration ,  on 
aura  une  équation  primitive  entre  x  et  z  qui  résoudra  , 
conjointement  avec  celle  qu'on  a  déjà  eue  entre  j^  et  z^ 
k  problème  proposé. 

Exemple  I.  Trouver  les  valeurs  correspondantes 
de  net  dey  qui  satisfont  au  problème  dont  t  équation 
JinàU  est 

dy^Hh  y'^dydx'  +  y^x^  =  o . .  •  (fl). 
Divisant  la  proposée  (a)  par  Jx^,  et  faisant 

È=-y^ (*^' 

il  vient 

y^z^  -j-  y^z  -f-  ^®  ;=:  o  , 


t  à  y    donne 
qui,  résolue  par^^^^^^_^ ^'=>' 

4-où  d^CvAr;iïî^' 

.        t  ce.  valeurs  de  y  et  de  dy 
•  SubstiWWt  cet  V 
lb-\ .  il  Vieut  celle  ^^^  , 

,     .,     donne  Véquatiou 
q^,  intégrée,  do       ^^^^^^ 

d'où  -r^ en. 
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Substituant  cette  yalear  dans  Péquation  (ji) ,  il  rient 
xelle 

dont  Tintégrale  est 

?-7 — ; — rx  ""     ^'     ,    jL  v'  +  const; 


«== 


Cette  dernière  équation  et  celle  (f)  sont  celles  qui 
satisfont  à  la  question. 

396.  Troisième  cas.  Si  Téquatlon  (38S)  étant  telle 
que  nous  Tayons  supposée  dans  Tarticle  précédent  « 
l'artiGce  indiqué  dans  le  même  article  ne  réussit  pas , 
c*est-*â-dire ,  s*il  conduit  à  une  équation  en^  d*un  degré 
pour  le  moins  anssi  élevé  que  la  proposée  par  tap^rt 

à  ^  ,  on  fera 

y=l (")' 

d'où  résultera  une  équation  différentielle  du  m'^*  Aegté 
entre  les  variables  a:  et  z^  qui ,  traitée  comme  celles  que 
nous  avons  examinées  dans  les  deux  articles  précé-* 
dens^  pourra  donner  sans  peine  le  rapport  des  deux, 
variables  x  et  u;  et  par  conséquent ,  à  cause  de  Téqua- 
tion  de  relation  (a) ,  donnera  aussi  le  rapport  demandé 
des  deux  variables  x  et  j^  au  moyen ,  comme  précédem-» 
nient^  d'une  troisième  variable  intermédiaire  z. 

Exemple.  Etant  donnée  r équation 

dys  +^9dydx^  +  fdy^dx^  +  y"dx'  =  o (i) , 
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on  demande  d'en  conclure  des  équations  qui  donnent 
les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y. 

Soit  qu'on  pose  l'une  ou  Tautre  équation 

dx  =  zdy,         '£,=y^> 

on  ne  peut  transformer  la  proposée  en  une  équation 

plus  aisée  à  résoudre  par  rapport  à  y  que  l'équation 

»  dy 
(b)  par  rapport  à  -p.  Essayons  donc  de  fairo 

y  =  û^     dou    dyz=--, 

et  substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée  (i)  ,  ce 
qui  nous  donnera ,  après  avoir  multiplié  toute  la  trans* 
formée  par  u^^,  l'équation 

>~^udu^  —  dudx^^  du^djc?-^'  Jx*=:  o (c). 

Faisant  dx  =  zdu ,  et  divisant  par  du',  l'équation  (c) 
se  transforme  en  celle 

donc 

yy^ùj  —  z^(^z*  —  z  +  i) ^^'^ 

et 

du=z(^5z^  +  5z^—4z^)dz. 

Hais  dx  r=  zdu  ;  donc 

dx  =  (5**  +  5z^~4z^)  dz) 
d'où  Ton  tire  par  l'intégration ,  l'équation 

qui  résout,  conjointement  avec  Téquatioa  (d),  la  ques-i 
tion  proposée. 
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3^j.  Quatrième  au.  L'éqoation  proposée  étant  lu>- 
mogène  y  et  le  degré  d*homogénéité  des  yariables  priaâ'« 
tiyes  étant  plus  petit  qae  celui  de  leurs  différentielles  , 
on  n'aura  à  résoudre  qu*nne  équation  du  même  ieffé 
que  celui  d'homogénéité  des  deux  variables  primitives  « 
et  à  intégrer  des  fonctions  différentielles  du  premier 
ordre  à  une  seule  Tariable ,  pour  obtenir  deux  équa- 
tions qui  donneront  les  valeurs  conespondantes  dei 
deux  variables  qui  entrent  dans  la  proposée.  En  eWet , 
soit  géné|^alement  l'équation  différentielle  homogène 

+x*4y*-«dx«.  •  •  .+y^afdx^s=o. . .  .(586)  , 

dans  laquelle  nous  supposons  que  le  degré  a  d'homogé-^ 
néitè  des  deux  variables  x  et  ^  est  plus  petit  qoe 
celui  m  de  leurs  différentielles.  Soit  Eût 

dy  =  Tidx (a), 

^substitué  cette  valeur  dans  l'équation  proposée  (3^ 
et  divisé  par  dx^,  ce  qui  donnera  l'équation 

...+  y'"^x'=o ....(i), 

qui  y  faisant 

y  =  xu (c) 

et  divisant  par  x*,  se  transforme  en  l'équation 

....4-u— '=o (rO, 

qui  n'est  que  du  degré  a  par  rapport  à  la  variable  u  ; 
ainsi  en  résolvant  cette  équation  (d),  on  aura  un 
nombre  a  de  racines  ,  telles  que  celle 

(c) tt  ==/»  ,     d'où    du  zsifzdz (/). 
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Mais  de  Téquation  (c)  ,  on  tire  celle 

dy  =  xdu  +  udx  ; 

donc  par  substitution  dans  cette  dernière  équation  des 

valeurs  de  u  et  de  du  [équat.   (e)  et  (/*)]  ,  on  aura 

celle 

dy  =  xfzdz  -j-fzdx . 

Egalant  cette  valeur  de  dy  avec  celle  de  Féquation  hy- 
pothétique (a)  ,  et  prenant  dans  la  résultante  la  valeur 

,    dx 

de  — ,  on  aura 

X 

dx ^^fzdz 

X  fz  —  z   * 

d*où  faisant  pour  abréger  » 

on  tire 

Enfin  mettant  dans  la  seconde  équation  hypothétique 
(c)  les  valeurs  de  u  et  de  x[^  équat  (e)  et  (hy]  ,  on 
SLUtSL  celle 

y  =fz  [  e/^^^^+^o'^*^-] (i  ) . 

qui ,  conjointement  avec  celle  (h)  ,  résoudra  la  question 
proposée. 

De  cette  suite  d'opérations  ,  on  peut  conclure  la 
règle  générale  suivante  qui  abrégera  considérablement 
les  calculs  à  faire. 

Effacez  x  et  dx  dans  la  proposée  ,  substituez^  v  etz 
à  la  place  des  quantités  respectives  y  et  dy  ;  résolvez 
r  équation  résultante  par  rapport  au  ,  et  ayant  les  va- 
leurs  de  u  en  fonctions  de  z ,  vous  aurez  les  quan^ 
tités  telles  que  fz  par  le  moyen  de  l* équation  (g)  , 

d'où 
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^oii,  par  les  règles  du  seul  calcul  intégral  des  fonc-- 
tions  différentielles  du  premier  ordre  à  une  seule  va^ 
riable,  vous  conclurez  les  valeurs  de  x,  et  par  con-^ 
lèguent  les  correspondantes  de  y  en  fondions  de  z 
[équat.  (fc)et(O]. 

On  remarquera ,  i*.  que  dans  la  règle  que  nous  venons 
de  prescrire  -,  on  peut ,  lorsque  c'est  convenable  pouc 
la  facilité  du  calcul ,  faire  changer  réciproquement  do 
places  aux  deux  variables  y  et  x. 

a^.  Que  cette  méthode  donnera  autant  de  solutions 
^ui  satisferont  à  la  proposée ,  qu'il  y  a  d^unités  dans 
le  degré  d'homogénéité  des  deux  variables ,  puisque 
l'équation  Çd)  donne  ce  nombre  de  valeurs  de  u  en  fonc- 
tions de  z. 

Exemple.  Déduire  de  Véquation  différentielle  du 
sixième  degré 

y  *dx^— yxdxdy5_3yxdydx5+x*dy  ^4-x*dy»dx*=o . .  (fc), 

les  deux  équations  servant  à  déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  X  et  de  y  qui  satisfont  à  la  question 
dont  t équation  (  k  )  est  supposée  la  traduction  ana^ 
lytique. 

Effaçant  dans  l'équation  proposée  la  variole  x  et 
sa  différentielle  dx  ;  ensuite  substituant  respective- 
ment aux  quantités  y  et  dy  celles  u  et  z  ^  on  a 
l'équation 

w*— ua* — attx+£^-)-  a*=3co (0  > 

qui^  étant  résolue  par  rapport  à  la  variable  u,  donne 
successivement 

^u-rzz     et    tt  =  z(a^-f-i)} (pi). 

Ainsi  l'on  a  pour  la  première  de  ces  valeurs  de  u  | 

{/s  =  a,    fa=i}....(n), 
a.  11 
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et  pour  la  seconde  ,  on  a 

Les  valeurs  en  (n)  substituées  dans  réquation  (g); 

donnent  ^z  =  •—  ~  >  et  substituant  cette  valeur  dans 

o 

celles  de  a;  et  de  jr  [équat.  (A)  et  (i)],  Ton  n au- 
rait pour  ces  deux  variables  que  des  valeurs  infinies  ; 
ainsi  rejetant  la  première  valeur  de  u  donnée  par 
réquation  (0>  ^ous  nous  en  tiendrons  à  la  seconde 
en  Im),  et  substituant  les  valeurs  defz  ,  f'z  (^équat.  {pH 
dans  réquation  (g)  ,  il  viendra 


tpz 


^_ij^^    d'où    fy^.=5ll  +  ±. 


et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (h)  et  (i)  > 
on  aura  les  deux  suivantes 

r 


a« 


et  jf  =[a^+s]  r\  ^+  const.n 

qui  sont  les  équations  demandées. 

Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  quelques^ 
autres  cas ,  où  Ton  résout  assez  aisément  les  problèmes 
indéterminés  entre  deux  variables ,  qui  conduisent  fina- 
lement à  une  équation  différentielle  d*nn  degré  supé- 
rieur ,  nous  ferons  une  application  de  ce  qui  précède  à 
la  solution  d'un  problème  qui ,  comme  nous  le  verrons 
dans  la  suite ,  est  utile  dans  la  haute  Géométrie. 

398.  Problème,  Etant  donnée  une  équation  pri^ 
mitive 

F(x,y,u)=:o (a) 
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'^titte  trois  variables ,  et  ayant  entre  ces  mêmes  va- 
riables ,  téquation  différentielle  du  second  degré 

du»=dy*+dx* (i), 

on  demande  Véquation  de  relation  entre  deux  quel*^ 
-conques  de  ces  variables. 

Solution  GÉNÉRALE.  Soient^  et  x  les  deu^ya-- 
fiables  dont  on  cherche  le  rapport.  Cela  posé ,  il  n  y 
-a  qn'â  prendre  dans  la  proposée  (a)  la  valeur  de  u  (^)  , 
différentier  l*équation  résultante  ^  élever  Téquation  dif- 
férentielle au  quarré ,  égaler  la  valeur  de  du^  qu'on 
en  déduit ,  avec  celte  donnée  par  l'équation  (&)  ;  alors 
on  aura  ime  équation  dilFérentidle  du  second  degré 
^ui ,  étant  résolue ,  conduira  à  une  équation  différen- 
tielle du  premier  degré  entre  les  variables  x  et  y  i 
-ainsi  il  n'y  aura  qu'à  intégrer  cette  équation  pour  avoir 
-celle  de  relation  demandée. 

On  voit  que,  thécmquement  parlant,  la  solution  du  pro- 
blème proposé  n'offre  aucune  difficulté;  mais  elle  peut, 
non^compris  celles  qui  tiennent  seulement  à  la  simple 
analyse  algébrique  ,  présenter  encore  beaucoup  de 
difficultés  pour  l'intégration  de  l'équation  différentielle 
du  premier  degré  ^  à  laquelle  on  a  été  conduit. 

Cependant  cette  difficulté  diminue  beaucoup  si  la 
proposée  (a)  est  homogène  par  rapport  aux  trois  va- 
riables y  puisque  opérant  comme  nous  l'avons  dit  pré- 
cédemment I  il  est  clair  que  l'équation  différentielle  da 
premier  degré  à  laquelle  on  parviendra  »  sera  homogène^ 
et  par  conséquent  séparable  (art.  333). 


{*)  l^îous  continaons,  poar  abroger,  à  ne  considcrer  qa^ane  seule 
des  racines  des  équations  d'an  degré  supeneur,  que  nous  supposons 
dc'compose'c  en  toutes  ses  racine*. 

11.. 
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Exemple.  £tant  données  les  deux  équations 

(b) . .  .du*=  dy»+dx%     et    u'=y*  +  nx*. . .  .(c)  y 

trouver  Véquation  qui  exprime  la  reladon  entre  les 
deux  variables  x  ety, 

Difierentiant  Téquation  (c)  y  il  vient 

;i„  _ydy+nxdx 

yy^'+nx^ 
donc  du*,  ou 

rf  .  .   j^_rdy*+^nxydydx+n-j^da- 
«j-r«*—  y  +  nx^  W^ 

Chassant  le  dénominateur ,  réduisant ,  divisant  par  dx\ 

prenant  la  valeur  de  -^  ,  ensuite  multipliant  par  dac , 

on  a  l'équation  homogène  et  seulement  du  premier 
degré 

xdy-^^ydx^rz^.  l/"~     dx  |/y*  +  nx^. 

Donc  faisant  y  =  sx ,  ce  qui  donne  la  transforinét 
dx //     n    \  dz 

et  intégrant ,  il  vient 

^x=  /constd:  W^^— ^^/[«+^/S^P^ 

([  t;o^ez  Tart.  SSg  et  Téquat.  (i  38)];  substituant  à  fa 
place  de  z  sa  valeur  *^  ^  ensuite  passant  des  logarithmes 
aux  quantités  algébriques ,  on  a 

const.        l  ^  J. 
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ce  qui  est  Véquation  demandée  ,  tant  que  n  est  diiFe- 
rent  de  zéro  et  de  V unité.  Le  cas  de  n  =  o  ne  peut 
être  considéré ,  puisqu'il  réduit  la  proposée  (  c  )  aux 
deux  variables  u  et  y.  Quant  an  cas  où  Ton  aurait 
»  =  1 ,  alors  remontant  à  Téquation  (d) ,  on  voit  qu'elle 
se  réduirait  à  celle 

y*dx^+x*dy*'^2xydxdy=so  ,     ou    ydx^xdyz=io  , 

et  inté^ant ,  on  aurait 

y  =zxX,  const. 

399.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  est 
celle  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'esprit  ; 
mais  en  s*y  prenant  comme  l'ont  fait  quelques  Géo- 
mètres ,  pour  résoudre  ce  problème ,  on  parvient  à 
une  formule  finale  qui  donne  la  solution  générale  de- 
mandée. Cette  dernière  solution  étant  plus  élégante 
que  celle  indiquée  dans  l'article  précédent^  nous  croyons 
utile  de  la  faire  connaître  à  nos  lecteurs. 

Soit  fait 

^  =  207. . .  ,(a),     u-^ax, ,  »  .(b)  ,     dy^ztdx, . .  ,(c)  ^ 

d'oii  dy  ou 

tdx  [équat.  (c)]  ^  zdx  +  xdz» . . .  (J) , 

et 

du  =  vdx  +  xdv (e). 

Hais  par  hypothèse  , 

du  =  \/dy^  +  dx^  —  dx  V'F+T  [équat.  (c)] y 

donc  égalant  cette  valeur  de  du  avec  celle  donnée  par 
l'équation  (e)  ,  on  aura  celle 

dx  dv 


X         v^(i--{.i)_v 


(/). 


• 
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Or^  nous  remarquerons  que  Téquation  prinùtive 

donnée  par  T énoncé  du  problème ,  étant  supposée 
homogène  ,  il  est  clair  qu'en  y  substituant  les  valeurs 
hypothétiques  de ^  et  de  u  [|équat.  (a)  ct(i)],on 
aura  une  équation  qui  ne  contiendra  plus  que  les  deux 
variables  v  et  z,  d*où  Ton  tirera 

(g) t/=/z  ,     dv=fzdz (A>; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (/)  >.  2 

viendra 

dx f'zdz 

T~  v/ôT+ryii^ t*> 

Mais  de  Téquation  (cQ  on  tire 

dx          dz 
x=ï^ (')• 

djc 

donc  égalant  cette  valeur  de  —  avec  celle  donnée  par 

réquation  (0  >  ^^  ^ura 
d*où  Ton  tirera 

ou ,  multipliant  le  numérateur  pris  avec  le  signe  + 
devant  le  radical  et  le  dénominateur  du  second  membre 
par  le  numérateur  pris  avec  le  signe  négatif  devant  le 
radical^  il  viendra 

,_^_ '-H°-(A)^ 

-f'zf:^z-\/{if'zy+lfz-zf'zJ-i}  ' 
et  substituant  cette  valeur  de  t  — <-  z-  dans   Téquatioa 


> 
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(R) ,  on  aura 

dx  f'zfzdz —  zdz 

"^  —  1  +  2»— (jfz)* 

dzVirzy+u^--zfzj-i 

Mais  le  premier  terme  du  second  membre  de  cette 

/    1      .  ,              .  >        Vfzdfz — zdz] 
équation    est  égale  a  la  quantité  —  y^    ' j— =î  , 

dont  l'intégrale  est  —  |  /  [(/z)*—  a'—  i  ]  ;  donc  l'in- 
tégrale de  l'équation  (  /  )  est 

/x=  /.const.  — I:  /  [(^  y —  z*—  i  ] 

rdz  VU'^y+  [  fz  -  zfzj- 1 
-J 1+^«-(/.)^ ('"^- 

Si  nous  voulons  faire  Tapplication  de  cette  formule  (m) 
au  même  exemple  que  celui  de  l'article  précédent , 
nous  substituerons  dans  l'équation  proposée 

u^  == J'^  +  nx^, 

les  valeurs  respective»  zx ,  vx  dejf  et  de  u  f  équat.  (a) 
et  {by\  ;  ce  qui  nous  donnera  la  transformée 

4/^  =  2* +  71, 

d*oii  V  ou 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (m) ,  et  com- 
prenant dans  la  constante  arbitraire,  la  quantité  cons- 
tante —  i  l{n —  i),  nous  aurons 


/x  =  /.const.  ±  \/ I- 

V   n-^i  J  1 


dz 


j/z*  +  n 

=:  /  const  +  /  [2i  +  ^/^qi;;!]— V  W  J  ^ 


)(M     INTEGRATION  DES  FONCT.  ET  ÉQVÀTIOIf^ 

donc  passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébrique»;, 
et  substituant  à  z  sa  valeur  ^  []équat.  (a)]  ;  il  viendra 

const.         l  ^  J  * 

même  résultat  que  ceîui  trouvé  à  l'article  398. 

400.  Parmi  les  équations  différentielles  des  degré» 
supérieurs  entre  deux  variables  qui  ne  sont  pas  ho-^ 
mogènes,  et  qui  renfermeat  les  deux  variables  prixni^ 
tives;  nous  allons  en  considérer  quelques-unes  dont  oa 
déduit  assez  aisément  les  formules  donnant  les  va- 
leurs correspondantes  des  deux  variables  qui  satisfont 
au  problème. 

Soit  d'abord  Véquation 

ydx  —  cjxdy  = 


m 


V^ac/y'"+if/y"*--^fir + cJy'""*Étr» +  nJ^, . .  (387)  ,. 

qui  divisée  par  dx ,  et  faisant 

__dy 

^~dx ^^^  '^ 

devient 

m        _  

y  — . qxzz=z  y/az'^^  £»2'"-»+  cz,"»-* +  n (388)  - 

Représentant ,  pour  abréger ,  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  par  fz ,  on  aura 

y^qxz=zfz, 

et  différentiant  en  faisant  toujours  dfzznfzdzy  on. 
aura 

ây  —  qxdz  »—  qzdx  =  fzdz . ,  •  ^(4). 
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lAais  iy  =  %dx  |[équat.  (a)3  ;  donc  changeant  les  signes 
de  l'équation  (&)  y  on  aura  celle 

qui  ^  comparée  identiquement  ayec  Téquation  (396) 
^  art,  341 3  ,  donnera 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (297) ,  on  aura 
celle 

(ç— 1)  z^^x+ffz  z'i-'dz  =  const (SSg)  ; 

qui,  faisant  pour  abréger 

f 

Yz  zzzffz  zi^^dz •  .(390)  , 

donnera 

et  substituant  cette  yaleur  de  x  dans  l'équation  (388); 


on  aura 


_      9 


y  =  —2—  r  const.  —  F«  ]  a*"* 


9 


+  V^az'"  +  iz"*-* .+/i (Sga). 

Ces  deux  dernières  équations  (391)  et  (39a)  résolvent 
la  question  qui  a  donné  lieu  àTéquation  proposée  ^87). 

Exemple.  Déduire  de  réquation 

ydx-.lxdy=:av/(dy»+dx«) (c), 

les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  x». 
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.  Comparant  réquation  (c)  avec  la  générale  (387)  , 
on  a 

ç  =  J  ,  mzsz2  f  a=i y^a ,ô  =  o,  c  =  o,  n=  ^a  ^ 
donc 


fz=  a  V^Â^+i ,    d*où   fz  = 


(iz 


»/z»+i* 


et  substituant  cette  dernière  valeur^  ainsi  que  celle 
de  q  dans  réquation  (390) ,  on  aura 

substituant  cette  valeur  de  Fz ,  ainsi  qae  celles  de 
g,  m,  a,  i,  71  dans  les  formules  (Sg.!)  et  (Sga)  ,  on 
aura  les  deux  équations  demandées. 

4oi  •  Si  7  =  1  >  c'est-à-dire ,  si  nous  avons  à  déduire 
de  l'équation 

"*  - 

les  deux  formules  qui  donnent  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X  et  de^  ,  alors  les  équations  (Sgi)  et  (^92) 
ne  peuvent  plus  servir;  mais  nous  obtiendrons  di- 
rectement réquation  de  relation  des  deux  variables. 
£n  effet ,  divisant  comme  précédemment  par  dx  ,  et 
faisant  toujours 

■='£ c«). 


BOUS  aurons 

m 


ou  y  —  ^x  =fi W  > 

en  représentant  toujours  le  second  membre  de  l'équa^ 


A  PLUSIEURS  TARIABLES;  1^1 

tion  (b)  par  fz,  DilFérentiant  Téquation  (c)^  il  yientdyon 

zdx  —  zdx  —  xdz  zzzf'zdz  , 
d*où  —  xdz  z=zfzdz (d) , 

équation  gui  ne  peut  avoir  généralement  I!eu ,  c'est- 
à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x^  qu*en  faisant 

J»  =  G  ,    d'où    a  =  C  , 

en  représentant  par  G  une  constante.  Substituant  cette 
valeur  de  z  dans  Téquation  (a)  ^  il  vient 

rfy  =  Crfr,     d'où    jr=;Ca?+C' (e)  , 

en  représentant  par  C  une  autre  constance  que  G 
dont  elle  est  une  fonction  ;  de  manière  que  Tune  de  ces 
deux  constantes  ayant  été  prise  d'une  grandeur  dé- 
terminée ,  l'autre  ne  peut  rester  indéterminée.  En 
effet  ^  substituant  la  valeur  G  de  2  dans  l'équation  (c)  j^ 
il  vient  celle 

y  =  Cx  +  fC (3.94), 

et  retranchant  cette  dernière  équation  de  celle  Ce)  ^ 
on  a  C  =fC. 

L'équation  (3g4)  est  la  seule  intégrale  complète  de 
la  proposée  (SgS)  ;  mais  cette  dernière  équation  a  une 
solution  particulière  qu'on  aperçoit  bien  vite  en  faisant 
attention  que  l'équation  (rf)  peut  encore  être  satisfaite 
dans  le  cas  particulier  de  xz=z — fz  ;  et  alors  prenant 

Ja  valeur  de  2;  ou  -^  ,  ensuite  substituant  cette  va- 
leur dans  l'équation  (i)  ,  on  aura  une  solution  particu- 
lière de  la  proposée. 

Eclaircissons  davantage  cette  théorie  par  un  exemple» 


.  j 
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[    Soit  proposé  d'intégrer  réqaation 

divisant  par  dx  et  faisant  2;  =  -p  ^  il  vient  Téquatioa- 

y  —  ocz  =  a  )/z^+ 1 (g), 

qni,  étant  diiTérontiée  ,  donne  ,    toutes    réductiooa. 
faites^ 

(x  +  ^—^~Adz  =  o  ^ 

d*où  Ton  tire  successivement 

dz^^zo    ou    z=  C (h)  ^ 

et 

a;=— —  j    d*où    a=±:     .  ,.,.>..(0^ 

la  première  valeur  de  z  []équat.  (A)3  substituée  dan» 
l'équation  (g) ,  donne 

^  —  Cx  =  a  v^C  C*  +  1  ) (A)  , 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  la  proposée.. 

La. seconde  valeur  de  z  [  équat.  (i)D>  prise  avec 
ïe  signe  négatif  et  substituée  dans  l'équation  (g)  ^ 
donne 

y+    y =     . l: 

y/a»— 07»        \^  d'—cc^ 
d'où 


a* — x* 


X* 


et  par  conséquent, 

y+x-  =  a- (/)k 

ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée  (/). 
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ïn  elFet ,  il  est  aisé  de  yoir  que  cette  équation  sa*- 
tisfait  à  la  proposée  ,  mais  qu'elle  ne  peut  rien  avoir 
de  commun  avec  l'intégrale  (k) ,  car  quelle  que  soit 
la  valeur  qu'on  donne  à  la  constante  C  dans  l'équa- 
tion (  A  )  ^  on  ne  pourra  jamais  reproduire  l'équa- 
tion (/). 

La  simplicité  de  l'exemple  que  nous  venons  de  nous 
proposer  ;  nous  met  à  même  de  comparer  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus  par  cette  métbode ,  et  ceux 
que  nous  obtiendrons  par  les  méthodes  d'intégration 
des  équations  différentielles  du  premier  degré  entre 
deux  variables. 

Quarrant  l'équation  (/*)  ,  il  vient  celle 
y dx*  —  axydydx  4-  x'dy  =  a'dy''  +  a^àx^ (m)  , 

qui ,  résolue  par  rapport  ^  ày  ^  et  chassant  le  déno' 
minateur^  donne 

Taisant 

jf  =5»  y/a* —  a:* (o)  , 

zxdx 


d'où 


et  substituant  ces  valeurs  dans  i'équation  (n)  ^  on  a^' 
toutes  réductions  faites  ,  l'équation 


1  __— - 

(a*— j:*)*cîzi=aclr  V^Ca*— a;*)  (a*  — 1), 


a 


qui,  étant  divisée  par  (a*  —  x*)*  y/z* — 1 ,  donn^ 
l'équation  séparée 

.  dz  aàx 
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dont  l'intégrale  ebt  ^  en  passant  des  logarithmes  anx 
quantités  algébriques ,  et  représentant  par  q  une  coùs^ 
tante  arbitraire 

Substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de 

z  =         ^     ■    t  équat.  (o)] , 
Va*— a;» 

•et  multipliant  par  y/a* — jp*,  on  a 

"d'où  on  tire 

0» —  1            0*4. 1 
ou  v=  -2 x+  -ï ^  a [pjj 

ce  qui  est  Tintégrale  complète  de  la  proposée  ;  mais 
si  pour  simplifier  cette  équation  ^  nous  faisons 

4  OU 

■■      9  =  C+V/Cnp"i     et     ?^  =  ï/r+^; 

^lors  C  représentant  une  constante  arbitraire  ,  l'inté- 
grale complète  (p)  de  la  proposée  (/)  se  réduira  à 
l'équation 

tjui  est  identique  avec  celle  (fe).  Actuellement  pour 
trouver  par  la  règle  générale  prescrite  à  l'article  38 1  , 
les  solutions  particulières  de  la  proposée  (/) ,  éli- 
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ttinons  le  radical  de  l'équation  (k)  ,  et  difFérentlona 
l'écfuation  résultante  seulement  par  rapport  à  C  »  sans 
écrire  dC  ,  ce  qui  donnera  Téquatioa 

—  ayx+aCx*  =  aa*C , 

et  substituant  cette  ydenr  de  C  dans  l'intégrale  com^* 
plète  (A) ,  il  Tiendra 

Chassant  le  dénominateur  ,  réduisant  et  quarrant  afin 
d'éliminer  le  radical  >  nous  aurons 

transposant  y^o^  dans  le  premier  membre  >  et  divi- 
sant toute  réquation  par  a*— a;*,  il  vient  définitive- 
ment 

y-==a--a^    ou    y^+a^=a^; 

ce  qui  est  une  solution  particulière  de  la  proposée  » 
et  est  le  même  résultat  que  celui  (/)  donné  par  la 
méthode  précédente.  * 

402.  Toute  équation  de  la  forme 

dyP=(^ax"'+  by"")  dx^ (a), 

dans  laquelle  le  degré  p  sera  égal  au  produit  des  ex- 
posans  m  et  71  des  deux  variables ,  divisé  par  la  dilFé- 
rence  de  ces  mêmes  exposans  ^  se  séparera  aisément* 
En  effet ,  soit  Téquation 

mm  wî» 

d'où  Ton  tire 

nui 

dy  =  v/(  ax"»+  by»)'^'Z^dx (&)  ; 
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m  ' 

et  faisant  y  =  x^z {c)  , 

m  m— it 

d'où  dy  =  x*dz  -f x  *  2c£r , 


on  a ,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (b)  y  la  transformée 


fit  Ifl^-B  fit— • 

x^dz  4-  —  iT^zdx  =: a;  •    (  «  +  h^\^dx , 

71 


fit— it 

it 


et  divisant  toute  cette  équation  par ,  il  vient 


fil— n 


nxdz  -{-  midx  =: 

!  n  (a+iz")  '^  dx  , 

•où  Ton  tire 

dx 

ndz                 ^ 

X 

m — n             ' 

et  intégrant  y  on  a 


•         M.t 


const 


^  (a  +  ia»)  ""»  —nia 

qui  est  l'intégrale  demandée  ^  en  y  mettant  après  Fin— 
tégration^  la  valeur  de  z  déduite  de  Péquaidon  (c). 

Exemple.  Intégrer  V équation 

dy»  =  (ax*+  6y  )  dx* {J). 

Compararant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(a) ,  il  vient 


or; 


A  PLUSIEURS  TARIABLES.  i  ^^ 

,  .  mit      /       fl  X  l  \  . 

nous  aurons  donc  l'Intégrale  demandée  en  substituant 
les  valeurs  numériques  dep  ^  a. . .  .dans  Téquat.  (396) , 
ce  qui  donnera 

/— ^^  =  / ; (e), 

const.       J  ,    X  c  ^ 

(2+6z)* — aa 

Pour  effectuer  cette  intégration,  soit  fait 

u  =  V^a  +  6zi (e)  A 

d'où 

u**— a  •        udii  • 

g  3Be       ^  et     02=-»-** 

6     *  3 

Substituant  ces  valeurs  dans  Véquation  (c) ,  il  vient 

.a?     /^       i/Jg         /*         urfu 

conât.  Ju^  —  3u  +  a  J  (a— a)  (m— 1) 

u  —  1  (m  —  a)* 

Passant  des  logarithmes  aux  quantités  algébriques ,  on  a 
X  u  —  1 


const.        (tt  —  a)* 
mais 


(/); 


Donc  substituant  cette  valeur  deudansTéquation  (f), 
on  aura  une  équation  entre  les  deux  variables  x  ety , 
qui  sera  l'intégrale  complète  de  la  proposée  (d). 

4o3.  Remarque.  Puisque  l'analyse  enseignée  dans 
l'article  précédent ,  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs 
des  exposans  m  et  »,  pourvu  quelles  diffèrent  entre 
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elles  >  il  nous  sera  fort  aisé  de  séparer  les  équations 
différentielles  du  premier  degré  de  la  forme 


m 


rfy  =  (aa:*"+  iy"»**"*  )  dx (397)  ; 

daas  laquelle  p=:  1  et =  i  =p;  car  cette 

m -— 

711+  1 

équation  (397)  satisfaisant  aux  conditions  prescrites  à 

l'article  4oa  ,  nous  trouverons  tout  de  suite ,  par  una 

simple   substitution  dans  Téquation  (SgS}^  que  son 

intégrale  est  de  la  forme 

2..^  =  ^    P ± ....(398), 

const.        m+i    ■  »»  V  j  /  » 


dans  laquelle  »  =  ^ar-C^+O 


»7à 


SECTION  III. 

De  t intégration  des   Formules  et  équations 
différentielles  des  ordres  supérieurs. 


CHAPITRE  P\ 

Intégration  des  formules  différentielles  de  tous  tes 
ordres  à  une  seule  variable* 

404.  JlLtaKt  âoimée  une  formule  différentielle  â% 
l*ordre  /i,  telle  que 

dans  laquelle  P  ,  Q ,  R ....  V  représentent  des  fonc- 
tions de  la  variable  x ,  et  dans  laquelle  aucune  difFé-* 
rentielle  de  x  d'un  ordre  inférieur  à  n  n*est  considérée 
comme  constante ,  proposons-nous  de  trourer  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coefficiensP,  Q...V 
pour  que  l'intégration  de  la  formule  (399)  puisse  se 
ramener  à  celle  d'une  formule  différentielle  du  premier 
ordre  à  une  seule  variable. 

Nous  nous  contenterons  d'examiner  successivement 
les  cas  de  n=:a  et  rt  =  3^  ce  qui  fera  suffisamment 
connaître  la  manière  dont  on  devra  s'y  prendre  pour 
des  valeurs  supérieures  de  n  \  mais  avant  d'entrer  en 
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matière  ,  observons  que  si  nous  considérons  la  formule 
^99)  comme  provenant  des  differentiations  successives 
d'une  fonction  Xdex  jusqu'à  Tordre  n  ^  nous  pour  : 
rons  représenter  toute   la  formule  (Sgg)  par  d'^X. 
Ainsi  nous  poserons  l'équation 

,,.  +  Yda^' (4oo). 

4o5.  Considérons^'abord  le  cas  particulier  de  71= s , 
c'est-à-dire,  cherchons  la  relation  qui  doit  exister 
entre  P  et  Q  ^  pour  que  l'intégration  de  la  formule 

d^X:=2'Pd!'x+  Qdx» (c) 

puisse  se  ramener  à  celle  d'une  formule  difTérenflelIe 

du  premier  ordre  ^  et  représentons  cette  dernière  for* 

mule  par 

dX=Adx (i), 

A  étant  nne  fonction  de  la  variable  x,  Diiférentiant 
l'équation  (&}  ,  on  a  celte 

ddXzzzAddx  -|-  dAdx, 

qui  devant  être  identique  avec  celle  (a),  donne 

A  =  P (c) 

et  dA=qdx,  d'où  Q=2f; 

mais  dA^szdP  [équat.  (c)]  ;  donc 

«=ë ». 

ce  qui  est  l'équation  de  condition  pour  que  l'intégra- 
tion de  la  formule  (a)  puisse  se  ramener  à  celle  de 
la  formule  dilFérentielle  du  premier  ordre  (b)  »  ou 
plutôt  à  celle 

dX  =  Tdx. (e)  à  cause  de  A=  P. 
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L*éqaatîon  (e)  qiii  se  déduit  immédiatement  de  la  pro- 
posée (a)  I  en  e&açantdans  celle-ci  son  dernier  terme  ^ 
et  substituant  dan^  ce  qui  reste  les  dilTérentielIes  pre- 
mières dX  f  dx  à  la  place  des  différentielles  respect 
tives  du  second  ordre  JtX^  d^x^  est  une  première  in- 
tégrale de  la  proposée;  et  l'opération  extrêmement 
simple  qni  a  conduit  de  Téquation  (a)  à  celle  (e)  ^ 
peut  être  considérée  comme  une  première  intégration. 

Exemple.  Ramener  ^  si  c  est  possible ,  t intégration 
complète  de  la  formule 

ddX=[^+5ax*)ddx+(aoax«-  j^)dx*...(/), 

o  celle  dune  formule  diffihrentiellé  du  premier  ordre. 

Comparant  la  proposée  (/)  avec  la  formule  (a) , 
il  vient 

P=— T--l-5cx<    et    (^zssaoaà? 


DifFérentiant  la  première  de  ces  deux  équations  ^  on  a 

valeur  qui  est  identique  avec  celle  de  Q  ,  donc  la  pro- 
posée (/*)  a  pour  première  intégrale 

et  comme  l'intégrale  de  cette  dernière  formule  est 

X  =  b^x  +  aa^, 

nous  en  conclurons  que  cette  dernière  quantité  est  la 
formule  primitive  de  la  proposée  (/*). 

406.  Examinons  maintenant  le  cas  de  n=3^  c'est- 
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à-HJire,  celui  où  l'on  cherche  lea  relation!  qui  doivent 
exister  entre  les  coelKciens  P ,  Q  et  R  pour  que  Tinté- 
cation  de  la  formule  difTérentielle  du  troisième  ordre 

puisse  Be  ramener  À  l'intégration  d'une  formule  dïlTé- 
rentielle  du  premier  ordre ,  qne  nous  représenterons 
comme  dans  l'article  précédent, par 

dX=Adx (i). 

ï(aU  avant  de  parvenir  à  ce  dernier  but  de  noire 
recherche  actuelle  ,  voyons  quelle»  doivent  être  les 
conditions  nécessaires  pour  que  la  proposée  puisse 
éprouver  une  première  intégration  ,  c'est-i-dire ,  être 
ramenée  à  la  forme  d'une  quantité  dilTérentielle  du 
second  ordre,  telle  que  celle 

<PX=  A'ddx  +  Bctr* (c) . 

dans  laquelle  A'  et  B  sont  des  fonctions  de  x. 

La  formule  (c)  étant  considérée  comme  une  pr«- 
ïnière  intégrale  de  la  proposée  (a) ,  il  est  clair  que  la 

différentielle 
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et  (^) ,  il  vient 

Q  =  ^+3/Rtir (A), 

ce  qui  est  la  seule  équation  de  condition  nécessaire 
pour  que  la  proposée  (a)  soit  susceptible  d'une  pre* 
œière  intégration ,  et  puisse  être  réduite  à  la  formule 
difiPérentielle  du  second  ordre 

iPJÏ=  ?£?«+  ifKdx)  dx* (  0. 

Mais  d'japrès  ce  qui  a  été  démontré  dans  l'article  pré« 
cèdent^  la  formule  différentielle  du  second  ordre  (i) 
n'est  susceptible  de  se  réduire  A  celle  différentielle  da 

premier  ordre  (i) ,  que  si  fKdx  =  ^ ,  et  substituant 

cette' valeur  dans  l'équation  (k) ,  on  aura 

'i-^ «•■  . 

ce  qui  est  la  seconde  équation  de  condition  néces- 
saire pour  ramener  la  formule  (a)  à  celle  (b) ,  ou 
plutôt  à  la  formule 

dX=Pdx (/), 

en  faisant  attention  que  A  =A'=  P. 

Exemple.  I.   Ramener ,  si   cest  possible ,  Pinté^ 
gration  de  la  fonction  différentielle  du  troisième  ordre 

-„^     (a»-x*)'»d3x+3(a*-x'^)xdxddx+[a*+f2x»1dx3     ,    ^ 

a^Ar=. — — 77-— ^.  ^  ~ — ...(mj  , 

V/(a*— x*)^  ^    ^^ 

à  celle  de  Vintégration  d'une  fonction  différentielle  dz 
premier  ordre. 

Cojiparant  identiquement  la  proposée  (m)  avec  la 


:^3 C?)- 
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fonction  (a)  ,  il  vient 

1  3x 

-.          a*  -+•  20:*  ,   ^ 

et  R  =  — 77-T ;?:c (pu 

PifTérentiant  Téquatien  (n)  et  divisant  par  dx ,  on  sl 
dP_ «_ 

Actuellement  multipliant  Téquation  (p  )  par  dx  ,  in«* 
tégrant  et  doublant  l'intégrale  ^  il  vient 

Qf^dx  =     ..  . rr^ (r). 

Or,  ajoutant  les  équations  (q)  et  (r),  on  retrouve 
la  valeur  de  Q  [  équat.  (0)]  ;  donc  la  proposée  (jn) 
Si  pour  première  intégrale 

d'x=  ,,t^^,  -f  ..""f^  ,,s W  [éq-  (0]. 

De  plus ,  comparant  les  équations  (o)  et  ((7) ,  on  voit 
tout  de  suite  que  la  seconde  équation  de  condition  (k) 
est  satisfaite;  donc  Tintégrale  seconde  de  la  propo- 
sée est 

^^  =  i/(a--x') ('>    Cé«Iuat.(Z)3. 

Il  est  aisé  de  voir  d'après  cette  dernière  équation  ^^ 
que  la  fonction  primitive  de  la  proposée  est 

X=  arc  (%m  =  -  J  +  const.  [équat.  (i34)]. 

Exemple  I!.  S'occuper  de  la  même  recherche  que  dans 
V exemple  précédent  ^  en  considérant  maintenant  la  fonc^ 
tien  différentielle  du  troisième  ordre 

,3  Y      ^d^x  +  (  3x4  +  2x)  dxd'^x  —  dx^  ... 

d'^X  ==  — ■     ■  ■  ^       '      -; (k); 


DES  ORDRES  SUPÉRIEURS.  l85 

Nous  ayons  dans  ce  cas*ci , 


P  =  a;3        Q_!±t3     et     R  =  --., 


donc 


^-^'    2/R<fe  =  -a/;^  =  |; 


d'où 

Yaleur  identique  avec  celle  de  Q  ;  donc  la  proposée 
est  susceptible  d'une  première  intégration  ^  et  sa  pre- 
mière intégrale  est 

X 

Mais  en  comparant  les  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver  à  Q  et  à  ^ ,  il  est  aisé  de  voir  que  la  se- 
conde équation  de  condition  (^)  n'est  pas  satisfaite  ; 
donc  la  proposée  n'est  pas  susceptible  d'une  seconde 
intégration ,  et  ^  à  plus  forte  raison  ^  d'une  intégration 
complète. 

407.  Remarque.  L'équation  de  condition  Qi)  [*] 
exigeant  l'intégration  de  'R.dx  qui  peut  quelquefois  pré- 
senter beaucoup  de  difficultés ,  et  les  calculs  de  la 
seconde  équation  de  condition  (&)  ,  ainsi  que  de  l'équa- 
tion (  /)  y  étant  des  plus  aisés ,  il  sera  très-souveut  plus 
simple  de  commenter  par  voir  si  l'équation  de  con- 
dition Qi)  a  lieu  ;  et   si  elle  est  satisfaite ,  de  poser 


C*]  Cette  ëqnation  et  toutes  celles  dont  nous  parlerons  dans  ce( 
article ,  sont  xetatiyes  à  Tartide  précèdent. 
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l'équation  finale  (  /  )  quon  diiTérentiera  deux  fois 
de  suite ,  ce  qui  donnera  une  formule  difTérentielle  da 
troisième  ordre  »  laquelle  sera  identique  avec  la  pro- 
posée ,  si  cette  dernière  est  réellement  susceptible  d'une 
intégration  du  second  ordre. 

Mais  si  la  proposée  ne  pouvant  se  ramener  à  une 
fonction  différentielle  du  premier  ordre ,  on  veut  avoir 
du  moins  une  première  intégrale;  alors  la  méthode 
dont  nous  venons  de  parler  ne  peut  plus  servir  ^  puis- 
que dans  la  première  intégrale  cherchée ,  il  entre  la 
quantité  fKdx,  Ainsi  la  méthode  exposée  dans  cetto 
remarque  y  ne  peut  être  utile  que  si  la  solution  du 
problème  qui  a  donné  lieu  à  ces  calculs ,  dépend  ab- 
solument de  la  double  intégration  de  la  fonction  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre, 

408.  On  appelle  intégrales  double ,  triple ,  qua^ 
druple, . .  .les  quantités  telles  que 

ffF(^x,y. .  .dx,  dy, . .) }    fffH^yy-  •  -dx.dy. . .)  ; 
fffrPi^i  y-...dx,dy...) , 

dans  lesquelles  F(x  ^y, ,  ,dx,  c^» . .)  est  une  fonction 
différentielle  d'un  ordre  ou  degré  au  moins  égal  au 
nombre  de  signes  d'intégration  /  qui  la  précède.  Mais 
pour  éviter  d  écrire  dans  ces  indications  d'intégrations 
répétées ,  un  trop  grand  nombre  d'/à  la  suite  les  unes 
des  autres,  nous  n'en  écrirons  qu'une  ayant  comme 
exposant  le  nombre  qui  fera  connaître  combien  de 
fois  elle  doit  être  répétée.  Ainsi  pour  indiquer  l'inté- 
grale n^P^*  d'une  fonction  différentielle 

F(^x,y. . .  .dxydy. . . .)  , 

qui  est  au  moins  de  Tordre  ou  degré  u  >  nous  écrlroct^ 

pll{^x,y..,Mydy.,..). 
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409.  Lorsque  la  différentielle  première  dx  de  la  seule 
variable  x  dont  X  est  fonction  ,  est  considérée  comme 
constante ,  il  est  clair  que  la  différentielle  de  Tordre  n 
de  X  ne  pourra  se  présenter  que  sous  la  forme 

J»X=?)X(ir'* (401). 

Or  ,  je  dis  que  représentant  par  c ,  c',  c" des 

constantes  arbitraires^  l'intégrale  finale   ou  fonction 
primitive  de  la  proposée  (4oi) ,  sera  de  la  forme 

...-}.  cC«-0'x  +  cC»-0' (402). 

£n  effet ,  dx  étant  considérée  comme  constante  ^  il 
est  clair  que 

fçxdx*"  =  dxfçxdx , 

donc  pçxdx^  =  fdx  fçxdx  ; 

de  même  fyxdj?  =  da^f^xdx  ; 

donc    f^çxda? = fdx^fyxdx  =  dxfdxfyxdx  , 

et  par  conséquent 

f\xdj?  =  fdxfdxfyxdx. 

EaSn  généralement ,  on  trouvera  par  une  suite  de 
calculs  semblables ,  que 

f'^^3cdx?^'z=ifdxfdxfdx. . .  ,fixdx. . .  .(4^3)  , 

en  mettant  dans  le  second  membre  de  cette  équation , 
autant  de  fois  le  signe  /  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
le  degré  n  de  la  différentielle  de  la  variable  x. 

Mais  en  représentant  respectivement  par  ç'x ,  ç"x  , 
4^x. . . ,  les  fonctions  variables  des  intégrales  effectuées 
de  ^xdXf  f*xdx,  ç"xdx ^  on  aura 

y^xd!v=  ^^x  +  c  ^ 
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donc  fdxfyxdx  ,  ou 

p^xdj^  =  f{(f'ûcix'\r  cdj?]  =  Ç''^  +  ex  +  c^  ; 
d'où  il  s'ensuit  fdxfdxfydx,  ou 

P^ocdjc?  z=:f[jp''xdx  -f-  cxdx  +  c'dx^ 


2 

donc  fdxfdxfdxfyxdx ,  ou 

c 


c  c' 

=  ^*^x-| 5  a:*  +  —  a:*  -f  ^'^  +  c*- 

On  trouvera  de  même 


c'     ,  .  c" 


et  enGn  généralement 


c  _   .  .  c' 


. . .  .4-cC""*^'x+  cC—»y (a). 

Mais  de  Téquation  (4oi)  >  on  tire 

X=/*fx<ir*; 

donc  si  Von  représente  ^sifx  la  fonction  de  x  indi- 
quée précédemment  par  ç*^x ,  et  enSn  si  Ton  com- 
prend dans   les  constantes  arbitraires  c,  d les 

dénominateurs  numériques  qu'elles  ont  dans  l'équa- 
tion (a)  ,  cette  dernière  équation  se  rédnira  à  celle 
(4oû)  ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Exemple.  Trouver  V intégrale  finale  ou  fonction 
variable  primitive  de  la  fonction  différentielle 

(2x^+  i)  dx^. 
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nO  a                   çx=z  <X3?  +  1  * 
d'où        p'  x'=i  fno^àx  '\'  fdx-=z f-o:, 

^  J        ^  ^  lO  fl 


et    fx    ou 


et  substituant  cette  valeur  àefx  dans  la  formule  (4oii)  » 
on  aura  pour  Tintégrale  finale  demandée 

g~  +  'g"  +  cx»+  «^'jc  +  C*' 

4io.  Proposons-nous  maintenant  de  développer  Tin^ 
tégraleii''''''/*"fxcljr"en  une  suite  de  n  intégrales  simples. 

On  a 

d  {^xfifxdxl  =  dxfyxdx  +  xfxdx , 
d'où 

/dxfyxdx    ou    pfxdx^  =  xppxdx  —  fx^xdx , 

et  ajoutant  aux  intégrales  de  ^xc2r  et  de  xçxdx  les 
constantes  arbitraires  respectives  c  et  c^,  il  vient  com- 
plètement 

f*fxdji^=z  xfyxdx'-^  fxçxdx  +  CX+  c^ (c). 

La  diiFérentiation  du  premier  membre  multiplié  par  x, 
donne 

d^xp^xda^']  =  dxf^xdj^  +  xdxffxdx  ; 
donc  fdxp^xdx^,  ou 

Pçxdjp  =  xpfxdj^ — ficdxfyxdx , 
et  substituant  la  valeur  depfxdj^  donnée  par  Téqua* 
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tion  (a)  ,  il  vient 

P^xds?  =  x^fpxdx  —  xfx^xdx  +  ca:*  +  c'x 

*—  fxdxfyxdx (6). 

Or, 

cZ  (  oc^fyxdx)  =  2xdxf<pxdx  +  x*fxdx , 
doic 

fxdxfyxdx  ==  î  x^fyxdx  —  i  fa^pxdx. 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (i)  ^  rédmsàût 
et  ajoutant  une  nouvelle  constante  arbitraire  c"  à 
cause  de  la  troisième  intégrale  Jx^çxdx  qu*on  y  in- 
troduit,  on  a 

p(fxdx?  =  i  [cd^p^dx  —  zzfx^xdx  +  fx^^xdx  ] 
+  cx*+  c'a:  +  c" (c). 

On  trouvera  par  des  calculs  et  des  raisonnemeiis  sem-' 
blables , 

P^xdx^  =  — =  [x^fyxdx  —  Sx^fxÇfxdx 

En  observant  attentivement  la  loi  qui  règne  entre  les 
termes  des  trois  formules  (a)  ,  (c)  et  (d) ,  on  voit 
que  généralement 

/«çxdx""  = = [x^'^fyxdx — (ji-\)3S^'^fx^xdx 

4-^= ^- '  x^''Hx^(pxdx 

'  1.2  "^     ^ 

. . .  dz  fx'^'^^çxdx  ]  +  cx"~'  +  c'x"""* 

4-  c'^x--^  ^M  c'^x'^-^ . , . .+  cC»-»/ (4o4). 

Des  deux  signes  qui  précèdent  le  dernier  terme  inté- 
gral ,  le  positif  est  pour  le  cas  de  n  impair ,  et  le  né- 
gatif pour  le  cas  dç  n  pair^ 
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Appliquant  cette  méthode  d'intégration  répétée  à 
celle  de  la  formule  (a^-f'  1  )  ^  prise  pour  exemple , 
on  a  f  X  =  a:'  4*  ^  »  donc 

fjfxdx  =  —  +  a;   ^      fxfxdx  =  ^  -{ , 

x^        x^  xP        x^ 

fx^(^xdx  =  -g-  +  -g-,    faPtpxdx  =  —  +  -j  ; 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquatlon  (4o4)i  on  a, 
toutes  réductions  faites^ 

+  cx^+  c'x3+ c"x*  4-  (fx  +  c*^. 


^a* 


CHAPITRE  II. 

I}e  quelques  fonctions  et  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs  entre  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  variables  ,  aux- 
quelles on  peut  appliquer  des  règles  géné- 
rales pour  les  intégrer, 

4ii*1l  est  aisé  de  voir  d'après  la  formule  (48) 
[[art.  443  I  qu6  J^  forme  la  plus  générale  que  puisse 
avoir  la  différentielle  seconde  et  complète  d'une  fonc- 
tion F(x,^)  de  deux  variables,  en  ne  considérant 
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aucune  différentielle  première  de  variables  commo 
constante ,  est 

+  Kdxdy (4o5), 

en  représentant  par  A ,  B  ,  £ ,  H ,  K  des  fonctions 
de  X  et  dey.  Cela  posé.^  proposons-nous  de  trouver 
les  équations  de  condition  qui  doivent  exister  entre 
les  coefiiciens  A^B,  £,  H^  K  pour  que  la  fonction 
différentielle  du  second  ordre  (4o5)  soit  la  différen- 
tielle première  d*une  autre  fonction  différentielle  du 
premier  ordre  qui,  conséquemment,  est  Tintégrale 
première  de  la  proposée,  et  cherchons  quelle  est  la 
forme  de  cette  intégrale. 

Différentiant  la  formule  différentielle  da  premier 

ordre 

dFix,yy  =  Vdx  +  Qdy (a) , 

dans  laquelle  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  a:  et  dey , 
on  aura 

ddF(  x,y)=z  Vddx  +  qddy  +  d?dx  +  dC^dy. 
Or, 

dP  =  d^V  +  Jxp     et    dq  =  d'Q  +  drq  , 
donc 

ddF(^x,y)  =  ?d^x  +  qdy  +  ^  rfa:*  +  '^ rfy* 

Comparant  identiquement  cette  dernière  équation  avec 
celle  (4o5) ,  on  a 

dy   '^  dx 

Substituant 
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Snbsiituant  les  valeurs  respectives  A  et  B  de  P  et  de  Q 
données  par  les  deux  premières  équations  du  groupe  (c) 
dans  les  trois  dernières  équations  du  même  groupe ,  il 
vient 

'qui  sont  les  trois  équations  de  condition  nécessaires 
pour  que  la  proposée  (4o5)  soit  susceptible  d'une 
première  intégration  exacte ,  et  lorsque  ces  trois  équa- 
tions (4o6)  auront  lieu ,  on  trouvera  tout  de  suite ,  en 
substituant  les  valeurs  respectives  A  et  B  de  P  et  de  Q 
dans  l'équation  (a)  ^  que  la  première  intégrale  de  la 
proposée  (4o5)  est 

dF(^x,y)z=:Adx  +  Bdy (407). 

Exemple.  Trouver,  si  c'est  possible ,  lapremière  in-' 
tégrale  de  la  formule  différentielle  du  second  ordre 

d'F(x ,  7  )  =  axyddx  +  ^^  +  Gx ydx* 

+  ^*  +  4xVxdy-^^ (^, 

dans  laquelle  aucune  différentielle  du  premier  ordre  des 
variables  n'est  considérée  comme  constante. 

Comparant  identiquement   la  proposée   (  d  )   avec 
réquation  (4o5) ,  on  a 

A^ax^y\     B  =  5y^     E  =  6xy,     H=- 

et    K  =:  4^V  — '  —  ' 

d*A 

or  ,  -j—  =  6xy,  valeur  identique  avec  celle  de  E.  De 

,       ^^B       3 
pl«s,-^=:-,  valeur    identique  avec  celle  de   H. 
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Enfin  -^-^  -r  "2-  =  4^  —  -^j  valeur  identique  avec 

celle  de  K.  Donc  les  trois  équations  de  condition  (4c)€} 
étant  satisfaites ,  nous  conclurons  tout  de  suite  queriu- 
tégrale  première  de  la  proposée  (d)  est 

4ia.  Remarque  L  Nous  ayons  fait  voir  à  l'art.  55, 
comment  on  doit  opérer  pour  déterminer  si  tme  for- 
mule diiTérentielle  de  l'ordre  m  est  la  diEférentiene 
exacte  d'une  autre  formule  différentielle  de  Tordre 
m  —  1  ;  mais  cette  méthode  appliquée  à  réquation 

(4c5)  exigerait  — ^  =  6  équations  de    condition  ;   au 

lieu  que  la  méthode  de  Tarticle  précédent  n*exige  qua 
trois  de  ces  équations.  Il  est  vrai  qu'au  renToi  de  Tar- 
ticle  559  ,  nous  ayons  démontré  que  n  représentant  le 

nombre  des  variables, les  — 5: i  équations  de  con- 
dition exigées  par  la  méthode  de  l'article  55 ,  pou- 
valent   être  réduites  a  -i: --^^ ^  ,  ce   oui  ne 

donnerait  dans  le  cas  présent  que  trois  équations  de 
condition,  comme  par  la  méthode  de  l'article  précé- 
dent. Mais  malgré  cela ,  les  trois  équations  (4o6)  sont 
plus  commodes  que  celles  qu'il  faudrait  employer 
suivant  ce  qui  a  été  dit  au  renvoi  de  l'article  359. 

4i3.  Remarque  IL  Le  principe  démontré  à  l'ar- 
ticle 57  étant  appliqué  au  cas  particulier  que  nous 
avons  examiné  à  Tarticle  4^i  ,  donne  tout  de  suite  le 
résultat  (4^7)  >  et  généralement  ce  même  principe 
donne  subitement  la  (n  —  1  )'<"»'  intégrale  de  toute 
Ibnction  dilFtrentielle  exacte   d'un  ordre  n  entre  un 
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nombre  quelconque  de  variables ,  dans  laquelle  aucune 
différentielle  de  variable  d*un  ordre  <^  n,na  été  con- 
sidérée domme  constante.  C*est  ainsi  que  par  le  prin- 
cipe de  l'article  67 ,  nous  avons  trouvé  dans  le  mémo 
article ,  que  la  formule  différentielle  du  premier  ordre 
dont  la  formule  différentielle  du  troisième  ordre  for- 
mant le  premier  membre  de  Téquation  (/)  de  l'ar- 
ticle  49  ^^^^  1^  différentielle   seconde  exacte  ,  est 

6ydy  -«  — y-.  Cette  dernière  formule  est  ce  que  nous 

appelons  à  présent  la  seconde  intégrale  du  premier 
membre  de  l'équation  (/)  de  l'article  49- 

414*  Soit  actuellement  considérée  dx  comme  cons- 
tante ,  ce  qui  réduit  respectivement  les  formules  (4o5) 
et  (Jb)  de  l'article  (4iO  ^  celles 

ddF(x ,  y)  =  BcPy  +Eda:*  +  Hdy»  +  Kdxdy . . .  (4c8) , 

et 

ddF(x, y)  =  Qddy  +  ^  dx^+  ^5  jy 


\dy 

donc ,  des  cinq  équations  groupées  en  (c)  â  l'art.  4^  1  . 
la  première  disparaît,  et  nous  ne  pouvons  conséqiiem- 
ment  en  déduire  la  valeur  de  P  ;  mais  nous  tirons  cette 
valeur  de  la  troisième  équation  qui  donne 

(a)...d'P=Erfx,  d'où  F=f''Edx+fy  +  c,„(4oQ), 

en  représentant  par  c  une  constante  arbitraire  (*). 


(*)  Nous  ajoutons  h  rinicgrale  partielle  de  Eelx  ,  une  fonction  de 
la  seule  variable  y  et   une   constante  arbitraire ,  parce  que  par  l,i 
difierentiation  partielle  de  IVquation  (4<'9)  par  rapport  à  la  seule 
variable  x ,  la  quantité  variable J^  disparaît,  ainsi  que  la  constante  c 
et  l'on  retrouve  Tequation  c/^P  =:  Et/a:. 

10.. 
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Quant  aux  seconde,  quatrième  et  cinquième  équa** 
tiens  du  groupe  (c)  £art.  4^  i]  >  «^l^s  restent  les  mêmes. 
Actuellement  nous  observerons  que  le  premier  terme 
Addx  de  la  formule  (4o5)  n'ayant  disparu  dans  le 
cas  présent  que  par  révanouissement  de  ddx  ,  le  coeffi- 
cient A  est  toujours  =  P  ;  ainsi  la  première  équation 
de  condition  du  groupe  (4o6)  devient  actuellement 
l'équation  de  détermination  (a),  d*où  nous  avons 
déduit  celle  (409)  ;  il  ne  reste  donc  plus  des  trois  équa- 
tions de  condition  (4o6) ,  que  la  seconde  qui  n'éprouve 
aucun  changement,  et  la  troisième  dans  laquelle  il 
faudra  mettre  à  la  place  de  A  la  valeur  de  P  [[équat. 
(403)3  qui  lui  est  égale.  Nous  avons  donc  dans  le  cas 
actuel  de  dx  constante ,  les  deux  équations  de  con- 
dition 

qui  doivent  avoir  lieu  si  la  formule  (4o8)  a  une  pre- 
mière intégrale  exacte  ,  et  alors  cette  intégrale  sera 

dF(^x,y)  =  {f'Edx+fy  +  c)  dx  +  Bdy, . .  .(411). 

Ou  trouvera  une  application  de  cette  méthode  dans 
l'exemple  de  l'article  4ao. 

41 5.  Considérons  à  présent  les  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  ,  dans  lesquelles  dx  est  toujours 
regardée  comme  constante  ,  et  dont  conséquemment  la 
forme  la  plus  générale  est 

Bdy+  Edx^+  Itdy  +  Kdydx=o (412)  ; 

en  divisant  cette  équation  par  Bdx^,  il  vient  celle 

g  +  L  +  M^.  +  N|  =  o...«,3). 


I 


} 
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dans  laquelle  L ,  M  et  N  peuvent  être  des  fonctions 
de  toutes  ,  ou  seulement  d'une  partie  des  trois  quan- 
tités X,  y  i  -p.  Ainsi ,  représentant  pour  abréger  les 

trois  derniers  termes  de  l'équation  (4^3)  par  q> ,  ce  qui 
domie 

g=,.....«.4). 

BOUS  aurions  sept  cas  à  considérer  ,  savoir  :  les  trois  011 
ç  n'est  fonction  que  d'une  seule  des  trois  quantités 

a?,  y,  -f- ,  ensuite  les  trois  où  9  se  composerait  de 
dx 

deux  de  ces  quantités;  enfin  le  cas  où  ç  serait  fonc- 
tion des  trois  quantités  en  question  ;  mais  de  ces  sept 
cas ,  nous  n'en  considérerons  que  cinq  qui  sont  les 
seuls  auxquels  on  puisse  appliquer  des  règles  générales 
d'intégration  «  Quant  aux  deux  autres  cas  ^  savoir^  celui 
où  ^  est  fonction  de  a:  et  de  j^,  et  celui  ou  îp  est  fonction 

des  trois  quantités  x ,  y ,  -j-  y  nous  ne  pourrons  parler 

des  intégrations  de  plusieurs  espèces  d'équations  qui 
«ont  dans  l'un  de  ces  deux  derniers  cas  ,  que  dans  \qs 
chapitres  suivans. 

PREM  1ER    CAS. 

La  différentielle  dx  étant  regardée  comme  constante, 
on  peut  écrire  l'équation  (4i5)  sous  la  forme 


} 
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et  intégrant ,  il  vient 


en  représentant  par  c  une  constante  arbitraire  ;  ainsi 
l'équation  (c)  est  une  intégrale  première  dé  la  pro- 
posée (4^^)* 

Mais  dy  =dx  ,  ^, 

et  substituant  à  la  place  de  dx  facteur  sa  valeur  don- 
née par  réquation  (b) ,  on  a 


enfin   intégrant  ,  il    vient 

-     dx     \dx)        ,  j^ 

qui  est  une  autre  intégrale  première  de  la  proposée 
(4i5).  Ainsi  réquation  (4î5)  a  deux  intégrales  pre- 
mières qui  ,  en  effectuant  les  intégrations  indiquées 
dans  les  équations  (c)  et  (d) ,  donneront  celles 

.  =  .(|)+c    «   T  =  »'(l)+''> 

d*où  éliminant -^  ,  il  résultera  Téquation  primitive  entre 
a:  tty  de  Téquation  différentielle  du  second  ordre  (4^5). 
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Exemple.  Intégrer  Véquation 

ddy=dx  v/dy*+3? (e). 

Divisant  par  da^,  nous  avons  ç  ou 

/(l)=v/[(È)'+']' 

donc  réquation  {c)  nous  donnera 

— '  {i + vtd) + ■]} + ' '/'■ 

et  l'équatioi;!  (J)  nous  donnera  celle 

d*où  Ton  tire 

dy 
et  substituant  cette  valeur  de  -~  dans  réquatio)!  (/  )  , 

il  viendra  celle 

qui  est  Téquation  primitive  de  la  proposée  (c). 

SECOND     CAS. 


<p=j3^*   d'où  -^^=fy (4iG). 

Soit  fait 

dx^zdy (g), 

d'où  Ton  tire,  à  cause  de  dx  constante  , 

ddx  =  0  =  zddy  -f-  dzdy , 
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et  par  conséquent 

Substituant  cette  dernière  valeur  de  àày ,  ainsi  qne 
celle  de  dx  [équat.  (g-)]  dans  Féquation  (4iG),  ré- 
duisant et  multipliant  par  dy  ^  il  vient 

Cette  dernière  équation  étant  intégrée ,  donne 

d'où  représentant  toujours  par  c  la  constante  arbi- 
traire 2c  ,  on  tire 


V/2/j5^dy +c' 

cLoc 
mais  2  =  -7-  .  on  a  donc  T  équation 

«y 

Jo:  =  db -7=^== (^i), 

K  2/^t/y  +  c 

qui  est  Tintégrale  première  de  la  proposée  (4i6),  et 
intégrant  cette  équation  Qi)  ,  il  vient 


'=*/i 


qui  est  Tintégrale  finale  de  Téquation*  (4i6)- 
Exemple.  Intégier  l'équation 

ddy  V/(ay)  =  dx* (0- 

Nous  avons  dans  cet  exemple  ^ 


k. 
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donc        affydy=^f^^  =  +  4  /^, 

«t  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (h) ,  il  vien 
celle 

VTTWy ^^' 

ce  qniest  l'intégrale  première  de  Téquation  (£). 
Actuellement  pour  intégrer  Téquation  (i)^  faisons 
|/y  =  a*,     d'où    ^  =  «^    et    ày=,  i^dL , 
ce  qui  transforme  l'équation  (i)  en  celle 

et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (i53)  [[art.  aaa^, 
on  a 

enfin ,  mettant  à  la  place  de  z*  sa  valeur  |/y ,  il  vient 
ce  qui  est  Tintégrale  finale  de  l'équation  (j). 

TROISIEMECAS. 

ç=fx,     d'où     ^=/x....(4i7)- 

Ce  cas-là  ne  présente  aucune   cifficult^,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  à  l'article  409  1  puisqu'il  n'est  qu'un  ca 
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particulier  du  général  que  nous  avons  traité  dans  cet 
article.  Au  reste ,  on  pourrait  aisément  trouver  l'inté- 
grale finale  de  l'équation  {4^7),  en  suivant  la  même 
marche  que  pour  les  cas  précédens.  En  elfet ,  la  pro- 
posée (,4^7)  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 

donc 

^=ffxdx  +  c, 

ce  qui  est  l'intégrale  première  de  l'équation  (417)  ; 
mais  dy  :=zJ-'dx,  donc 

dy=.dx  fjxdx  -f-  cdx , 
et  intégrant^  il  vient 

y  -znfdxffxdx + car  -f-  c'  =  xffxdx  '^fjcfxdX'^X'^c^ 

[  form.  (4o4)]  *  ce  qui  est  l'intégrale  finale  de  la  pro- 
posée (417^  - 

QUATRIÈME     CAS. 

,=/(x,^).d..ùg^y(.,|) «,8). 

Faisant 

•=i (0.  -«ù  ^=ê. 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4i8)  >  il  vient 

dz  =  dxf(^x  ,  z) ', 
intégrant  cette  dernière  équation^   et  prenant  dans 
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riot^ralekyaleurde  s,  ona 

zsBF(XfC) ,    ou    dy=sdxF{x,c) (m), 

ce  qui  est  l'intégrale  première  de  b  proposée  ^  et  in- 
tégrant l'éguation  (m}  y  il  vient 

y=zfdxFix,c)+<f (n), 

qui  est  l'intégrale  finale  de  l'équation  (4i8). 

£XEXPLE.  ITrouver  F  équation  d'une  courbe  pUme 
Topporiée  à  ses  coordonnées  rectangulaires  x  ^  y ,  qui 
jouisse  de  la  propriété  d'avoir  chacune  de  ses  abscisses 
moyenne  proportionnelle  géométrique  entre  le  rayon 
osculateur  correspondant  H  une  constante  donnée  que, 
pour  plus  de  simplicité ,  nous  supposerons  être  l'unité» 

D'après  l'énoncé  de  la  question ,  nous  aurons  , 
abstraction  faite  du  double  signe  qui  précède  l'ex- 
pression générale  du  rayon  osculateur  []équat.  (io4) , 
art.  1723  >  et  qui  n'est  relatif  qu'à  la  situation  con- 
vexe ou  concave  de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des 
abscisses  ;  nous  aurons ,  dis-je,  Téquation  dliféreatteUe 
du  second  ordre 

qui  est  dans  le  quatrième  cas  que  nous  avons  examiné. 
Faisant 

«=^Céquat.  (/)], 
l'équation  (0)  se  transfonne  en  celle 


3 
dzz=? — \UT11.      d'où       ~  — 


dz. 

î» 
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et  intégrant  cette  dernière  équation ,  il  vient 

i  *  j.   >  ex— 1 

c— —  = —  1     Cl  ou    a=s — -=— - — - — ■     >.,-.; 

X        )/z-+i  V^[x*— (ex— 0*3 

dy 
mettant  à  la  place  de  z  sa  valeur  ^ ,  et  faisant  le 

développement  sous  le  radical ,  on  a 

dy= ic.-.Ux ^^^^^ 

ce  qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée. 
Pour  intégrer  cette  équation  p ,  soit  fait 

^  +  73;;;=$ (9); 

d*oà 

dx  =  d^    et    x>  +  -2^  -I ^  =  ^•• 

QCX  ^^  c* 


donc  «.  +  -_j  =  |._^^_^^,, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (^p),il  vient 


dyr^ 


1— c» 


enfin  intégrant  et  substituant  dans  l'intégrale  la  valeur 
de  ^  [  équat.  (</)3  ,  on  a 

y  =  c  V/x»— (ex— i)' ^X 

(i-c«)« 
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ce  qui  est  rèquation  indéterminément  complète  de  la 
courbe  cherchée. 

Pour  déterminer  lea  constantes  c  et  c\  et  d*abord 
la  première  c  ,  noiià  temonterons  à  Fintégrale  pre- 
mière (p)  qui  nous  fait  voir  que  l'angle  formé  par 
le  rayon  osculateur  avec  l'axe  des  abscisses ,  ne  peut 
^tre droit,  c'est-à-dire  qute  la  tangente  trigonométriqu» 

doc 

^»  de  cet  angle  ne  peut  être  =00,  qu'en  tant  qu'on 

aura  ex  — 1  =  0,  d'où  x  ==  -.  Or  si  nous  supposons 

que  le  point  de  la  courbe  où  le  rayon  de  courbure  est 
perpendiculaire  à  l'axe  des  a; ,  se  trouve  à  une  distance 
inSnie  de  l'origine  de  ces  abscisses^  l'équation  pré- 
cédente se  réduira  à  celle 

-  =  -,     dou    C=:  o, 
o        c 

ce  qui  réduit  l'équation  (  r  )  à  celle 

Actuellement  si  l'on  fait  y  =0  lorsque  a:  =  1  ,  on  aura 
c'=:  o;  ainsi  l'équation  précédente  se  réduira  à  celle 

\_x -{- \/ x-—ij 
qui  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 

CINQUIÈME    CAS. 

Faisant 

(r) dx^zdy  ,     d'où     dx''z=zz^dy^ (s), 
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on  aura  ddx:=io=zzdy'^dzdy, 

et  par  conséquent 

Jij'  =  -^ (0: 

mais 

ddy=dafj(^,  i)  Céq.(4i9)  et  (r)3=»Vyy(^,  i)  [éq.  (,)]  i 

donc  égalant  cette  valeur  de  ddy  avec  celle  donnée 
par  1  équation  (0  *  il  viendra 

intégrant  cette  dernière  équation  ,  et  prenant  dan» 
rintégrale  la  valeur  de  2,  on  parviendra  à  une  équation 
de  la  forme  z  =  F(^,  c)  ,  et  remettant  la  valeur 
de  s  [^équat.  (r)]  ,  on  aura 

dx=dyY{y,c), 

ce  qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée^  et 
cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  étant 
séparée  ^  on  en  déduira  aisément  Tintégrale  finale  de  la 
proposée  (4i9)- 

Nous  allons  maintenant  parler  de  deux  espèces 
d'équations  différentielles  qui  ,  quoique  d'un  ordr^ 
quelconque  m ,  s'intègrent  si  aisément  d'après  ce  qui  a 
été  dit  dans  ce  chapitre ,  que  nous  croyons  ne  pas  devoir 
différer  de  nous  en  occuper. 

4 1 6.  Soit  en  premier  lieu  proposé  d'intégrer  l'équation 


Faisons 


(«), 
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ce  qui  transforme  réquation  (4^0)  en  celle 

dz  =:  fzJLx  y 

laquelle  étant  intégrée,  et  prenant  dans  l'intégrale 
la  valeur  de  2  en  a; ,  donnera  une  équation  de  la 
forme  z  =  F  (  a: ,  c) ,  et  substituant  cette  valeur  de  « 
dans  réquation  (a)  ,  on  aura  celle 

dont  l'intégration  se  réduira  à  une  suite  m—  1  d'inté- 
grations simples  par  le  moyen  de  la  formule  (  épé^  ) 
fart.  410]  >  ce  qui  donnera 

"1.2.3...  (m— 2)^  ;rva;,«;jax      v.^7i— ^;x 

.  .  .i:/x»"F  (x,c)  dx'\  +  c'a:"-*+  c"x~-3+  c'"x^^ 
,..+cC'«-»)' (421). 

Exemple.  Intégrer  l'équation 

d^  =  adx*  V^d^^ (6). 

Divisant  cette  équation  par  dx^^  elle  devient 

^  =  ^\/ê ^^^' 

et  faisant  -^^  z=  a  [  équat.  (a)] ,  la  proposée  (è) ,  ou 

plutôt  réquation  (c),  se  transforme  en  celle 

dz  , 

— —  r=  adx  , 

dont  l'intégrale  est 

ii\/zz=zax  +  c ,     dou     2  = ^ , 
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ainsi  puisque  nous  avons 

m  =  4    et    F(a:,  c)  =;  ^    ,   J^    \ 

4 
la  formule  (4^0  nous  donnera 

1   r"jc*  30 

y=: I  —  f(ax+cydx fx  {ax  +  c^dx 

+  i/x»  iax+cy  dx}  +  c'3(^+  c''x+c"'; 

effectuant  les  intégrations  simples  (  art.  ài  i  ),  et  faisant 
toutes  les  réductions  nécessaires ,  il  yient 

oc^  na^oc^     ,   acx  ,     ^H   ,,-.»,     ir 
y  =^  L-[3-  +  —  +  cJ+cV+c^or+c-, 

qui  est  Tintégrale  demandée. 

417.  Proposons-nous  en  second  lieu  d'intégrer  Inéqua- 
tion différentielle  de  Tordre  m 

Soitfait       a  =  _j;i (û), 

dou  -7- r=  - — *i-       rt       -5 —  =  -—2.' 

ox      dx"'"^  dx*       dx^ 

Substituant  ces  valeurs  de  ^^  et  de  ,  ^£^[éq.  (a)3 
dan^  la  proposée  (422)  ,  on  a  la  transformée 

ddz 

z?=fi w. 

qui  ,  étant  dans  le  second  cas  examiné  à  l'article 
41 5,  pourra  être  intégrée:  ainsi  représentant  l'in- 
tégrale de  réquation  (6)  par  z=F(x^c,  c')  ,    et 

iubsti  tuant 
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substituant  cette  valeur  de  z  dans  Féquation  (a)  ,  on 
aura  celle 

^'"•-«y  =  F  (x,  c,  c')  dr»-*, 

dont  Tintégrale  donnée  par  la  formule  (/io/0  [art.  4^0} , 
eera 

—  (m— 3)  a*-</«F  (x,  c ,  c'  )  tir 

..... .±fiif"-'F{x,c,c')  dx]  +c'af^^+d'x'^ 

+c"ar-^ +cC"-')' (4a3). 

Exemple.  Intégrer  l'éqtuUion 

à*y  /dxV  , . 

Faisant  z=  -^  [équat.  (a)^  ,  on  a  la  transformée 

ddz  a 

et  à  cause  que  -^  a  j  -^  =z  — j  ,  l'équation  (h)  de 
Tarticle  4iS  >  donnera 


et  intégrant  ^  il  viendra 

^=         7       +^>    ^^"    ^=V  L    c  J' 

donc  à  cause  de  m  =  4  et  de 

/r(  co:  —  c'  )•—  al 
F(x,  c,  cO  =  ^^2^ ^ ^J , 

2.  14 
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réquation   (4^3)  donnera 

+  c''x  +  cr (d). 

Faisant 

cr  —  (/  =  tt ,    d'où    dx=z  —  , 

c 

on  trouvera  que  pour  effecluer  les  intégrations  de 
l'équation  {d)  ,  on  n'a  qu'à  intégrer  des  fractions 
telles  que 

v?du  u*du  udu  du 

et 


X/lu^—ay    Vlu^—à]'    y/lu-— a:]  ^^  Vl^'^—ay 

Or  y  les  première  et  troisième  fractions  sont  dans  le 
troisième  cas  d'intégration  immédiate  (art.  ai5)^  la 

seconde  fraction  mise  sous  la  forme . 

y/_,  y/a—u- 

a  son  intégrale  donnée  par  l'équation  (i5i)[art.  aao]  , 
et  l'intégrale  de  la  quatrième  fraction  est  donnée  par  Ja 
formule  (i38)  fart.  ûo/]]. 

Toutes  ces  intégrations  étant  effectuées  ,  mettant 
pour  u  sa  valeur  ex  —  c',  et  réduisant,  on  trouvera 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  demandée. 
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CHAPITRE  III. 

De  Vintégration  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  deux  variables  j 
lorsqu^onfait  éprouver  à  ces  équations  cer^ 
laines  modifications  exigées  par  les  condi-^ 
lions  des  problèmes  qui  ont  donné  lieu  à  de 
pareils  calculs ,  ou  que  ces  modifications 
sentent  à  faciliter  les  intégrations  qui  con^ 
duisent  aux  solutions  des  problèmes  en 
question. 

4i8-  1-L  arrive  souvent  que,  soit  par  les  conditions 
des  problèmes  qui  ont  conduit  à  des  équations  diffé- 
xentielles  du  second  ordre  entre  deux  variables  ,  soit 
pour  faciliter  les  intégrations^  on  considère  comme 
constantes  certaines  fonctions  des  différentielles  pre^ 
xnières  des  deux  variables ,  ou  d'une  seule  de  ces  diffé- 
rentielles  combinée  avec  les  variables  primitives  ;  alors 
diiFérentiant  ces  fonctions  ,  on  égale  la  différentielle 
À  zéro  y  ce  qui  établit  une  équation  d*où  Ton  tire  une 
valeur  de  ddy  ou  de  ddx  qui,  substituée  dans  la  pro- 
posée ,  donne  l'équation  différentielle  qu'il  faut  défini- 
tivement tâcher  d'intégrer. 

Quelques  exemples  éclairciront  ceci. 
!•.  Proposons-nous  d'intégrer  l'équation 

d-c»  ^dy^-^-dx"  =  bdyddy (a). 

i4*  • 
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En  considérant  la  fonction  V^c(y*+  do?*  comme  étant 
constante ,  ce  qui  donne 

d  V^c(y*-|-ÉCF  =  o  *     d'où    dyddy  :=  —  dxddx  ^ 

dxddjc 


donc  </c(y  == 


dy-' 


Substituant    cette   valeur  dans  la  proposée  (a),   et 
divisant  par  dx  >  il  vient  Téquation 

dx  V^dy+  ctr*  =  —  icîcîx , 

dont  rintégrale  première ,  vu  que  le  facteur  radical  est 
constant  ^  est 


X  V^4y»H-dx^=—  bdx  +  c  |/iy*+  dx^ (i) , 

en  représentant  par  c  une  constante  arbitraire.  Chas- 
sant les  radicaux  de  Téquation  (&)  ,  et  prenant  la  va-* 
leur  dedy^iX  vient 

^         dx\/b--(x-cy 
^  a;  —  c  * 

dont  rintégrale  complète  est 

IP.  Cherchons  maintenant  Tintégrale  de  l'équation 
-^       xydyddx+ydydx^'-^xdxdy^^^xydxd'^Y         ^  ^ 

dfy^^"^ yc^y,      ^ — ^••••W* 

dans  laquelle  on  considère  comme  constante  la  fonc- 

xdjc 
tion ,  ce  gui  donne 

y 
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d  [ j  =  o ,  ou  yxddx  +ydx^'^  xdxdy  =  o  , 

et  réduit  Téquation  (c)  à  celle 

-^  xdxdy xdx  d(dy^ 

ccdx 
dont  Tintégrale ,  d*après  la  considération  de égale 

à  une  quantité  constante  y  est 

xdx         1 
^  =  — X^V  +  c      ou     yfydy^cydy'=ixdx. 

Ainsi  Tintégrale  finale  de  la  proposée  est 

419*  Avant  de  continuer  nos  recherches  sur  les  ob)et9 
que  nous  nous  sommes  proposé  de  traiter  dans  ce  cha- 
pitre, nous  croyons  devoir  entrer  dans  une  petite  di- 
gression qui  nous  sera  utile  pour  la  parfaite  intelligence 
de  ce  que  nous  avons  encore  à  dire  sur  ces  objets,  et 
même  sur  d'autres  sujets  traités  dans  le  reste  de  cet 
ouvrage. 

La  traduction  analytique  de  l'énoncé  d'un  problème 
indéterminé  du  premier  genre ,  étant  une  équation  entre 
deux  variables  x  et  y  ,  il  est  indifférent  de  déterminer 
les  valeurs  de  j^  par  celles  données  à  x,  suivant  des  diffé- 
rences de  variations  constantes  ,  ou  de  faire  l'inverse  en 
supposant  les  différences  premières  de  y  constantes ,  et 
déterminant  les  valeurs  de  x  d'après  cette  supposition. 
En  effet ,  il  est  évident  que  chacun  de  ces  deux  pro- 
cédés donne  également  à  Tune  quelconque  des  deux 
variables ,  la  valeur  qui  la  met  dans  sa  vraie  relation 
avec  la  valeur   donnée  arbitrairement   à  l'autre  va- 


À 
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riable ,  puisque  c'est  toujours  d*après  Téquation  qui 
exprime  cette  relation ,  que  la  valeur  trouvée  pour  la 
première  de  ces  variables  est  déduite  de  celle  donnée  à 
Tautre  variable.  Par  exemple,  soit  proposé  de  trouver 
quelles  doivent  être  les  valeurs  correspondantes  de  y 
et  de  j:^  afin  de  satisfaire  à  la  condition  que  la  première 
de  ces  deux  variables  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  x  et  une  quantité  constante  p.  Ce  problème 
mis  en  équation  y  donne 

y—  i/px (a). 

Faisant  successivement 

on  a    ^^=0,     Vv t     V^P»     V^3p...vpooJ 

et  les  termes  correspondans  de  ces  deux  séries  satisfont 
toujours  à  la  condition  exigée  par  Ténoncé  du  problème. 

Mais  de  l'équation  (a)  on  tire  celle  x  =:*^ ,  et  faisant 
successivement  dans  cette  dernière  équation  , 

^  =  0  ,     1  ,     a  ,    3. ...00     1 

1        4        0         00*   V (c)  f 

on  a        a:  =  o,    -,    -,     2 —    I  ^^ 

P       P       P  P    J 

et  de  même  que  ci-dessus ,  les  termes  correspondans 
de  ces  deux  séries  satisfoat  toujours  à  la  condition 
exigée  par  Ténoncé  du  problème.  Mais  dans  les  deux 
séries  (b) ,  les  différences  premières  de  x  étaient  cons- 
tantes ,  et  celles  de  y  étaient  variables  ;  au  lieu  que 
dans  les  deux  suites  (c) ,  ce  sont  les  différences  pre- 
mières de  y  qui  sont  constantes,  et  celles  de  x  qui  sont 
variables.  Donc  il  est  indifférent  pour  la  solution  dn 
problème  proposé ,  de  prendre  les  ùx  ou  les  Ay  cons- 
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Mais  suivant  la  notation  du  calcul  différentiel,  les 
variations  de  la  différence  d  une  variable  étant  indi^ 
quées  par  la  considération  que  la  différentielle  de  cette 
même  variable  n'est  pas  constante,  et  la  constance  de  la 
différence  d'un  certain  ordre  d'une  variable  étant  in- 
diquée par  la  constance  de  la  différentielle  du  même 
ordre  de  la  variable  (art.  Zq  et4o) ,  il  est  clair  que 
ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  différences  Ax 
et  Ay  des  variables  x  tt  y  ,  sl  également  lieu  pour  les 
différentielles  dx  et  dy  des  mêmes  variables. 

420.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  il  s'ensuit 
évidemment  qu'étant  donnée  une  équation  différentielle 
d'un  ordre  supérieur  entre  deux  variables  x  et  y ,  dans 
laquelle  la  différentielle  première  de  l'une  d'elles ,  par 
exemple ,  c!x ,  a  été  considérée  comme  constante  y  oa 
pourra  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre 
où  ce  sera  la  différentielle  dy  qu'on  considérera  comm» 
constante,  et  la  différentielle  dx  comme  variable  , 
sans  que  cette  transformation  altère  la  vraie  solution 
du  problème  qui  a  donné  lieu  à  l'équation  en  question. 

Pour  opérer  une  telle  transformation ,  on  complet- 
*  tera  la  proposée  par  la  méthode  enseignée  à  l'article  52;- 
ensuite  on  la  réduira  à  la  transformée  demandée ,  en 
faisant  évanouir  les  termes  où  se  trouvent  les  différen- 
tielles d'ordres  supérieurs  de  celle  des  deux  variabl'es 
qni  ,  dans  la  proposée ,  avait  sa  différentielle  de  même 
ordre  que  l'équation  qu'on  veut  transformer. 

Rendons  ceci  plus  sensible  par  le  calcul  d'une  sem- 
blable transformation  que  nous  ferons  éprouver  à  une 
équation  différentielle  d'ordre  supérieur ,  dans  l'inten- 
tion de  rendre  plus  aisée  l'intégration  de  cette  équation. 

Exemple.  Intégrer  r équation 
(x*—  3x)  dyddx  +  (6 — ^x)  dydx*—  aydx^  =  o . . .  (a)  ^ 
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dans  laquelle   la  différentielle  ày  a  été  considérée 
comme  constante. 

L'intégration  demandée  présentant  trop  de  difficul- 
tés ,  nous  allons  transformer  Téquation  (a)  en  une  autre 
où  dx  sera  considérée  comme  constante  et  dy  comme 
variable  ,  dans  Tespoir  que  nous  aurons  plus  de  facilité 
à  intégrer  la  transformée. 

Divisant  réquation  proposée  (o)  par  dy^,  il  vient 

^  .     —  ^  ddx   .   ,n     /  N  ^^^           ds?  ,,^ 

(a:«-3^)  ^  +  (6-4x)  _— ay  _=o (A). 

Mais  lorsque  dy  est  constante ,  la  seconde  équation 
du  groupe  (Si)  [^art.  ^93  >  ^^°^  laquelle  il  faut  mettre 

y  pour  X,  et  réciproquement,  nous  donne  -^7-=  (^,) , 

y 

donc  réquation  (6)  deviendra 

(X*  — 3x)(^,)  +  etc.  =0 (c), 

et  mettant  actuellement  à  la  place  de  (^1)  sa  valeur 
donnée  par  la  seconde  équation  du  groupe  (5i)  en  y 
prenant  dx  constante^  c'est-à-dire ,  y  faisant  ddx=zo  ^ 
réquation  (c)  se  changera  en  celle 

qui ,  multipliée  par  ^  ,  donne  Téquation 

(3:r— X*) £%4- (6— 4x)  djciîy— -ayctr*===o  , 

qui  est  la  transformée  demandée  que  nous  intégrerons 
sans  peine  ;  car  la  comparant  identiquement  avecTéqua* 
tion  (4o8)  [art.  414] ,  on  a 

B=3x— x^    E=5— fly,    H=o    et    K=:6— 4ar. 
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Jy-n 

Or,  -ï— =  o,  valeur  identique  avec  celle  de  H  ;  donc 

la  première  équation  de  condition  f  groupe  (4io)^  ^st 
satisfaite  ;  et  pour  qu'aussi  la  seconde  soit  satisfaite . 

îlfeut  que  6  — 4a;  soit=      ^-^    "^ ^     ji-j^-t-  j 

6  —  4a:  =  —  2x  + -^+ 3  —  20: , 

d*où     !^  =  3    ou    dfy  =  '5dy    et    fy=Zy. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (4i  i)[]art.4i4]9 
on  a 

o==-— a^ittfa:+3yclr  +  3xJy---a:*dy-|-cJa:..  ..(d), 

qui  est  la  première  intégrale  de  la  proposée  (a)  ,  et 
qui /intégrée  eQe-même^  donne  pour  intégrale  finale 
de  la  proposée, 

o  =  c'  —  od^y  +  3ay  +  ex. 

4ai.  Si  d'une  équation  différentielle  dans  laquelle 
d!r  ou  ^  a  été  supposée  constante ,  on  veut  passer  a 
une  autre  équation  dans  laquelle  ce  soit  une  fonction 
de  ces  différentielles  qui  devienne  constante  ,  à  la  place 
de  la  simple  différentielle  dx  ou  dy  de  variable  qui 
l'était  d'abord ,  alors  on  complettera  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  par  la  méthode  enseignée  a  l'art.  52 , 
en  considérant  les  différentielles  de  variables  comme 
étant  variables  ;  ensuite  différentiant  la  fonction  de 
différentielles  qu'on  veut  considérer  comme  constante , 
on  égalera  sa  différentielle  à  zéro ,  et  prenant  dans 
l'équation  résultante  la  valeur  de  ddy  ou  de  ddx^  on 
la  substituera  dans  l'équation  différentielle  proposée 
complettée. 


dxddx 
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Par  exemple ,  dous  savons  intégrer  Téquation 
ddy^=zjydjc^  [équat. (4i6),art.  4i5,  a'  cûw.], 

dans  laquelle  dx  est  constante.  Mms  si  par  de  nouvelles 
recherches  relatives  au  problème  qui  a  donné  lieu  à 
cette  équation  ^  on  veut  avoir  son  intégrale  dans  l'hy- 
pothèse que  ^(dy^'\'dj[^)  est  une  quantité  constante^ 
ce  qui  donne 

<î|/(  «^+  doc^  )  =  o    ou     dyddy  '•{^dxddx 

d'où      Air  =  — -^-^     ou    ddy=. ,     , 

«dors  complettant  la  proposée  comme  si  dx  était  va- 
riable y  ce  qui  change  cette  équation  en  celle 

dxddy  —  dyddx  z=zfyda?  , 
il  n*y  aura  plus  qu'à  substituer  dans  cette  dernière 
équation  la  valeur  de  ddx  ou  de  ddy  trouvée  précé- 
demment d'après  la  condition   que  V^dy*-|-«£?  est 
constante ,  ce  qui  donnera  l'équation 

ida^+dy-)ddy=fydx^, 
ou  celle        (  c/a7'+  c/y*)  ddx  =  — fydx^dy , 
qui  sont  également  les  transformées  demandées. 


CHAPITRE  IV. 

Intégration  des  équations  linéaires  de  tous  les 
ordres  entre  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables. 

422.  vJn  appelle  équation /i/i«z/rc,  celle  dans  laquelle 
la  différentielle  première  de  l'une  des  variables  étant 
considérée  comme  constante ,  toutes  les  autres  variables 
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«t  leurs  différentielles  de  tous  les  ordres  ne  se  combinent 
jamais  par  voie  de  multiplication  ou  de  division ,  et  ne 
sont  élevées  qu'au  premier  degré  dans  tous  les  termes 

de  réquation.  Ainsi  représentant  par  A  ^  B ,  G X 

des  fonctions  où  n'entre  pas  du  tout  jr^  l'équation 
Ayd3f'+Bdydjc'*"+Cdydaf"K .  .+dy = Xctr». . .  (424) 

est  une  équation  linéaire  de  l'ordre  n  entre  deux  va- 
riables. 

M.  Lacroix  trouve  que  cette  dénomination  de  linéaire 
est  impropre  ^  parce  qu'il  considère  ce  mot  ce  comme 
77  relatif  à  la  Géométrie ,  et  quen  l'appliquant  aux 
n  équations  ^  on  a  en  vue  la  ligne  droite ,  dans  l'équa- 
m  tion  de  laquelle  l'ordonnée  (  et  l'abscisse  également  ) 
))  ne  se  trouvent  qu'au  premier  degré.  On  ne  saurait 
ti  donc  (ajoute  ce  Géomètre)  regarder  comme  linéaires 
7)  des  équations  telles  que  dy  -f-  fydx  =  Qdx  qui 
y)  appartiennent  le  plus  souvent  à  des  courbes  trans- 
»  cendantes.  71  (Voyez  le  renvoi  de  la  page  sls.5  du 
second  volume  du  Traité  intégral  de  Lacroix).  Cepen- 
dant malgré  l'opinion  de  ce  savant  ^  il  me  semble  que 
ce  que  nous  appelons  ^  comme  l'ont  fait  beaucoup  de 
grands  Géomètres  ,  équation  linéaire  ,  peut  être  consi- 
déré abstraitement  ;  et  quoique  sa  dénomination  em- 
prunte de  la  Géométrie  un  mot  relatif  aux  lignes  qui , 
au  reste ^  peuvent  être  droites,  ou  courbes^  ou  même 
transcendantes ,  il  ne  peut  résulter  aucune  équivoque 
lorsque  le  calcul  ayant  pour  objet  la  Géométrie  ,  on 
dira  que  telle  équation  linéaire  dérive  de  tel  problème 
relatif  aux  surfaces  courbes  ou  aux  volumes }  car  ici 
le  mot  linéaire  indique  seulement  la  forme  de  l'équa- 
tion et  non  celle  de  l'objet  géométrique  auquel  elle  est 
relative.  D'ailleurs  pour  remplacer  ce  mot-là,  il  fau- 
drait, à  mon  avis,  employer  une  autre  dénomination 
que  celle  dont  il  faut  se  servir  suivant  l'opinion  de 
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M.  Lacroix;  car  dire  qae  Téquatioxi  i4^4)  ^^^  ^"^ 
équation  du  premier  degré  de  F  ordre  n  ,  me  paraît  im- 
propre y  puisque  cette  équation  est  du  degré  n  par  rap* 
port  kdx  f  et  qu'elle  pourrait  être  d'un  degré  supé- 
rieur par  rapport  à  a;;  il  faudrait  donc  ajouter  aux 
mots  précédens  écrits  en  lettres  italiques  ^  les  suivans, 
en  en  exceptant  la  variable  dont  la  différentielle  pre- 
mière est  constante  ,  ce  qui  serait  beaucoup  trop  long 
lorsque ,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite ,  on  a 
à  indiquer  plusieurs  fois  dans  le  discours  de  pareilles 
équations. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'intégrer  les 
équations  linéaires  de  Tordre  n  entre  deux  variables  , 
telles  que  celle  (424)  >  ^^s  laquelle  nous  n'avons  pas 
donné  de  coefficient  à  d'^y  \  ce  qui  peut  toujours  avoir 
lien ,  on  du  moins  s'obtenir  par  la  division ,  et  rend  les 
calculs  beaucoup  plus  simples. 

4a3.  Soit  d*abord  considéré  le  cas  où  les  coelficiens 

A»B,CyD sont  des  quantités  constantes ,  et 

X  une  fonction  de  x. 

Faisant  y  =  e*"'  ffxdx. . . .  (a)  , 

m  représentant  une  constante  indéterminée  ,  et  diffé- 
rentiant  successivement  cette  équation  jusqu'à  l'ordre  », 
on  aura  les  n  équations 
dyzzze'^'dx  [_m  ffxdx+fx'] 

ddy  =  ^'^dxj^m^  ffxdx+amfx  +  ^1 

cPy  =  e^dx^fm^  ffxdx+5mfx^m  ^  +  ^1 

dy=e^^dv^rm^  ffxdx+nm^'fx+  "l^Ulpl  m"'^  ^' 
n{^n-i){n-f,)         ,afx^        .dT^fin 


l 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (^4^4)  9  ^^  àî\i^ 
saut  par  ^"dx ,  il  viendra 

[A  +  Bth  +  C7ii*+  Brn^ +77i«]  ir»-'  fficdx 

+  [B  +  aCm  +  3Dm* +  nm^'-'']fxdx'"'' 

+  [  C  +3Dm.  • . ,+  !iIîîZi);,i»-a]  dfxdx^-* 


^mx 


e- 


Mais  i  cause  que  m  est  une  quantité  constante  indé 
terminée  y  on  pourra  la  prendre  de  manière  que  le 
coefficient  de  àc"""*  ffxdx  soit  ==  o ,  on  aura  donc 
pour  détenniner  la  valeur  de  m ,  Féquation  du 
j^imt  degré 

m» +  Dm'+  C7ii»+  Btm  -f.  A  =  o (4a5) , 

et  pour  déterminer  y^  y  on  aura  Téquation  linéaire  da 
1  ordre  »—  1 

B/xcir"-'+Crf/xdx'«-^+D'dyxdx"-3 J^d^-'fx 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger^ 
B'  =B+2Cm+3D77^^..+7l/n'»-' 
C=C+3Dm _^n(/i--i)^„,, 

D'=D ^n(»-0(«-a)^„_3|- 

22.5 

etc. 

Faisant  maintenant 

fx  =  eC"»  '^i' ffxdx (<0  . 
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en  représentant  par  (mi)  une  quantité  constante  indé* 
terminée,  et  dilTérentiant  successivement  l'équation (rQ 
jusqu'à  Tordre  /i  —  i ,  on  aura 

d*fx=e^'^'>dccff(miyffxdx+'2(mi)fx  +  ^1 
d'^'fx==e^"''>daf''r(imiy''ff^  (miy-^x 


.  (n— i)(yi— a) 


Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (fi)  ,  et  divisant 
la  résultante  par  e^^^^'dx ,  il  vient 

[B'+C'(mi)+I>'(mi)*. . .  .+(mi)«-»]  dx^-^ffxdx 
+a"""^a;  —  '^m+cmojx  » 


et  à  cause  de  (mi)  indéterminé^  on  peut  faire  éva- 
nouir dans  cette  dernière  équation  le  coelEcient  de 
dx^^^ff'xdx,  ce  qui  donne  pour  déterminer  (/wi)  » 
l'équation 

(mi)«-\  . .  .  +  D'(mi)*+  C  (mi)  +B'  =  o. . .  .(e)  , 
et  pour  obtenir^x ,  l'équation  linéaire  de  l'ordre  (n-z). 
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dans  laquelle  nous  avons  fait ,  pour  abréger , 
C'=  C'+  2D'(mi). . .+  (n— i(7ni)»-3 

v^iy +^^""^^^^^~^\mir-4-Cg)> 

etc. 

Fusant  encore 

fxzzze^^^ffxdx (h), 

(ma)  représentant  une  constante  indéterminée ,  et  dif- 
férentiant  successiyement  Inéquation  {K)  jusqu'à  l'ordre 
»— 'â  ^  on  a 

dfx  =  eC"»»>da;  [(ma)  ffxdx  +fx'} 
d'^fx=zé^'^>daf*^[jjn2Y'''ffxdx^^ 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (/) ,  et  divi- 
sant par  e("»*>*dr ,  on  a 

[  C  +  D"  (mQ) . . .  +(m2)'»-^]dx»-3  //"a:da: 
+[D". . .  .+(/i— 2)(m2)"-3]y^xAr'»-3 . .  .^d'^'^Px 

Xda^-^ 


^[m-^Çm  I  )-H(mit)Jx 


et  à  cause  que  la  quantité  constante  (7712)  est  indé^ 
terminée,  faisant  le  coefficient  de  dcc^"^  ff'xdx^zo  , 
on  aura  pour  déterminer  (ma)  ,  l'équation 

(ma)»-*. . . .+  D"(m2)  +  C'=o (i), 

et  pour  trouver  y"a;,  l'équation  linéaire  du  (/i— 3)''^'"' 
ordre 

"ùj^xdx^-^ . . .  +d^-H''x  =  ,  J'^ir ..  (k)' 


} (0. 
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dans  laquelle 

ir  =  0" +  (71  —  3)  (ma)»-3 

etc. 

EnCn ,  contiDuant  d'opérer  de  même^  on  parviendra  à 
ce  que  faisant 

il  résnltera  Téquation 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que  les  racines 
(ml) ,  (ma) . . . [m  (  ji  —  a)]  des  équations  («) ,  (i) . .  • . 
ne  sont  que  les  différences ,  de  deux  à  deux  ,  de  cha- 
cune des  racines  de  Téquation  (4^5)  >  en  partant  de 
la  seconde  racine,  à  celle  qui  la  précède.  En  effets  mul- 
tipliant réquation  (e)  par  (mi)  ^  et  ajoutant  au  produit 
l'équation  (4^5)  ,  on  a 

(mi)". . . .+  D'  (miy+  C'(mO*+B'(7ni)  +m» 

+  'Dm?+Cm*+Bm  +  A=:0', 

et  substituant  à  la  place  des  coef&ciens  B',  C,  D' 

leurs  valeurs  données  par  les  équations  du  groupe  (c) , 
il  vient 

. . .  +D  \jn?+  3/71»  (mi)+  3m  (mi)*+  (mi)3]  ' 

+C  [7/i*+2m(mi)+(mi)']4-B[7ii+(mi)]4-A=o. 

Mais  faisant  attention  que  chaque  série  renfermée  entre 
des  crochets  ,  est  le  développement  d'une  puissance 
entière  et  positive  de  m  +  (mi),  on  en  conclura 
aisément  que  l'équation  précédente  se  réduit  à  celle 

[m+(mi)]\  . .  .  +  D  [m+(mi)]'+  C  Cm+(mi)3* 

+  B  \jn-{-lmiy]  +  A=0. 

Or, 
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Or ,  cette  dernière  équation  est  du  même  degré  et  a  les 
mêmes  coefficiens  que  celle  (4^5)  ;  donc  si  Tune  des  n 
racines  de  Téquation  (4^5)  est  m,  Tune  de  ses  n-~  i 
autres  racines  que  je  représente  par  mf,  sera=m-)-(7ni), 
ce  qui  donne  (mi)  ^zm'"-^  m  ;  et  généralement  repré- 
sentant par  m^  m',  m" . .  .m^"^'^,  les  n  racines  de  l'équa- 
tion (4a5),  et  par  (mi),  (mi)',  (mi/ . .  .(mi)C»-*y, 
les  71  —  1  racines  de  Téquation  (e)  ,  il  est  clair^  d'après 
ce  que  nous  venons  de  démontrer  pour  la  première 
racine  (mi)  de  Féquation  (e)  ^  qu*on  aura 

(/ni)  =  Tïi  —  m 
(wii)' =  m"—  m 
{miy  ?=  m*—  m  > (o); 


"Maintenant  multipliant  l'équation  (f  )  par  (ma)  ^  et 
ajoutant  au  produit  l'équation  (e)  ,  il  vient 

(ma)»-» . . . .  +  D"  (7n2)*+ C  (ma)  +  (m  1  )«•« 
. . . .+  D'  (miy+  C'(mi)  +  B'=o  , 

et  substituant  les  valeurs  des  coefficiens  C" ,jy » 

groupées  en  (g)  ,  ensuite  indiquant  les  puissances  du 
binôme  (mi)  +  (ma)  au  lieu  de  mettre  les  déyelop- 
pemens  de  ces  puissances ,  on  aura 

Q'r^O  +  (^^3)?"'  •  •  •  •  +  DT(mi)  4-  {m2)y 
+  G  [(mi)  +  (ma)]  +  B'  =  o. 

Or,  cette  équation  est  du  même  degré  et  a  les  mêmes 
coefficiens  que  celle  (e)  ;  donc  (mi)'  étant  l'une  des 
n —  1  autres  racines  de  l'équation  {e),  nécessaire- 
ment on  aura 

(^i)'  =  (mi)  -f-  (ma)  ,     d'où    (ma)  =  (mi)'—  (mi)  ; 

tt  généralement  (m 0  ,  (mi)',  (mO^  .  .(^i)^""^^'  étant 
a,  i5 
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les  n—  1  racines  de  Téquation  (e)  ,  et  (/tiû),  (ma)', 
(/nfl)". . .  (ma)C«"^y  étant  les  n — a  racines  de  Téqua- 
tion  (f),  on  aura 

(/îia)=  (/îiiy — (mi),     (may=(miy —  (mi) 

Enfin  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de 
(mi),(miy groupées  eu  (o) ,  il  viendra 

(ma)  =2  m*—  inf 

(ma)'  =  m"—  m'  .  ,   ^ 

(ma)C«-3y=:  mC»-0'_7ii' 

On  démontrerait  de  même  par  le  moyen  de  Téqua- 
tion  (i)  et  de  celle  analogue  du  (n  —  3)"*"' degré  qui 
la  suit ,  et  que  nous  n'ayons  pas  considérée  particuliè- 
rement ^  que  représentant  par  (m3),  (m3)'...(m3)C«-0' 
les  71— -  3  racines  de  cette  dernière  équation^  on  aurait 

(m3)=(ma)'— (ma)  ,.,.(m3)C«-4y  :=:  (^aZ—sy—  (ma), 

et  substituant  dans  ces  dernières  égalités  les  valeurs  de 
(ma)  ,  (ma)'. . . . (ma)C"-3y  groupées  en  (/?) ,  on  aurait 

{(m3)=m"— m\ .  .(7ii3)C»-+y==mC»-y_;,i"}....(ç). 

Enfin  ,  la  continuation  d'un  pareil  calcul  conduirait  en 
dernier  lieu  à  l'équation 

[m  (/i—  1  )]  =  mC«-0'-,  mC«-0' (,). 

Donc  généralement ,  prenant  seulement  la  première 
équation  de  chacun  des  groupes  (o)  ,  (p) ,  (9). . .  . , 
et  enfin  Téquation  (r)  ,  on  aura 


DES  ORDRES  SVPERIEI^R^.  397 

tn  =te  m 
(mi)  =  m'  —  m 

(ma)  =  m  —  m                      ,  -  ^ 

(/»3)  =  m*'—  Tii"  '^ ^'^' 

[m  (/i-i)]  =  mC«--0'—  mC»-*^' 

Or  y  â  Ton  ajoute  toutes  ces  équations  et  qu'on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  la  somme  par  x ,  on  aura 

{ï»+Cmi)+(ma)+(m3), .  .+[m(»— 1  )]  }a:=mC»^0'x, 
et  par  conséquent  Téquation  (n)  se  réduira  à  celle 

/^"-'>'*  =  -t;^ (0. 

gin  X 

Rappelant  ici  l'équation  (a),  et  mettant  dans  celles 
(d)  ,  (A). . .  .les  valeurs  de  (mi)  ,  (ma), . . .  groupées 
en  (s) ,  on  aura  la  suite  d*équations 

f  Cn-^yx  =  et"»         -"»         3'  ff^^-'yxdx 

Donc  par  des  substitutions  successives  dans  ces  équa- 
tions ;  de  plus ,  ajoutant  une  constante  arbitraire  à 
chaque  intégrale  ,  et  représentant  ces  constantes  par 
c,  c,c" ..,  .cC'*'"'>',  on  aura 

. .  ./^^«^--^^-"«^•-^^Vrfx  r  ^^,r  +  cfe^'^>dx 

+  «t'-'^'} (A^^)* 

i5.. 
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on,  tant  que  l'équation  (4a5),  que  dorénavant  nom 
appellerons  V auxiliaire ,  aura  toutes  ses  racines  inégales, 

;. .  ./ef-.c-.y-„c— y].^r_^  +cc-ye™^"-y« 

4.cC«-^e"»^"'"*^'. .  .+c"€"''+c'e"»'*+ce"*. . .  .(427), 

en  représentant  reçcctivement  par  c^"""^'^  cC'*""*^'....c', 

c  les  combinaisons  de  c,  c/ cC"""^)',  c(«-0'  dans 

Tétat  primitif  où  se  trouvent  ces  constantes  arbitraires 
avant  les  développemens  des  intégrales  multiples  affec- 
tées de  constantes  arbitraires,  avec  les  racines  m, 
m\  m*. . .  de  Tauziliaire,  après  ces  développemens  qui 
ne  présentent  aucune  difficulté  ;  car ,  par  exemple  « 

m  —TU  m  — m 


{m  "jn  ){jn  -m  ) 


g(in«»— m)* . 


et  effectuant  la  multiplication  par  ^^  qui  n*est  qu'in- 
diquée dans  la  formule  (4^6) ,  on  a  ^  relativement  à 
l'intégrale  multiple  que  nous  avons  prise  pour  exemple, 
et  qui  n'est  que  triple  aGn  de  fixer  les  idées ,  la  quantité 

c'"e"»'^*  en  faisant  c*^ = 7-^5 „..   m — kts x- 

Afin  d'appliquer  la  formule  (4^"/)  ,  proposons-nous 
premièrement  d'intégrer  l'équation  linéaire  du  troi- 
sième ordre 

Comparant  ideatiquement   cette  équation  avec  la 
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générale  (4^4)  >  on  a 

n=r3,  A=6p3,  B=— 7p*,  C=o  et  Ar=a*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Tauxiliaire  générale  (435), 
on  a  pour  l'équation  (u)  ,  celle 

m^  —  7P*7ïi  +  6p'=  0 , 

dont  les  trois  racines  sont  m=— 3p,  m!z=:2p^  w!''=zp. 
Ainsi  l'équation  (427)  donnera 

y = e-3p*  /cS/^'cte  ferP'dxT^^  +  cV* 
-f  cVf^'  +  te-3p*- (v). 

donc 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (v)  ,  on  a 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  la  proposée  (u). 

Proposons-nous  pour  second  exemple ,  l'équation  du 
second  ordre 

€?y  +  pdydx  —  6p^ydx*  =  a'dû^ ......  (a?)  ; 

comparant  identiquement  cette   équation  avec  celle 


(*)  Voyez  pour  cette  intégration  et  les  tuivantes,  la  formule 
(ai4;[art.  366]. 
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(424) ,  on  a 

A=: — 6p',     B=p,     n=a    et    X  =  a'; 

donc  Tauxiliaire  de  la  proposée  (x)  est 

7ii*  +  pm— 6p*=o[form.  (4^5)] , 

dont  les  deux  racines  sont  m  =  ap  et  m'  =  —  Sp  ; 
akwi  l'équation  (4^7)  donnera 

jf = é'P'fe'-^P'dx  f^^  +  c'e-^'"+  ce^?' (y  ) . 

Mai,   y^=/(^.^=^;; 

donc      fe'-^-dx  f^^  -         ^^^^^^" 
donc      ye    ^  tfx  J  ^3^,  _  __^— — ^ , 

et  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (jr)  ^  il 
vienli  pour  intégrale  complet»  de  la  proposée  (x), 
réquation 

424.  Proposons^nous  actuellement  de  développer  la 
formule  (4^^)  ^^  ^^^^  ^^^  ^^  termes  qui  ne  ren- 
ferment chacun  qu'une  intégrale  simple;  et  pour  fixer 
les  idées ^  faisons  n-=i^. 

On  a  par  les  règles  ordinaires  du  calcul  différentiel  ^ 


im*x 


"•     -.'y     ^""  ^m»« •  •  •  W  î 

TU  — Wl       9 

donc  faisant  attention  que  le  dernier  terme^  de  eetto 
équation  est  =--«? Ti    >^-  >  U  viendra,  en  prenant 
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là  valeur  du  premier  terme  du  second  membre  de 
réqoation  (a)  ,  et  intégrant, 

~ I»*—  m"  J  ~^ ^''^' 

donc        f<f.^-«0*dx  fiff^-^'>dx  f^; 

m" — m^"'                    J  e*"  *        m* — /» 
X/eC-'-O'^y^ (c). 

Mais  les  valeurs  des  doubles  intégrales  qui  sont  dans 
chacun  des  deux  termes  du  second  membre  de  Téqua-* 
tîon  (c) ,  sont  directement  données  par  Téquation  (6) 
en  accentuant  convenablement  m  y  donc  par  les  substi- 
tutions de  ces  valeurs  dans  l'équation  (c)  ,  on  aura 

{mr—mr)(7nr—m)J  '?^~  {wr-m!%m"-m;)J  ' 

1 rxdx 

donc 

*Xctr 


g«^X 


y-gCm'-mD^da:  /eC«"-"^)^^  fe^^-^">dx  Ç 

Qm  —771  J  ^771  —771  )  J 

+  (TTl-'-TTl')  (77."-77l')  ^^  "^ V     ^'"''  ' 


'X.dx 

gtnWx 

'Xdx 
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Développant,  par  le  moyen  de  la  formule  (h)  ,  en 
intégrales  simples  les  doubles  intégrales  qui  se  trouvent 
dans  chacun  des  trois  termes  du  second  membre  de 
cette  équation ,  substituant  et  faisant  attention  que 
1 1 

1 1 

on  aura 


gm"* 


gCin/-m)*  /»XJa; 


e"»'* 


Mais  cette  intégrale  est  encore  incomplète,  et  nou» 
allons  la  compléter ,  en  observant  que  si  à  Tintégrale 

/    '^^^  on  ajoute  une  constante  indéterminée  c'^\  cette 


^p»r  oa  aiouie  une  consiaaie  uuieiermmee  C 
constante  devra  être  multipliée  par  la  triple  intégrale 


TU    — Tîl 


»g(m»-m0*cl-c 


'\» 


(m'"— 7i»')(m"— m') 
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et  par  conséquent^ 

Maïs  à  l'intégrale    de  /eC^^-^'O^dr  T^ ,  il   faut 

encore  ajouter  une  constante  indéterminée  c",  qui  par 
conséquent  devra  être  multipliée  par 

"^  m — m 

ainsi  il  faudra  encore  ajouter  à  Tintégrale  (J)  la  quantité 

De  même  devant  encore  ajouter  à  Tintégrale 

une  constante  indéterminée  c',  il  faudra  ajouter  à  l'in- 
tégrale (d) ,  la  quantité 

c'ye(«/-m),^_  if_ (  ). 

m  —  771 

Enfin,  on  complettera  entièrement  l'intégrale  (d)  ,  en 
ajoutant  encore  la  constante  indéterminée  c  qui  est 
relative  à  l'intégrale  finale.  Cela  posé  ,  ajoutant  à 
Tintégrale  (d)  les  quantités  (e) ,  (/) ,  (g)  et  la  cons- 
tante c  ;  ensuite  faisant  attention  que  tout  ce  qui  en 
résultera  doit  être    multiplié  par  e"**  pour  avoir  la 
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valeur  de  _y  [  éqoat.  (4a6)3 1  on  aura 

y — {m"'—mr)im"'—m') (m'"— m) \J  c"**  "•"*"  J 

^ (jn'—m"'){m'—m"){m'—m)\J  e™"  ^    ) 

^(m— «"OCm— m"Xm— in')\7    e^  ^    / 

Donc,  géoéralement ,  faisant  pour  abréger, 

0  =(ni— mOCm— m") [m— mC— 0']  "S 

/8'=(m'— m)(/n'— m")....C'R'— mC"-')']  / 

on  aura 
j,= + 

"•"  /S"  

•  •  •+ != jpr^T ^ (429). 

435.LEMME.  Des  équations  (37a)  et  (374)  C^>^-^°d3* 
on  déduit  aisément  celles 

Or, 

d  [Xfq'^dx  sin  6x]  =  dX  /q'^dx  sin  bx+Xq*dx  sin  ijc  ; 

d*où 

fXq'dxsin  bx=X  fq'^dx  sin  6a;  —  fdXfq'dx  sm  bx  , 
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et  substituant  la  valeur  de  f(fdx  sin  Aar[i'*  éq.  (43o)], 
il  Tient 

flLcfàx  An  bx  =  i  >  7,  n  ^a  ^  ^^'^  ^^^^ — ^  ^^^  ^"^^  ^ 


On  trouvera  de  même  , 

« 

fXq'dx cos ix  =  .    .j    .      (cos  ix/ç  +  ^  «in  io: )  X 

Substituant  successivement   dans  ces  formules  (  a  ) 
et  (A)  les  quantités  _  et   -^;   ^^  et    ^^^j 

-^-j   et  -T-7>  etc.  ,    a    la    place   de   celles   X  et 

•-7—,  on  aura  une  suite   d'équations    qui  donneront 

successivement  les  valeurs  de    /  -t—  q^dx  \         .    ; 

J    dx  l  cos  bx 

/d^X    ^ .    { %m  hx  ,         ,   ^. 

-j^ q^dx  <  ,  ,  etc.;  et  par  des  substitutions  suc- 
cessives jusqu'aux  valeurs  de/ X^^cZjî  j  ,  i  don- 
nées par  les  équations  (a)  et  (6)  ,  on  aura  celles 
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fx^dx  f '^  f = 21 P"  ^!''~t  ''°"  M  X 

■'     ^        l  cos  ox       m  Lcos  bxlq  +  i  sm  ix  J 

m*  \8in  Ax/<;f  —  b  cos  ix/ 
/dX        271  J^X    .    3/1»— 6^  J3X  V 

dans  lesquelles  nous  ayons  fait  pour  abréger  y 

{m  =  b^  +  {lqY    et    nr:^lq] (c). 

Faisant 
q  =  e""'',     d'où    A/  =  —  a    et    (/qf)*  3=  a*, 
les  équations  (c)  deviennent 

771  =  a*  -j-  i*    et    n  =  —  a  : 

substituant  ces  valeurs  dans  les   équations  (J^i)  ^  il 
vient  celles 

/-Y  ^axj  /^'"  *^ ^^^'   Ja  sin  ix  +  i  cos  ix^ 

■^  Icosix  a*4"^*  la  cos  ix —  b  sin  Jxj 

/^  g      dX         d'—b^    d*X 


X 


'+i»  fix  ^  (a^+60*  ^* 


be"^'     (b  sin  bx  —  a  cos  ^xl 
+  (a^4-ôa)46  costx  +  a  sin  ixj 

dont  nous  verrons  tout  à  Theure  l'utilité. 

426.  Nous  n'avons  considéré  dans  ce  qui  précède, 
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réqaation  linéaire  (434)>  <iue  dans  le  cas  où  toutes  les  ra- 
cinesde  son  auxiliaire  (4^5)  sont  réelles;  mais  cette  équa- 
tion (4^5)  peut  avoir  des  racines  imaginaires ,  et  à  cause 
que  celles-ci  se  trouvent  toujours  de  deux  à  deux ,  nous 
ne  chercherons  à  connaître  que  ce  que  deviennent  deux 
des  termes  de  la  formule  (4^9)  >  qui  sont  chacun  affec- 
tés de  Tune  des  deux  racines  imaginaires  conjuguées  en 
question  ;  et  afin  de  présenter  d'une  manière  claire  l'en- 
semble de  ce  calcul ,  nous  supposerons  que  Téquation 
proposée  étant  d'un  ordre  quelconque  n  ^  on  a 

m=  a  +  b  y' —  1     et     7nf=  a^-^b  v/—  i , 

et  nous  représenterons  parla  seule  lettre  Q  les  termes 
suivans  affectés  des  racines  réelles  in'\  m!" 

Substituant  les  valeurs  de  m  et  de  mf  dans  les  équa-^ 
tiens  du  groupe  (4^8)  ,  il  est  clair  que  les  valeurs 
de  jS  et  de  ff ,  respectivement  affectées  des  facteurs 
Tn"^ m' -:=::>  aiy/ —  i  et  m! —  m  = —  ai^/ —  i  ,  pour- 
ront être  imaginaires  ,  et  alors  elles  seront  réductibles 
aux  formes 

i8=:M  +  N\/— i     et    i8'=  M  — N  v/— !...(«) 

(^voy,  mon  Algèbre  ^  pag.  2^5  ,  et  mes  Mélanges  ma- 
thématiques ,  pag.  27  et  suivantes).  Mais  les  valeurs  de 
/S",  jS'" resteront  toujours  réelles  ;  car  si  Ton  re- 
présente par  q  celle  des  racines  réelles  m'\  m!" ,  qui 

se  trouve  dans  tous  les  facteurs  binômes  de  la  valeur  de 

l'une  des  quantités  jS",  ^'" ,  il  est  clair  que  cette 

valeur  sera  affectée  des  deux  seuls  facteurs  imagi- 
naires q  —  a—  b  ^/—  i  et^  —  a-\-b\/  —  i,  dont  le 
produit  est  la  quantité  réelle  (^  —  a)*+  b^\  donc  Q 
sera  une  quantité  réelle ,  et  Téquation  (423)  prendra 
la  forme 
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^  ~  m'+N  v/—  1 

+ à^-v^. ='+^ (*^' 

on  ,  réduisant  an  même  dénominateur  les  deux  pre^ 
miers  termes  du  second  membre  de  cette  équation  (6)  , 
faisant  attention  que  e^^'V^-"»  =  cos  ôx  zh\/— i  sin  Aa? , 
et  représentant  respectivement  par  se  et  2c'  les  cons^ 
tantes  indéterminées c+  c'  et  (c —  c')  |/ —  i ,  on  aura, 
toutes  multiplications  et  réductions  faite» , 

{(iMcoséa:+Nsin  bx)(c  +fe'^Xco&bxdx)  1 
_  +(M  sin  bx-^lScoi  bx)((/+fe'^X  sin  bxdJ)  i 

+  Q (433). 

Or  ,  nous  ayons  trouvé  dans  Tarticle  précédent  y  les 
valeurs  des  termes  intégraux  de  cette  formule  (433) 
[]équat.  (43a)]];  donc  l'intégration  de  toute  équation 
différentielle  linéaire ,  dont  Tauxiliaire  a  des  racines 
imaginaires,  n*offre  plus  aucune  difficulté. 

427.  Il  pourrait  se  faire  que  les  deux  termes  de  la 
formule  (429)  que  nous  supposions  dans  Tarticle  pré- 
cédent être  affectée  d*exposans  imaginaires  mzui'^b  y/- 1 
et  mz=za  —  iv'— 1  ,  eussent  leurs  dénominateurs  res- 
pectifs ^  et  jS'  réels;  ce  qui,  conséquemment ,  rendrait 
ces  deux  dénominateurs  égaux  :  il  faudrait ,  dans  ce 
cas-là,  faire  M  r=:  au  dénominateur  commun  à  ces 
deux  termes ,  et  faire  N  =0  ,  et  alors  la  formule  (433) 
donnerait  de  même  Tintégrale  demandée.  Par  exemple, 
l'équation 

d?y  —  5dydx  +  ^àyàj^  —  5y Jx^  =  x  Vx* 

a  pour  auxiliaire 

m^  —  3/71*  +  7771  —  5  =:  o , 
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dont  les  trois  racines  sont  7n=i+a  \/- 1 ,  771'=  i — 2  {/-  1 
etm*=  1  ;  donc 

et    r=(m"— m)(/i»''— m')=4; 

ainsi,  faisant  M  = —  8,  N  =  o,  et  divisant  haut  et 
bas  par  M=: — 8  ,  la  formule  (433)  donnera  celle 


C-* 


y  = -r-  C^os  ax  (c-f-yè""*ac^£ir  cos  ax) 

-f-  sin  ao:  (  c'  +  ffT'x^dx  sin  ax)] 

dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  les  valeurs 

des  deux  intégrales  fe~'^3:?dx  \   .  données  par  les 

formules  (43a) ,  et  celle  de  Tintégrale  fe^'o^dx  donnée 
par  la  formule  (ai 3)  [art.  a65]. 

4a8.  De  notre  formule  (433)  ,  nous  déduirons  aisé- 
ment  Fintégrale  de  Téquation  linéaire  du  second  ordre 

ddy'^Myàx'J>r^yàjc'—X,dx' (434), 

lorsque  les  deux  racines  m ,  m^  de  son  auxiliaire  sont 
imaginaires.  En  effet ,  puisque  7/1  =  a  +  i  ^Z —  1  et 
m'  =  a  —  h  1/ —  1  ,  on  aura 

in-^w!  ■=•  ai  y/ —  i     et    m! —  m  = —  ai  ^Z —  1 , 

donc      M  =  o,    N=:2i     et    M*+N*=4i*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (433)  dont 
nous  supprimerons  Q  qui  est  nul  lorsque  Tordre  da 
Téquatiou  ne  dépasse  pas  a  ,  nous  aurons 


e'*' 


y  z=:z—  [sin  ix  (  c  -f  /è""''*  cos  ixXrfx) 

+  cos  bx  (  c'— /e-*'  sin  bxX.dx)} (435)  , 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (434)- 
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Exemple.  Intégrer  l'équation  linéaire  du  second 
ordre 

ddy  -f-  sdydx  +  2ydx*  =  xdx* (a). 

Donc  A=a,  B=2,  X  =  aî,ce qui  donne  Téquation 
auxiliaire 

d'où    m= — 1  +  V/ — 1     et    7n'= — i  — V^ — i; 
donc  a  =  —  i     et    6=1. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4^1)  [_*2  >  ^^  ^ 

-^    •    r  sin  a; e*  po:  sin  a:  —  x  cos  x  +  cos  or"! 

l  cos  a?       22  Lx  coa  x  +  x  sin  x  —  sin  x  J  * 

et  enGn  substituant  dans  Téquation  (435)  ces  valeurs 
intégrales ,  ainsi  que  celle  de  a  et  de  6  ,  on  a ,  toutes 
réductions  faites , 

c  sin  X  +  c'  cos  X  ,   ,  .  .         ,,. 

y= p hi(^— !)..•.(&). 

ce  qui  est  Tintégrale  complète  de  la  proposée  (a). 

429.  Nous  ne  devons  pas  oublier  de  mentionner  le 
cas  où,  dans  l'équation  (434)»  on  aurait  B  =0  ;  car 
le  fameux  problème  des  trois  corps,  l'un  des  plus 
intéreasans  de  la  physique  céleste  ^  se  réduit  à  l'inté- 
gration d'une  éqaation  de  la  forme 

ddy  +  Aydx*  =  Xdx* (436). 

Or,  il  est  évident  que  l'auxiliaire  de  cette  éqaation 
étant  m"-f  A=o,  d'où  m=v/Ai/-i  et  7ii'=-^]/Av/-i, 


p]  Puisque  a  =  —  i  ,  on  a  d— «*  =  e*  :  ainsi  les  valeurs  det 
termes  inte'^anx  de  IVquation  (435),  appartiennent,  dans  cet 
exemple,  à  la  formole  (43i)>  en  y  faisant  9  =^e  ,  d^oil  Iq  ac  i. 

on 
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t)n  dura  a==o  et  t=  \/A  -,  donc  Téquatloa  (434)  sa 
rédoira  à  celle 


■*.* 


f    sin  (a:  V/A)  [c  +  /Xrfec  cos  {x  v/ A)]  l 

^_  l +co8(xV/A)  [c'—fXdx  sin  (a:V/A)] /     .  .^  ^ 
J' TTJ — : — C437)» 

gui  est  Tintégrale  complète  de   l'équation  (4^6)  du 
problème  des  trois  corps. 

43o.  Si  toutes  les  racines  m  ,  m',  m" ....  de  l'auxi- 
liaire (425)  sont  égales  entre  elles,  c'est-à-dire»  si  Ton 
9  i  intégrer  une  équation  de  la  forme 

^*jflZ})^:^pn-3tPydx'-3...'\'d'y=^Xdx'.  .  .(438), 

dont  l'auxiliaire  est  (m — p)'*=o  ;  alors  tous  les  déno- 
minateurs jS  ,  jS',  fi" igC«-iy  de  la  formule  (439)  étant 

nuls  ;  cette  dernière  formule  ne  pourra  servir  pour 
avoir  l'intégrale  demandée.  Mais  en  remontant  à  la 
formule  (4^6),  celle-ci  donnera  immédiatement  pour 
intégrale  de  l'équation  proposée  (438) , 

y  =  e^'[^fdxfdxfdx . . .  /  — — •  -j-cfdxfdx, .  ,fdx 
+  c'fdx. .  .fdx, .  .4-  cC«-»y/^-|-cC«-0'], 

qui ,  évidemment ,  est  le  développement  par  intégra- 
tions répétées  de 

y  =  c''J    -^^ («)  [équat.  (4o3)  ,  art.  409  ] , 

en  se  réservant  d'ajouter  les  constantes  c,  c'. .  .c("~0', 
à  mesure  qu'on  développe  le  terme  intégral  de  l'équa- 
a.  16 
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tion  (a).  Mais  nous  ayons  daas'  Téquation  (4^4) 
[art.  4^0 D>  1^  développement  complet  et  général  en 
intégrales  séparées  y  des  quantités  de  la  forme  de  l'inté- 
grale 71"^''  de  réqnation  (a)  ;  donc  mettant  dans  cette 

formule  (4o4)  >  ~^  ^  ^^  place  de  ^x ,  nous  aurons 

-y      i.a.3...(/i-i)L        J    e^'       ^'^  ijx—j  —j;^ 
5»  J       eP'     J         e/»* 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (438). 

Si  l'équation  linéaire  de  l'ordre  n  n'a  qu'une  partie 
de  ses  racines  égales,  il  est  clair  qu'on  devra  tou- 
jours avoir  recours  à  l'équation  (4a6)«  qu'on  déve- 
loppera ensuite  convenablement. 

Par  exemple  ,  soit  proposé  d'intégrer   l'équation 
linéaire 

diy  —  Sd^ydx  +  Q^dydx^-"  fiSdydx^ 

+  istydx^  =  xdx^ (6). 

On  a  A=:ia,  B  =  — a8,  C=a3,D  =  — 8  et 
X  =  X  ;  donc  Fauxiliaire  est 

m*—  8/n^+  a!5m^ —  28/»+  ia=o, 

qui  a  pour  racines  zn  =  2  ,  m'  =  2 ,  m"  =  1  et  m''''=3. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4^6) ,  on  a 

yz=ze^  Ifdxfe-'dxfe^dx  f-^ 
4-  cfdxfe-'dxfe^dx  +  dfdxfe-^dx  +  c'7dr +c'''] , 
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et,  développant,  il  vient 

y  =  —  4-  Jtî  +  c^'+  cV  4-  c'x^ + c'^'e^ , 
•^        la       ûb 

qui  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (b). 

43i .  Considérons  maintenant  l'équation  linéaire  da 
l'ordre  n 

Aydx^+Bdydx^-'+Cdydxf"-^. .  .+dy=Xdx'' 

[^  éqnat.  (424)]  >  ^^"s  1®  ^^s  où  les  coelliciens  A  , 
B  ;  C . . .  sont  constans  et  X  =  o;  ce  qui  réduit  l'équa- 
tion précédente  à  celle 

Aydx^+Bdydx''-'+Cdydx''-''. .  .-{-d^y^o. . .  (440), 

dont  l'intégrale  complète  se  déduit  immédiatement  ds 
celle  (4^7)  qui,  à  cause  de  X  =  o  ,  se  réduit  tout  de 
s  ai  te  a  l'équation 

432.  Si  l'auxiliaire  de  l'équation  (44°)  ^  ^^^  racines 
imaginaires  ;  par  exemple,  si  7m  =  a  +  è  {/ —  i  et 
Tnfz=a — b^ —  1  ,  alors  l'intégrale  (440  devient 

^=  e'^  (  ce*^K-^+  c'e-^^v^-»)  +  c"e"'"''+  etc. 

Mais         ^ix)/-^  z=i  cos  bx  ±  \/ —  1  sin  bx  ; 

donc 

y  =  e"*  [(c  +  c')  cos  bx  +  (<^  —  c')  l/ —  1  sin  6x)] 
^c"e'""^+  etc.  , 

ou  représentant  respectivement  par  c  et  c'  les  cons- 
tantes arbitraires  c+  c  et  (  c  —  c')  y/ —  1  ,  on 
aura 

y  =  e«^(c  cosZ^x  +  c  sin  bx)  +  c'e^"-^+  etc (a). 

iG.. 
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Exemple.  Intégrer  téquation  du  cinquième  ordre 

d^jr — lad^dx+Gad^dx*— i7ad*ydx^+256dydx* 

— iGoydx*  =  o (J). 

L'auxiliaire  de  cette  équation  est 

?ii*—  iflm*-{-  Gam^ —  ijzm*^  aSSm—  iSo  =  o , 

dont  las  racines  sont  7n=2+a^-i,  m' =2 — a^-i ,. 
m''=3+  V^—  i ,  m'''=3— t/— 1  et  m*^=a  ;  donc 
faisant  successivement  a=ay6=a  eta=3,&  =  i^ 
la  formule  (a)  donnera  l'équation 

^=e**[](ccosax+c'8inax)+e^(c''co8a:+e'"8inx)-|-c'^] 

qui  est  Tintégrale  complète  de  l'équation  (i). 

433.  Lorsque  l'auxiliaire  de  l'équation  qu'on  yeut 

intégrer  a  .des  racines  égales ,  il  est  évident  qu'on  ne 

peut  se  servir  immédiatement  de  la  formule  (4^9)  ,  en 

y  faisant  ^  comme  cela  doit  être ,  X  =  o ,  parce  qu'alors 

ce' 
les  constantes  r^  ^ en  même  nombre  que  celui 

des  racines  égales ,  et  que  nous  avons  respectivement 
représentées  par  c^c\  ...  (art.  430  «  seraient  des  quan- 
tités infinies  ;  il  faut  donc  alors  recourir  à  la  formule 
(4a6) ,  en  faisant  convenablement  le  développement  de 
chacun  des  facteurs  des  constantes  c ,  d . . , ,  Mais  si 
toutes  les  racines  de  l'auxiliaire  sont  égales  entre  elles  ^ 
c'est-à-dire  ^  si  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

•j-  îîi-lizil  p«-«d^dx«-^ . . .  ±:  dy=o (44a) , 

alors  l'équation  (  4^6  ) ,   dans   laquelle  il  faut  faire 

/■— 7-— -^7-=  o ,  se  réduisant  à  celle 
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yz=.^^\cfdxfdxfdx -^-c'fdxfdx . 

on  CQ  conclura  tout  de  suite  que  riatégrale  de  récjuft;- 
tîon  (Ji/^^  est 

y  =  cP*  [cx»^»4-  c  V-*+  c"a?«-3 

.....+  cC«-O'a;  +  cC«-0'] (443). 

Exemple  I.  Intégrer  t équation 

tfy  —  1 4d*ydx  +  G4dydx*—  96ydx»=  o. 

L'auxiliaire  de  cette  équatron  est 

m^-^  i^''**  +  64/»  —  96  =;=^o  , 

fjuî  a  pour  racines  7n  =  &,  m' =^4  ®*  7n*'=4î  donc 
ne  prenant  dans  Téquation  (436)  que  les  termes  affêc-» 
tés  des  constantes  arbitraires ,  il  vient 

Or,  le  premier  terme  entre  crochets  est  =icfe''**xdx 
-T".  _  -  tf"'"*'Ca:+i)  [form.  (ai3),  art.  aS5]],  etle seconff 

e' 
terme  est  = e~*'-,  donc  représentant  respectivc- 

(^ 
ment  par  e  et  c'  les  constantes   indéterminées  — >  - 

•et  — ^F-  ^  I .. — ^,  on  aura  pour  intégrale  çoipplète  ^e 

4 
)a  proposée 

y  —  «4*  [ca?  +  c'  +  c  V'-] . 
Exemple  II,  Intégrer  Véquation 

d4y_8d3ydx+2Gd*ydx*— 48dydx3+45ydx^ = o  (*) . 

— — ■-     .  -  I 

(*)  Je  B^ai  donne  ce  second  exemple ,  qn^aGn  de  rendre  plnsscn* 
«ibie  rntilitc  de  notre  théorie,  pour  intégrer  ircs-facilement  certaine», 
eqnations  qu^un  aurait  beaucoup  de  peine  à  intégrer  suivant  TasK 
«iennc  tbcori?. 
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.  L'auxiliaire  de  cette  équation  est 

w^ —  8/ii3+  aGm*  —  /fim  +  45  =  o , 

dont  les  quatre  racines  sont  m  =  3  ,  mf  z=z  3 , 
m"  =  1  +  a  V^ —  *  y  ^"  =1  —  2  \/ —  I  :  donc  ne 
prenant  dans  la  formule  (42S)  >  dans  laquelle  X  =  o  ^ 
que  les  termes  affectés  de  constantes  arbitraires  c  , 


c' y  on  aura 


+  dfdx  /e-^Ci-V-Oxjj;  +  cyrfx+  c"'-\ , 

et  développant ,  en  représentant  toujours  par  c  et  c' 
les  combinaisons  de  ces  constantes  arbitraires  dans  leur 
état  primitif  avec  des  quantités  constantes  réelles  ou 
imaginaires  ;  on  a 

Mais         c^^  ^""^  =  cos  ax  qi  «n  ao:  ^Z —  1  ; 

donc  représentant  respectivement  par  c  et  c'  les  quan* 
tités  c  +  c'  et  {^d^^c)  ^/— 1 ,  il  viendra  définitive- 
ment pour  intégrale  complète  de  la  proposée 

j'  =  e^[c  cos  aj:+  c'  sin  aoî  +  e*^  (  c"a:  +c''01' 

434.  Le  troisième  cas  que  nous  allons  considérer 
relativement  à  Téquation  linéaire  {^"^^  ,  est  celui  où 
tous  les  coefliciens  A^  B ,  C. .  .et  X  sont  des  quantités 
constantes,  et  pour  éviter  toute  équivoque  ,  nous  repré- 
senterons par  M  la  valeur  constante  que  nous  suppo- 
sons à  X;  c'est-à-dire ,  que  nous  nous  proposerons  d'in- 
tégrer l'équation  linéaire 

AyJx''  4-  Ddytir"-»  +  Céfydoc^-'' +  ^'^^ 

=  Mt£r» (444). 

Puisque  le  symbole  X,  dans  la  formule  (427)  [art.  423]* 
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représente  actuellement  une  quantité  constante  M ,  on 
peut  le  faire  sortir  en  dehors  du  signe  d'intégration 
^i  Taffecte  ^  et  successivement  en  dehors  de  tous  les 
signes  d'intégration  qui  précèdent;  de  manière  qu'alors 
réquation  (4^7)  deviendra 

4.CC— »y*e"^"^^'». . .  .+c"e«"*4.c'e«''+  ce"*.. . . (a)  j 

/^    dx      —  1 

donc 


mais 


^(«-lywiC^-aye"»^"-*^'»  * 


•  ^  ' 


continuant  ces  intégrations  successives  en  remontant 
jusqu'au  premier  signe  intégral  /;  effectuant  la  multi- 
plication de  l'intégrale  définitive  par  c"* ,  et  faisant 
attention  que  le  produit  m.zn'.m". .  .77i^*'"'y  de  toutes 
les  racines  de  Tauxiliaire  ,  est  égal  au  dernier  terme 
de  cette  équation  y  on  aura  pour  intégrale  complète  de 
l'équation  {^^^y 

435.  Si  l'auxiliaire  de  la  proposée  (444)  ^  ^^^  racines 
imaginaires,  celles-ci  se  trouvant  toujours  de  deux  en 
deux ,  nous  n'avons  besoixi  que  d*en  considérer  deux 
conjuguées.  Supposant  donc  que  m  =  a  -^  h  \/ —  1 
et  mf  '=za--'  b  {/ —  1  ,  et  représentant  par  la  seule 
lettre  Q ,  tous  les   termes  de  Téquation    (  44^  )  qui 
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gont  affectés  des  racines  réelles  de  l'auxiliaire,  on  aura 

M 

Mais  é=^*V— > = cos  bx  ±:  sin  bx  \/ —  i ,  donc 

M 
y  =  -^-f^'CCc+cOcosftx+Cc-cOl/— 1  6inix]+Q  , 

ou  représentant  respectivement  par  c  et  c  les  quantités 
constantes  arbitraires  c  -f-  c'  et  (c  —  c')  ^/—  i  ,  on 
aura  définitivement 

M 

J'  =  -^  4-  e''*  [c  cos  bx  +  c'  sin  Sx]  +  c''e"»"*+c'"e"»'** 

+  cC«-">ye'»^«-0', (^6). 

436.  Si  toutes  les  racines  de  Tauxiliaire  de  Téquatioir 
(444)  sont  égales  ,  alors  passant  toujours  la  constante 
X  =  M  en  avant  de  tous  les  signes  d'intégration ,. 
l'équation  (4^S)  donnera 

y=e-'[Mfdxfdxfdx. . .  .f^+  cf^-^dx^- 
+  c'/""*da;«-»+  c'f-^djc^-^ +cC«-0']  (*). 

rdx 

Mais  Mfdxfdx /  ■—  avec  un  nombre  n  de  signes 

M 
intégraux,  est  =  dz     ^^  ^^ ,  le  signe  positif  si  n  est  un 

nombre  pair ,  le  signe  négatif  dans  le  cas  contraire  ;  et 
puisque  toutes  les  racines  de  l'auxiliaire  sont  égales  à  m, 
on  a  A  =  ifc  7n",  les  signes  positif  et  négatif  dans  les 
mêmes  cas  que  précédemment  ;  donc  lorsque  toutes  les 


(*)  Voyez  pour  les  expressions  des  lermes  affectés  des  constantes 
aihitraires  c ,  c\  c". . . .,  Fcquation  (4o3},  en  y  faisant  ^  coustaute 
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i^açmes  de  réquation  proposée  (^444)  sont  égales ,  ion 
intégrale  complète  est 

'M. 

y  =  -jr  +  er'  [ca:«-'4-  c'3c^''''+  c"x'"-^ 

. . . .+  cC«-»)'a:  +  cC'-O'] ^44^), 

437.  Nous  allons  enfin  examiner  le  cas  où  tous  les 
coeiliciens  A,B,C,D....Xde  l'équation  (4^4)  ^"^ 
fonction  de  la  variable  x.  Mais  avant  de  commencer 
cet  examen^  nous  observerons  que  Tintégrale  complète 
d'une  équation  difierentielle  de  Tordre  n  étant ,  par 
exemple  , 

y=cFx+cTx+c''F\v. . . . -f  cC^-^ypC^-^Vj; (a)  , 

îl  est  clair  que  si  l'on  fait  successivement  toutes  les 
constantes  arbitraires,  excepté  une,  égales  à  zéro;  la 
constante  conservée  étant  successivement  c  ,  ensuite  c\ 
après  cela  c^^  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  jusqu'à 
celle  c^"~*y,  on  aura  un  nombre  n  d'intégrales  particu- 
lières ,  ou  valeurs  particulières  de^'  qui  seront  saccessi- 

vemcnt  cFx,  dF'x ,  c"F"x cC^-O'FC^-O'a;  ;  donc  si 

Ton  peut  parvenir  à  connaître  les  n  intégrales  particu- 
lières de  Fespèce  que  nous  venons  de  considérer,  d'une 
équation  différentielle  de  Tordre  n,  on  en  conclura 
subitement  l'intégrale  entière  et  complète  de  cette 
équation. 

438.  Afin  de  simplifier  le  calcul  et  de  fixer  les 
idées  dans  nos  recherches  sur  l'intégration  de  Téqua-*^ 
tion  linéaire  de  Tordre  n  (4^4)  >  lorsque  tous  les  coefiî- 
ciens  sont  des  fonctions  de  la  variable  x  ,  nous  ne  con- 
sidérerons d'abord  que  celles  du  troisième  ordre  ; 
c'est  -  à  -  dire  que  nous  nous  proposerons  d'intégrer 
réquation  * 

Ay+^^S^^P-^y-X  (a) 
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daisa  laquelle  A,  B,  G  et  X  sont  des  fonctions  de  x. 
Faisons 

y  =  ^W//(^)^ (6), 

en  représentant  par  ç  (x)  et  f(x^  deux  fonctions  in- 
déterminées de  X ,  que  nous  chercherons  à  déterminer 
d'après  la  condition  que  cette  valeur  dey  [équat.  (^)3 
satisfasse  à  l'équation  (a). 

DiiFérentiant  trois  fois  de  suite  l'équation  (b),  on  a 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  j^  [équat.  (6)3  dans 
l'équation  (a) ,  on  a 

=x («0- 

(^)  On  a  genëralemenc 

^   n(n^i)  (n-^)  d-^(x)  d*f{x)  ,  ,  rf"-'/(^) 
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Or,  à  cause  de  la  fonction  indéterminée  ç(x)  de  x, 
on  peut  prendre  le  coefficient  de  ff{pc)  djc  =  o,  ce  qui 
donne  pour  déterminer  q>  (x)  ,  Téquation 

a,c«)+B^+C^>+d!^'=o (.,. 

et  pour  déterminer  f(x) ,  l'équation 

A'/(x)  +  B'î^+C'^=X...Cf). 
dans  laquelle  nous  avons  fait,  pour  abréger, 

B'  =C^(a:)+3D^?^  ^ ^^^' 

G  =  D^x 

Or,  réquation  (e)  n*est  autre  chose  que  celle  (a)  , 
en  faisant  dans  cette  dernière  équation  X  =  o  ,  et  y 
mettant  ^  (x)  à  la  place  de  la  lettre*^  qui  représente 
elle-même  une  fonction  de  x.  Quant  à  Téquation  (/) , 
elle  est  d'un  ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  de 
l'équation  proposée  (o). 

Faisant  actuellement 

f{x)=(^,{x)ff,(^x)dx (A), 

en  représentant  par  ç>j  i^^ffX^)  deux  nouvelles  fonc- 
tions indéterminées  de  a; ,  on  a 

-1^ = %2 /•/.«  ■<-      i W. 
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■ 

Substîtiiaiit  ces  valeurs  et  celle  de  f(x)  [équat.  (A)]| 
dans  l'équation  (/*)  »  il  yient 

+  [B>.(x)  +  aC'^]/.(x) 

+  C>.(a:)^=X (A). 

Or,  â  cause  de  l'indéterminée  ^i(x)  ,  on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation ,  le  coefficient  de//,(jt)£/a: 
=0 ,  ee  qui  donne  pour  déterminer  ^i(r)  ^  réquation 

A'ft(x)  +  B'^)  +  C'^  =  o  ....(/). 

laquelle  est  la  mime  que  celle  (J) ,  en  faisant  dans 
cette  dernière  équation  X  =  o  ,  ety  substituant  ^i(x) 
kf(x).  L'équation  (7)  réduit  celte  (k)  à  Téquatioii 

Ay;(x).^'^=x ..(m), 

dans  laquelle  on  a  fait 

A-  =  BV,W  +  .C^n ^,„_ 

B-=C'»,W  ' 

qui  n'est  que  du  premier  ordre  ^  et  qui  sert  à  déter- 
miner f,(x). 

Faisant  enfin 

en  représentant  par  ^.(x)  et  fa,(x)  deux  fonctions  in- 
déterminées de  a:  ^  on  a 
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et  substituant  cette  valeur  »  ainsi  que  celle  de  /i(a:) 
àans  réqnation  (m) ,  il  vient  celle 

[^A>.(x)+B'  ^>]  ff.(x)dx+B'<p.(x)f^=X^ 

'dans  laquelle  faisant  le  coefficient  de  ff%{pc)dx-=^o  i 
i  cause  de  rindéterminée  fs(x),  on  aura  pour  déter- 
minée f  s  (or)^  Féquation 

A>.(.r)+ 8-^^=0 0»), 

qui  est  la  même  que  celle  (m)  en  faisant  dans  cette 
dernière  équation  X  ==  o  ,  et  y  substituant  à  la  place 
^^fi  (^)  Ifl  quantité  ^%{x).  Enfin  on  aura  pour  déter- 
minerai (x) ,  l'équation  sans  facteurs  diiférentieii 

OWais  B"'  =C>,(x)  [2*  équat.  en  (n)] ,  et  C'=  D^  (x) 
[3*  équat,  en  (g^)] ,  donc  B''=D^(x)fi(a:)  ,  et  par 
conséquent 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (o)  ,  ensuite 
celle  qui  en  résulte  ponr  jf,  (x)  dans  l'équation  (A)  ,  et 
enfin  substituant  la  valeur  que  Ton  obtient  de  /"(x) 
dans  l'équation  (&)  ,  on  aura 

Donc  si  Ton  peut  parvenir  à  intégrer  les  équations  (e)  , 
{l)  et(p),  on  aura  l'intégrale  de  la  proposée  Ça). 
Mais  nous  allons  simplifier  ce  calcul  en  faisant  voir 
que  si  Ion  parvient  seulement  àintégrerFéquation  (je}, 
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on  n'aura  plus  besoin  d'intégrer  les  suivantes  (/)  et  (p) 
pour  avoir  ^,  (x)  et  ç%(x). 

En  eflFet,  multipliant  Téquation  (je)  par/^,(x)  dv , 
et  ajoutant  à  ce  produit  l'équation  (  /  )  après  y  avoir 
substitué  les  valeurs  de  A'^  B'  et  G  groupées  en  (  g)  ^ 
on  aura 

Af  (a:)^.(xyr+B[^î^/^  (x)  dx+ç^x)  ^,  (x)^ 

Or  y  il  est  aisé  de  voir  que  les  polynômes  que  mul- 
tiplient B  y  C  et  D  sont  respectivement  les  différen- 
tielles des  premier ,  second  et  troisième  ordres  de 
Ç(x)fÇj  (x)  dx  ,  divisées  pardx  élevée  a  une  puissance 
égale  à  Tordre  de  différentiation  ;  donc  Téquation  pré- 
cédente se  réduit  à  celle 

dx 

3i*  dx^  "'\)» 

laquelle  e8t  exactement  la  même  que  l'équation  (e)  ,  en 
mettant  dans  cette  dernière  la  fonction  de  x  exprimée 
par  ç{x)  f<pi(x)  dx  à  la  place  de  celle  représentée  par 
ç(x)'  Donc  si  Tune  des  intégrales  particulières  de 
Tespèce  de  celles  que  nous  avons  considérées  à  l'ar- 
ticle 4^7  de  l'équation  (e)  est  ^ (x)  =  cO) (x) ,  une 
autre  intégrale  particulière  de  même  espèce  que  nous 
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représenterona  par  cV(x)  de  Téquation  (e) ,  sera  égale 
à  ^(x)fyi(x)dx^  ou  plutôt  à  cO(x)/c,*,(x)dj:,  eu 
luettant  à  la  place  de  çx  sa  première  valeur  particu* 
Itère  dans  l'équation  (e),  et  à  la  place  de  ^,  (x)  sa  pre- 
XDière  valeur  particulière  c,^,(a^  dans  l'équation  (/)  ; 
on  aura  donc  cci^ipc)  f^^Çx)  dx=  c'o'(jc),  d'où  l'on 
tire  l'équation 

qui ,  dilFérentiée  et  divisée  par  dx ,  donne 

De  même  représentant  par  c^^'^x)  la  troisième  inté^ 
grale  particulière  de  l'équation  (e) ,  et  par  c[<l^[(x)  la 
seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  (  /)  ,  on 
aura  ,  par  un  raisonnement  semblable  au  précédent , 

Si  actuellement  on  considère  que  l'équation  (p)  est 
à  l'égard  de  celle  (/)  ,  ce  qu'est  cette  dernière  équa- 
tion par  rapport  à  celle  (e)  ,  on  en  conclura  aisément 
que  l'intégrale  de  l'équation  du  premier  ordre  (p)  ét.ant 
ç^  (x)  =  Ca<I>ft  (x)  ,  on  a 

M  '      '  .1.11  ■  Il 

[*]  D'ailleurs  si  l'on  veut  se  convaincre,  à  priori,  de  la  ve'rild 
de  celle  éqaalion  (w),  on  n'a  qu'h  multiplier  Fcquation  (/)  par 
f^a  (x)  dx ,  ajouter  au  produit  l'equatioa  (/?)  ,  en  y  substituant  les 
valeurs  de  A"  et  de  B''  ^roupces  en  (n) ,  et  rassembler  les  termes  qui 
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Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  respectives 
de  ^[  (x)  et  de  *,  (x)  [  équat.  (y)  et  (u)]  ,  on  a 

Ces  valeurs  étant  obtenues ,  commençons  à  mettre  dans 
l'équation  (s)  les  symboles  0(x),  0,(a:)  ,  0»(x)  qui  re^ 
présentent  les  premières  intégrales  particulières  des 
équations  (e)  ,  (/)  et  (p)  divisées  par  les  constantes 
arbitraires  correspondantes  c,  C(  et  c^,  à  la  place  des 
sjrmboles  respectifs  ^(x),  <^,(x)  et  ^a(x),  et  ensuite 
substituonsà  la  place  de  ^i(x)  et  de  ^«(x)  leurs  valeurs 
respectives  [équat.  (u)  et  (a;)3i  ce  qui  donnera ,  toutes 
réductions  faites , 


4^ 


pot  le  même  coefficient ,  ce  qui  donnera 

A>.(i)/^.(*>J«+B'  [-^^  /^.W«fa+^.  {*)<f.  W] 

Or  les  polynômes  qui  multiplient  B'  et  C  sont  respectivement  les 
différentielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  ^i(x)y^a  (x}djr 
divisées  par  dlr  clevce  à  une  puissance  du  même  degrë  que  Tordrft 
de  differen  liât  ion  j  donc  IVquation  précédente  se  réduit  à  celle 

A'^.i.)f,f.(.)J.+  ?ÎMf}JJt(im^  C''"M-)f-Hr)J'-i^^ 

Or,  cette  dernière  équation  est  du  même  ordre  et  a  les  mêmes  coeffi- 
ciens  que  celle  (/)j  donc  si  l'une  des  intégrales  particulières  de 
Péquation  (  /)  est  Ci«,(d:) ,  l'autre  Intégrale  particulière  de  la  même 
équation,  que  je  rejwésente  par  c\  *^  (j:),  sera  égale  à  ^t  ix)f^»(x)djr, 

ou  plutôt  à  c,ca*«(j:)/*a(x)</j:,  en  représentant  par  <f.(ar)=3Ca*a(ar) 

rintégralede  Téqnation  {p)  j  donc  /*.(a-)  dxz=.  — î 1—  ,  d'oU 

Cic«  •«(x) 

par  la  différentiation  et  divisant  par  dx ,  on  tire  l'équation  (w). 


■"'      «-* 


I 
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Alors  son  auxiliaire  difTérentielIe  étant  seulement  du 
second  ordre  et  de  la  forme 

n'aurait  plus  que  les  deux  intégrales  particulières 
C't(x)  et  c'^\x)  ;  ainsi  l'équation  (s)  se  réduisant  dans 
ce  cas- là  à  celle 

dans  laquelle  j'ai  mis  respectivement  c*  (x)  et  c,*,(x) 
à  la  place  de  ç  (x)  et  de  ^t(^)  >  et  G  à  la  place  de  D  , 
on  n'aura  plus  qu'à  substituer  la  valeur  de  O,  (x)  don- 
née par  l'équation  (ii)  ^  ce  qui  donnera 

Exemple  I.  Intégrer  l'équation 

Çydr*— 6xdx«dy-4-3x»dxd*y— x3d«y+xdx3=o. . .  .(0. 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle  (a), 
il  vient 

A  =  6,B=«=  — 6x,  C=3x»,D  =  — x3etX=— X. 

Donc  l'auxiliaire  différentielle  de  la  proposée  est 
6(p(^x)dx^—Sxdx^d(p(x)+Zx^dxd^<p  (x)— x'd^f  (x)  =  o , 
dont  l'intégrale  complète  est 

^  (x)  =  ex 4-  c'«*-f-  cV; 
donc  c^  (x)  =  ex ,     ou    *  (x)  =  x; 

de  même        4>'  (x)  =  x*     et    ^\x)  =  x^. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (j^) ,  on  a. 
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toutes  réductions  faites^ 

y=xfdxfdxj-^=xj    -^[éq.  (4o3),  art  409] 

[voyez  la  form.  (4o4)>  ^i^*  4^o!]  >  ^^  effectuant  les 
intégrations ,  on  aura  l'équation 

yz=xl  \/x  +  ca:?^c'x^+  ^x (cT), 

•n  comprenant  dans  la  constante  arbitraire  c'^.la  quan* 
tité  constante  l-^c". 

Supposons  qu'on  ne  connaît  que  les  deux  intégrales 
particulières  ^(x)=:x  et  ^'(x)=:a^  de  lauxiliaire 

différentielle ,  ce  qui  donne  *,(x)  =  —  [équat.  (a)] } 

CCx 

on  aura  donc  A''=^ et  B*=  —  [  équat.  (/i)]  ; 

mais  les  équations  (g)  donnent  B'  =  Ccx  -f-  3Dc 
et  C=Dcj;;  donc  B'=3cx3  —  3cx3=  G  et  C'=  — 
cj^,  ce  qui  donne  A"  =0  et  B"  =  —  c'a^.  Mettant 

ces  valeurs  dans  Téquation  (m) ,  il  vient  c'x^  -^y  ==it 
ou  d/j (x)  =  -7-3,  et  intégrant  on  a/,(x)  =—  -4-. 

C  X^  2C  X 

-f-  c''.  Substituant  cette  valeur  dans  Féquation  (A)  ,  il 

vient  f(x)  =—  —  f  — j  -1 X ,   et  intégrant  en 

dx 
ajoutant  une  constalïite  d*  à  Tintégrale  de  •-^,  on  a 

1         c'c"  c" 

/x= + x  + — ;  enfin  substituant  cette  va- 

-*         acx  "     c  ne 

leur  de  fx  dans  l'équation  (i),  ainsi  que    celle  de 

f  (x)=:cx^  et  ajoutant  une  constante  c'^  à  l'intégrale 

17.. 
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de  f{x)  dx  ,  on  a^  =^-  / \'c' c" xfxdx'\ —  xfax 

cd'd?       c^xf^ 
4-c*^x  =  xl  ^x  •\ 1- f-  c*^a:  ;  qu ,  repré- 
sentant respectivement  les  quantités  constantes  arbi-- 
traires ,  —  et  c*^  par  c  ,  il  et  c" .  on  a 

y  '=xl  ^/a7+  C3i?  +  c'a;*+  c^'o; , 

résultat  identique  avec  celui  de  (<f )  trouvé  précédem- 
ment. 
Exemple  IÏ.  Intégrer  t équation 

xdx* 
ydx*— xdydx+x*  (Ix— i)  ddy  +  -j —  =  o (  e'). 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(z)  ,  on  a  A  =  i  ,  6==— a?,  C  =a;*(  /a;  —  i  )    et 

X=  —  5—;  donc  Vauxilidre  différentielle  de  la  propo- 
sée est  réquation 

ç  {x)  daf^*-^xd^  (a:)  rfx+a;*(/x—  i  )  ddç  (x)  =s  o , 
qui  a  pour  intégrale  complète 

9  Çx)  =  clx  +  c'a:  ; 

donc  *  (x)  =  Zr  et  o'(x)  =  x.  Substituant  ces  valeurs 
dans  la  formule  (b')  ,  on  a 

. 7^r(^^— o^  r  — ^^ 

•^~  J     c^^)'    J x{ix—iy 

Or ,  —  /  — TT ^  =  "7 h  c',  donc 

/{Ix — ^)dx  f*    — dx      __  /^rfx        ,  f^(lx^\)dx  , 

c'jc    t^  /*dx 


ê 
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it  par  conséquent  on  a  pour  intégrale  complète  de  la 
proposée 

y  =  clx+c'x  +  lxj^jj^^ .(/). 

Si  l'on  veut   effectuer  l'intégration  indiquée  dans  le 

dernier  terme  ,  il  faudra  mettre  -r-r:  sous  la  forme 

xdljc, 
de  rj^  ,  et  faisant  /r  =  «  ,  d'où  x  =  e* ,  on  aura 

i  intégrer  — j-*  Or,  la  formule  (314)  [art.  aGS]  donne 

donc  remettant  i  la  place  de  z  sa  valeur  Ix  ,  on  aura 
,    rdx        e^r    .a     ,    2.3    ,    a. 3. 4  ,         n 

il  n'y  a  donc  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  dans 
l'équation  (/*')• 

439.  L'équation  (c^)  du  premier  exemple  de  l'article 
précédent ,  et  généralement  toutes  celles  d'un  ordre 
quelconque  n  de  la  forme  de  l'équation 

aydx''+bxdx'""dy+goc^dx''''''dy+hx^dx'"^^dPy,. . , , 
4-^«d"jf  =  X(ir».,..(448)^ 

dans  laquelle  a,i  ,g,  A représentent  des  quanf- 

tités  constantes  déterminées,  peut  toujours  s'intégrer 
par  les  méthodes  enseignées  aux  articles  4^3. .  .43o  ; 
c'est  à-dire  qu'on  pourra  toujours  transformer  l'équa- 
tion (44^)  en  une  autre  dans  laquelle  il  n'y  aura  de 
coefficient  fonction  de  x  que  celui  X  de  dx^,  dans  le 
second  membre. 

Le  premier  moyen  qui  semble  d'abord  devoir  opérer 
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d'une  manière  très-simple  cette  transformation ,  est 
dç  faire 

x=:c* (û); 

car  prenant  dx  constante ,  d'où  cir"-'  =  e^"""'^*&'""^, 
tous  les  termes  de  la  transformée  seront  multipliés  par 
£"\  et  divisant  par  ce  facteur  commun ,  il  ne  restera 
plus  dans  le  premier  membre  aucun  facteur  fonction 
de  la  variable  primitive  z.  Mais  observons  que  d'après 
l'équation  de  relation  (a)  pour  la  transformation^  on  ne 
peut  faire  Jx constante  qu'en  prenant  2-=  oo.  En  elFet^ 
difFérentiant  deux  fois  de  suite  l'équation  (a) ,  en  con- 
sidérant dx  comme  constante ,  on  a  e^{ddz+dz*)  =  o  ; 
or  e  qui  est  la  base  du  système  des  logarithmes  natu- 
rels étant  élevée  à  la  puissance  2  »  quelle  que  soit  la  valeur 
de  cet  exposant  ^  ne  peut  être  =  o  ;  on  ne  peut  donc 
satisfaire  à  l'équation  précédente  qu'en  faisant  d^z-|-&* 

d  dz 
=  o ,  d'où  — 3 —  ou  dldz  =  —  d»  ,  équation  qui  étant 
az 

intégrée',  donne  Idz  =  —  îi  +  c  i  ™^*  W2  =  —  i  ; 
donc  ^-|-c=2  0u~  =  2.  Ainsi  ce  moyen  de  transfor- 
mation que  je  n'ai  exposé  ici  qu'afîn  d'empêcher  les 
commençans  de  s'en  serm ,  est  des  plus  mauvais  5  il 
faut  donc  en  chercher  un  autre ,  et  voici  celui  qui 
nous  paraît  réunir  à  l'exactitude  le  plus  de  simplicité. 
Divisant  l'équation  {44^)  P^  ^^^>  ^^  ^^  complettera 
sous  le  rapport  différentiel,  en  considérant  toutes  les 
différentielles  de  Jx  jusqu'à  l'ordre  n — 1  comme  va- 
riables ,  par  le  moyen  enseigné  à  l'article  62  ;  ensuite 
faisant  x  =  e*|  et  prenant  dz  constante  ,  ce  qui  donne 
dPx  •=.  e^dzf*,  on  substituera  dans  l'équation  différen- 
tielle complète  obtenue ,  les  valeurs  respectives  ^dz, 

e^dz*,  e'^dz^. . .  .de  Jx,  J*x,  d^x ,  ce  qui  donnera 

une  équation  linéaire  de  l'ordre  n  entre  les  deux  va- 
riables j^  et  2  ^  et  dans  laquelle  tous  les  coefficiens  des 
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termes  où  se  troaye  y  ,  et  les  différentielles  de  cette 
variable  seront  constans.  Ainsi  l'intégration  de  la  trans- 
formée de  la  proposée  rentrera  dans  les  cas  que  nous 
ayons  examinés  aux  art.  4^3. . .  .43o. 

Pour  rendre  ceci  plus  sensible  ,  proposons-nous  d*in- 
tégrer  par  cette .  méthode  1* équation  (c^)  de  Tarticle 
précédent ,  qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (44^)* 

Cette  équation  (c')  [  art.  438]  étant  divisée  par  dx^^ 
donne  celle 

^  —  ^^  ^  + '^  j^  — -Td?^  +  ^  =  o  •  •  • 


Substituant   dans   cette  équation  les  valeurs  de  -j^- 

et  de  -|^  I  on  de  (^i)  et  (^0  prises  dans  la  table  (5i) 

[art.  493 >  îl  vient  l'équation  différentielle  complète 
da  troisième  ordre 

,  a?dy^x  ,  Zjf'dyd^x     3x^dy(d^xy  ,     _ 
+     dx^     "^        3è^  5^5  hx— o...(0. 

Mais  faisant  a:  =  e* (d)  , 

et  regardant  dz  comme  constante  (''')  ,  on  a  dxz=ze*dz, 


(*)  D  est  à  propos  d'observer  que  Tëquation  x=ze*  n'est  pas 
incompatible  areo  dz  =  const.  ,  comme  Pe'tait  la  même  équation 
avec  djT = const.  j  car  en  différentiant  deux  fois  de  suite  cette  équa- 
tion, en  considérant  £^x  comme  variable  et  dz  comme  constante, 
oaaiddT^ze'dz*,  d'où  dx  =zdzfe*dz==e*dz'-\-cdz  et  a:=c*-f<M-c'; 
mais  :r  s=: e',  donc  C2  +  c' =  o ,  eqnatiou  qui  ne  peut  exister  tant 
que  z  représente  une  variable ,  qu'en  tant  que  c  =  o ,  et  par  consé- 
quent c'=  o  ;  ainsi  Tliypothèse  de  dx  variable  et  de  dt  constante 
nous  ramène  à  l'équation  de  relation  x  =  e'  ou  z=  /x,  pour  lu 
transformation  ,  au  lieu  que  rhy{>othèse  de  dx  constante  et  de  dz 
variable ,  bien  loin  de  ramener  à  î'cquation  zz=  ix  mène  à  «  =  oo. 
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d^x:=^dz^  et  cPa;  =  e*da';  donc  par  la  substitution 
de   ces    valeurs    dans  l'équation  précédente ,  on  a  i, 
toutes  réductions  faites, 

'•=ê-«s+^-«y w. 

Or ,  Tauxiliaire  de  cette  équation  est 

m^*-  6/n'*+  11^—  6  =  0  [équat.  (^aS)], 

qui  a  pour  racines  m  =  i ,  m'  =  a  et  m"=  5.  Donc 
réquation  (4^9.)  donnera  pour  intégrale  de  la  trans- 
formée ,  réquation 

OU ,  effectuant  les  intégrations ,  il  viendra  Téquatîon 
jf  = h  ce«  +  cV*+  c''«3*. ...(/), 

dans  laquelle  nous  avons  représenté  par  c  la  quan- 
tité constante  indéterminée  — j^  :  mais  e*=  x,  d'où 

4 
z'=lIx  \  donc  substituant  ces  valeurs  dans  Tcquation 

(/) ,  il  viendra 

y= 1- ca:  +  c'a:*  +  c  V, 

qui  est  l'intégrale  complète  demandée ,  et  est  identique 
avec  celle  {df)  trouvée  à  l'article  438. 

440.  L'intégration  de  l'équation  (448)  nous  conduit 
d'une  manière  bien  simple  à  celle  de  toute  équation 
de  la  forme 

qydx''+  bCp  +  qx)  dx^'-'ày  +g(p  +  qxydx^-^dy 
,  ...+  (p+qxydy  =  Xdx^ (449), 
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dans  laquelle  p,  q  ^  a  ,b  y  g sont  des  quantités 

constantes ,  et  X  une  fonction  de  x.  En  effet ,  fai- 
sant p  +  qx:=qz,  d'où 

(a) a;  =  a  — -     et    dx=:dz\ 

ensuite  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (449)  » 
et  représentant  par  Z  ce  que  devient  X  lorsqu'on  y 
a  substitué  la  valeur  de  x  []  équat.  (a)] ,  on  aura  la 
transformée 

i^dz''+bqzdz'^'dy+gq^z''dz'''''dy, .  ,+q''z''dy=Zdz''J 

qui  est  de  la  forme  de  Téquation  (^44^),  et  que  par 
conséquent  nous  savons  intégrer  (art.  4%)* 

44i •  Etant  donnée  entre  les  trois  variables  x ^  y  ^z 
Véquation  linéaire  par  rapport  ky  etz^tt  telle  que  celle 

+'=•&+"■& +£='' «^). 

dans  laquelle  les  coefliciens  A  ,  6. . . .  Ai ,  Bj. . . .  sont 
constans  ou  fonctions  de  x ,  et  X  est  une  fonction  de  x, 
il  est  clair  qu'on  pourra  y  satisfaire  d'un  nombre  infini 
de  manières ,  en  faisant  le  polynôme  du  premier  mem- 
bre qui  ne  contient  que  z  et  x  y  ou  celui  qui  ne  con- 
tient que  y  et  X  y  égal,  à  une  fonction  indéterminée 
de  X  que  je  représente  par  ^ ,  ce  qui  donne  l'autre 
polynôme  =:  X  —  ^  ;  on  a  donc  deux  équations  diffé- 
rentielles linéaires  de  Tordre  n ,  l'une  par  rapport  à 
y  et  X  y  l'autre  par  rapport  à  z  et  a;  qui  étant  inté- 
grées séparément  suivant  les  méthodes  enseignées  pré- 
cédemment ,  donneront  des  équations  primitives  telles 
que  y  =  F{Xy  ^)  et  z  =  F'(a;,  ^)  qui,  évidemment , 
devront  satisfaire  en  même  temps  à  la  proposée. 
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Les  problèmes  qui  donnent  lieu  à  de  pareilles  équa- 
tions différentielles  (4^6),  sont  indéterminés,  à  cause 
de  Tindéterminée  ^  qui  entre  dans  les  valeurs  de  y 
et  de  X,  et  qui  permet  de  trouver  un  nombre  inGni 
de  valeurs  différentes  de  ^  et  de  z  qui  satisfont  en  même 
temps  à  la  proposée  (4âo). 

44^*  Remarque  I.  Puisque  les  équations^=F(ar,  |) 
ctz=F'(a7,  I)  satisfont  à  l'équation  (45o),  quelle  que 
soit  la  fonction  de  x  représentée  par  ^ ,  et  que  pour 
une  seule  de  ces  fonctions  prise  à  volonté ,  les  deux 
équations  précédentes  sont  les  projections,  Tune  sur 
le  plan  des  acy ,  l'autre  sur  le  plan  de  xz  d'une  courbe 
à  double  courbure ,  nous  en  conclurons  qu'il  y  a  un 
nombre  inGni  de  courbes  à  double  courbure  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  (45o)  ;  car  outre  la  fonction  indé- 
terminée ^  de  X  qui  entre  dans  les  valeurs  de^  et  des^ 
c*est  qu'encore  il  entre  dans  chacune  de  ces  valeurs 
un  nombre  n  de  constantes  indéterminées. 

44?'  Remarque  II.  Si  l'état  de  la  question  qui  a 
donné  lieu  à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n  , 
telle  que  celle  (45o) ,  indiquait  que  cette  équation  ap- 
partient à  une  surface  courbe  ,  alors  faisant  successi- 
vement z  et  y  =  0 ,  on  aurait  les  denx  équations 
linéaires  de  Tordre  n  , 

Ar+B|  +  cg +Qg=x. 

A,»+ll,^+C.3~ +  2i=X. 

qui  étant  intégrées  ,  donneraient  respectivement  les 
traces  de  la  surface  en  question  sur  le  plan  des  oy  et 
sur  le  plan  des  xz,, 

444'  Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  avons 
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dit  dans  les  trois  articles  précédens  ,  par  des  exemples, 
proposons-nous  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de^ 
et  de  z  en  fonction  de  x  qui  satisfont  en  même  temps 
à  l'équation 

1  Sydx*  —  Qodydx  +  Sdy  —  65zdx^  +  zdzdx 
+  d''z  =  e"dx'^ (c) 

ou  ,  parlant  géométriquement ,  cherchons  les  traces 
sur  les  plans  des  ocy  et  des  xz  des  surfaces  cylin- 
driques qui  4  par  leurs  intersections  dans  l'espace  , 
engendrent  des  lignes  à  double  courbure  dont  tous  les 
points  satisfont  à  l'équation  (a). 

Faisons  pour  cela  ^  =  e^ ,  C  représentant  une  cons- 
tante indéterminée^  et  par  conséquent  commençons 
à  poser  Téquàtion 

—  S5zdjt^+2dzdx  +  rf*z  =  é^dy^, . .  .a(6)  , 

ce  qui  réduit  la  proposée  à  Téquation 

Sydx*—  ^dydx  +  d^  = ■= rfr* . . . .  (c). 

Or,  l'intégrale  de  l'équation  {hi)  est 


et  celle  de  l'équation  (c)  est 


,^JC  g«X 


y  =c.i^-c;e-'-  5(g_^3(g_^)  -- ^ W- 

Telles  sent  les  équations  des  projections  des  lignes  à 
double  courbure  dont  tous  les  points  satisfont  à 
l'équation  (a) ,  et  ces  projections  peuvent  varier  à 
l'infini  de  figure ,  à  cause  de  la  quantité  indéterminée  C. 
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Mais  si  l'équation  (a)  étant  coosidérée  comme  appar- 
teoant  à  une  surface  courbe,  on  voulait  déterminer 
sel  traces  sur  les  plans  des  xy  et  des  x^  ;  alors  il 
faudrait  faire  successivement  dans  la  proposée  {a), 
a  =  o  et  ji  ^=  o  ,  ce  qui  donnerait  les  deux  équations 

Bydx'-4dydx  +  dy=t-Er (f^ 

et       63s(ir'—  2dzdx—  d'z  +  ^dj^  =  o (g). 

Or,  l'intégrale  de  l'équation  {f)  est 

jy  =  e,.'-+c;«,-J." W, 

et  celle  de  l'équation  (g)  est 

.=c."-.'.-^-^ co.  . 

Ainsi  ces  deux  équations  sont  respectivement  celles  des 
traces  sur  les  plans  des  xy  et  des  xn  de  la  surface 
couibe  ayant  pour  équation  différentielle  du  second 
ordre ,  la  proposée  (a). 

Si  l'on  fait  C  =  a,  alors  l'équation  (e)  se  réduit 
Â  celle 

y  =  c,(^'~  c',e"> C'')- 

et  celle  (_d)  se  réduit  à  l'équation  (();  donc  celte 
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il  faudrait  faire  chacun  des  polynômes ,  moins  un  , 
qni  ne  renferme  qu*une  seule  de  ces  variables  et  x , 
égal  à  une  fonction  indéterminée  de  x-^  et  alors  on 
aurait  autant  adéquations  différentielles  de  Tordre  n 
et  linéaire  par  rapport  à  une  seule  variable  s  ^  u , 
jr ,  z. . . .,  qu'il  y  a  de  ces  variables  ,  et  les  intégrant 
toutes  particulièrement ,  on  aurait  les  valeurs  deman- 
dées de  ces  variables.  Le  problème  qui  aurait  donné 
lieu  à  de  tels  calculs ,  et  qu*on  ne  peut  plus  considérer 
géométriquement  lorsque ,  outre  la  variable  x  à  diffé- 
rentielles constantes  il  y  a  plus  de  deux  variables , 
renfermerait  autant  de  fonctions  indéterminées  de  x 
qu'il  y  aurait  de  variables ,  compris  celle  x ,  moins 
deux  y  dans  Féquation  proposée. 

446*  Mais  si  entre  un  nombre  m  de  variables  ,  on 
a  m— 1  équations  différentielles  linéaires  de  l'ordre  n, 
alors  il  nentrera  plus  de  fonctions  indéterminées  de 
la  variable-à  différentielle  première  constante  ^dansles 
valeurs  des  m  — >.  i  autres  variables  qui  satisfont  en 
même  temps  aux  m  —  i  équations  proposées  ;  car 
Ton  parviendra  par  Télimination  à  une  équation  linéaire 
de  Tordre  n-\-m  —  i  ,  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus 
que  la  variable  à  différentielle  première  constante  et 
Tune  des  m  —  i  autres  variables.  Par  exemple,  soit 
proposé  de  déduire  des  deux  équations 

>...(45i), 

dans  lesquelles  les  coefficiens  A,  B...B, ,  X,  D...Ei,  Xj 
représentent  des  fonctions  déterminées  de  a; ,  les  valeurs 
de  y  et  de  s  en  fonctions  de  x  qui  satisfont  en  même 
temps  à  ces  deux  équations. 
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Prenant  dans  la  première  des  deux  équations  (450 
la  valeur  de  -j-^ ,  et  la  substituant  dans  la  seconde 
équation  (45 1)  ,  on  aura  une  équation  de  la  forme 

A.y+B.^+C.^2+Dws+E.^  =  X. (a)  ; 

difTérentiant  cette  dernière  équation ,  et  divisant  par 
dx ,  il  viendra  une  équation  de  la  forme 

Substituant  encore  dans  cette  équation  (&)  la  valeur  de 
-7-;  tirée  de  la  première  des  deux  équations  (45i)> 
on  aura  une  équation  de  la  forme 

DifTérentiant  cette  dernière  équation  et  divisant  par  ctr, 
on  a  une  équation  do  la  forme 

+  "■&  =  ''' W- 

Substituant  enfin  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  2^ ,  toujours  tirée  de  la  première  des  deux  équa* 
lions  (45 1)  ,  on  aura  celle 

+  D^z  +  Es^=Xi (e). 
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Par  le  moyen  des  trois  équations  (a) ,  (c)  et  (e) ,  élimî- 

dz 
nant  z  et-r-  ,  on  aura  une  équation  différentielle  li- 
néaire du  quatrième  ordre  par  rapport  i  la  seule  va- 
riable à  différentielles  variables  jr^  et  intégrant  cette 
équation ,  si  du  moins  on  peut  parvenir  à  intégrer 
ton  auxiliaire  différentielle  (art.  4^8  )  ,  on  aura  l'équa- 
tion primitive 

jr=/(x,c,  c',c".  c"') if), 

et  substituant  cette  valeur  de  y ,  ainsi  que  celles  de 
dy  et  de  ddy  que  Ton  en  déduit  dans  Tune  des  deux 
équations  (45 1)  ,  on  aura  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  seule  variable  à  difie- 
rentieiles  variables  z  ,  d*où  Ton  tirera  par  l'intégra- 
tion l'équation  primitive 

z=fXx,c,  c\  c'\  e\  c. ,  <).  .  .  .(g)  , 

et  ces  deux  équations  satisferont  en  même  temps  aux 
deux  équations  (45 1). 

n  est  évident  que  chacune  des  deux  équations  (45i) 
étant  considérée  comme  appartenant  à  une  surface 
courbe ,  les  équations  (/^  et  (^)  seront  respectivement 
les  projections  sur  le  plan  des  xy  et  des  xz  de  la  ligne 
à  double  courbure  formée  dans  Tespace  par  Tinter- 
section  des  deux  surfaces  courbes. 

^i^'].  Le  calcul  indiqué  dans  Tarticle  précédent  se 
simplifie  beaucoup  lorsque  les  coefHciens  A, . . . .  B, , 
D,....E,  des  deux  équations  (461)  sont  constans  ; 
car  alors  Téquation  finale  à  laquelle  on  parvient  étant 
de  l'espèce  de  celles  que  l'on  sait  intégrer  par  les 
méthodes  enseignées  aux  articles  4^5' •• -430,  on 
pourra  toujours   obtenir  les   valeurs  demandées  de  y 
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et  de  z  en  fonctions  déterminées  de  x ,  qui  satisfont 
en  même  temps  aux  deux  équations  proposées. 

448.  Enfin  lorsque  les  coefficiens  A , . . .  Bi ,  D, .  . .  E . 
étant  constans ,  on  aura  ,  outre  cela,  X=o  et  X,  :=  o, 
on  parviendra  à  trouver  les  valeurs  demandées  de  y 
et  de  z  par  un  moyen  encore  plus  simple  que  nous 
allons  faire  connaître. 

Soit  fait 

(a) •J'  =  c^""     ^^    *  =  c^e"** {b)  , 

c  étant  une  constante  indéterminée  arbitraire  y  m  et  q 
deux  constantes  indéterminées ,  mais  non  arbitraires  , 
et  que  nous  allons  déterminer. 

Substituant  ces  valeurs  de  j^  et  de  z  dans  les  équa-* 
tions  (45  0  et  divisant  par  ce"**,  on  aura  ,  pour  déter- 
miner m  et  q ,  les  deux  équations 

A+Bwi  +  C7n»+(A,+  B<f7i  +  m^)7  =  o (c), 

D  +  Ew-l-F/n*  +  (Di  +  Eir?i  +  m*)9  =  o (d). 

Eliminant  q  entre  ces  deux  équations ,  il  vient  l'équa* 
tion  du  quatrième  degré 

(  A  +  Bm  +  Cm=  )  (D,  +  E,m+  m^) 
=  (Al  +  B.TTi  +  771^)  (D  +  Em  +  F/n*  ) (e) , 

qui  étant  résolue,  donne  quatre  racines  que  je  repré- 
sente par  m,  Tnf,  m'  et  w!'* ,  Substituant  successive- 
ment ces  quatre  racines  dans  Tune  des  deux  équa- 
tions (c)  et  (J),  on  aura  quatre  valeurs  de  q  que  je 
représente  par  q,  q\  9"  et  q^^\  Donc  les  valeurs  de 
j'  et  de  z  qui  satisferont  en  même  temps  aux  deux 
équations  proposées,  seront 

rj=:ce'"',  yzzzce"^'^,    y=c"e'^"^,     yzrzc'^e'"**     1.^ 

dan» 
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d'ans  lesquelles  m,  m',  m",  m''';  q,  q\  q**,  q^'\  sont 
actuellement    des    constantes   déterminées.  Or  ,  nous 
observerons  que  si  ces  quatre  systèmes  différens  de  va- 
leurs de  y  et  de  2,  pris  séparément,  satisfont  en  même 
temps  aux  deux  équations  proposées ,  les  quatre  pris  en- 
eemble  y  eatisferont  de  même  ;  car  par  la  nature  des 
dilFérentielles  de  tous  les  ordres  des  quantités  expo- 
nentielles ,  lorsque  la  différentielle  première  de  l'ex- 
posant variable  a:  est  constante ,  la  différentielle  d*un 
ordre  quelconque  de  la  quantité  exponentielle   étant 
toujours  affectée  de  cette  dernière  quantité  dane  son 
élat  primitif  9  ri  s'ensuit  que  par  la  substitution  des 
quatre  systèmes  des  valeurs  de  y  et  de  z  pris  ensemble , 
on  aura  quatre  polynômes  respectivement  multipliés 
par  e"^,  e"'*,  e™"*,  e"*"'  qui  seront  chacun  ce  qu'on 
auroît  en  employant  séparément  chaque  système  de 
valeurs  de  jet  dez,  et  qui  par  conséquent  s'évanouiront 
tous  en  même  temps;  ainsi  en  employant  les  quatre 
systèmes  ensemble ,  c'est-à-dire ,  faisant 


y  =  ce"'*4-c  e'"'^*'  4-c"e'""*  -f-  c'^e"»'*'' (g) 

z  =  cçe""*  4-c'9'e'"'^+  d'q'e"^"'  +  ^"'ç'V"'"^. . .  .  (/z)  , 

ces  valeurs  de  y  et  de  z  satisferont  en  même  temps 
aux  deux  équations  proposées  ,  et  je  dis  de  plus,  que 
ce  sont  ces  dernières  valeurs  de  y  et  de  z  dont  on  doit 
se  servir,  et  non  pas  celles  monômes  groupées  en  (f*J  ; 
car  tant  que  les  coelTiciens  de  la  première  des  deux 
équations  proposées  diffèrent  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  seconde  ,  il  est  évident  que  par  la  mé- 
thode d'élimination  enseignée  à  l'article  {/\^^^  ,  et  que 
l'on  pourroit  également  employer  dans  le  cas  de  sim- 
pUGcation  que  nous  examinons  actuellement ,  on  par- 
viendrait à  une  équation  différentielle  du  quatrième 
ordre  entre  j;  et  j' linéaire  par  rapport  à  celte  dernière 

18 
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variable  et  de  laforme  de  l'équation  {44^)  C  A^^-  4^^)  > 
donc  son  intégrale  (44 1)  aurait  quatre  constantes  c,  </,  c" 
et  d"  indéterminées  et  arbitraires ,  et  seroit  consé« 
quemment  identique  à  l'équation  (g^). 

Etant  démontré  que  la  valeur  de  y  doit  être  celle 
donnée  par  Féquation  (g)  i  celle  de  z  doit  évidemment 
être  celle  donnée  par  l'équation  (A).  D'ailleurs  les 
quatre  valeurs  de  y  et  les  quatre  de  z  groupées  en  {J) 
sont  les  intégrales  particulières  dont  les  réunions  res- 
pectives doivent  donner  les  intégrales  totales  (g*)  et 

(A)  [Art.  437]. 

Exemple.  Trouver  les  valeurs  de  y  et  de   z  en 
fonctions  de  x  qui  satisfont  en  même  temps  aux  deux 
équations. 

r+S+^+'+E  +  ë=» 3 

-97  +  96 '^  +  g+-h+5og+g=,...W. 

Comparant  identiquement  les  équations  (^i)  et  (ft) 
avec  les  respectives  première  et  seconde  équations  (45 1), 
on  a  A  =  i  y  B=i ,  C=2,  A,=:i,  B,=:i,X  =  o, 
D=— 9,  £  =  96.  F=i,  D,  =  i5,  E,  =  5o, 
X(  =  o  >  et  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équa- 
tions (c)  et  (e)  il  vient 

1  -f-  m  -f-  2m* 

^~        1  +7n+m*' 

et ,  toutes  réductions  faites ,  l'équation 

jii*  +  4m*  —  7m*  —  fltm  +  a4  =  o, 

dont  les  quatre  racines  sont  m  ='  1 ,  m'  =  a,  m''  =  ^  3, 
et  m'''=—  4*  Substituant  successivement  ces  valeurs 

oani  celle  de  q,  ona q^i-^  ^,  q  =—  — ,  ç  =3.  •—  — 
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let  f  t=r  ^-— 1>  En&n  mettant  ces  Valeurs  de  m  et  de  q 
dans  let  éqnatioQi  (g)  et  (h)  ,  il  viendra 

s  =  -  i  c^-ii  cV-  i^  c^e-3*-  22  c^eH*. 
37  7  i5  • 

4qm  sont  les  deux  équationè  demandées. 

449*  Il  ^^  évident  d'après  le  calcul  indiqué  à  l'ar*^ 

ticle  J^i ,  pour  éliminer  s  et  ses  différentielles  entra 

les  deux  équations  (45 1)  ,  que  si  les  troisièmes  termes 

de  ces  équations  étaient  identiques,  ç'est-à-dire ,  si  Ton 

avait  l'équation  de  condition 

C  i=  F .  «  • . , .  \(i)  f 

Véquation  linéaire  finale   ne  serait  que  du  troisième 
ordre  |  puisqu'alors  l'équation  (a)  de  l'article  44^  étant 

privée  du  terme  C»  -7^  ,  le  terme  H  -^  manquerut 

dans  les  équations  (b)  et  (c)  du  même  article  ^  et  que 

conséquemment  le  terme  K  -7^  manquerait  dans  les 

équations  (c2)  et  (e)  de  l'article  44^*  H  P^ut  même 
arriver  que  l'équation  finale  ne  soit  que  du  second  ordre  ^ 
ce  qui  aura  lieu  si ,  outre  l'équation  de  condition  (a)  ^ 
on  a  encore  celle 

B  —  E=^C  (Bi  —  E|  ).#..••  (i). 

Ainsi»  dans  le  cas  où  les  coelficiens  A...Bi  »  D...E(  ^  sont 
constans  et  X=Xi=o,  les  valeurs  de  j^  et  de  s 
données  par  les  équations  (g)  et  (h)  de  l'artich  pré- 
cédent »  se  réduiront  à  trois  termes^  lorsque  la  seule 
équation  de  condition  (a)  aura  lieu  »  et  elles  se  rédui- 
ront à  deux  termes,  si  les  équations  de  condition  (a) 
et  (  6  )  ont  lieu  en  même  temps. 

18.. 
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45o.  Remarque.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  les 
articles  précédens ,  relativement  à  l'intégration  de  deox 
équations  linéaires  du  second  ordre  entre  trois  va- 
riables^ pouvant  aisément  se  généraliser  pour  un  nombre 
quelconque  m  —  i  d'équations  linéaires  d'un  ordre 
quelconque  entre  m  variables  ,  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  davantage  sur  cet  objet,  pour  passer  à  d'autres 
objets  d'un  plus  grand  intérêt. 


CHAPITRE  V. 

Quelques  observations  essentielles  sur  les 
équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
et  méthodes  que  nous  déduirons  de  ces  ob^ 
sensations  ^  pour  obtenir  plus  facilement 
V  intégrale  finale  de  certaines  équations  dif* 
férentielles* 

451.  Une  équation  primitive  entre  deux  variables 
étant  écrite  sous  différentes  formes  ,  et  différentiée  sous 
ces  différentes  formes,  donnera  autant  d'équations  dif- 
férentielles qui  seront  distinctes ,  non-seulement  dans 
l'arrangement  de  leurs  parties ,  mais  encore  dans  le 
fait;  car  on  nepourra  jamais,  quels  que  soient  les  chan-* 
gemens  qu'on  fera  éprouvera  leurs  formes  respectives,' 
les  ramener  à  être  identiques;  en£n  ces  équations  dif-* 
férentielles  seront  les  traductions  analytiques  d'énoncés 
de  problèmes  absolument  différens  entre  eux,  mais 
qui  cependant  auront  la  même  solution  ^  c'est*à-dire^ 
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«jue  rîntégration  de  ces  équations  différentielles  don- 

aaant  une  même  intégrale  primitive ,  celle-ci  sera  la 

solution  de  chacun  des  problèmes  dont  l'énoncé  est  la 

traduction  en  discours  des  équations  différentielles  en 

€]uestion  y  ce  qui  est  précisément  l'inverse  de  ce  qu'on 

irencontre  souvent  y  même  dans  l'analyse  algébrique  ^ 

où  un  seul  problème  qui  a  conduit  à  une   équation 

à  une  seule  inconnue  d'un  degré  supérieur,  a  autant  de 

solutions  réelles  et  prises  dans  le  sens  de  l'énoncé  de 

la  question,  qu'il  y  a  de  racines  réelles  et  positives 

dans  cette  équation. 

Pour  donner  un  exemple  de  ces  problèmes  différens 
çui  ont  une  même  solution  ^  proposons-nous  de  trouver, 
1^  la  courbe  dont  la  sous-normale  est  égale  à  une  quan- 
tité constante  \  p. 

â*.  La  courbe  qui  a  chacune  de  ses  ordonnées  moyenne 
proportionnelfe  entre  l'interceptée  correspondante  et 
une  quantité  constante  donnée  p. 

3^»  La  couirbe  qui  a  chacune  de  ses  sous-tangentes 
double  de  l'abscisse  correspondante. 

Ces  trois  problèmes  essentiellement  difFérens  ,  mis 
tn  équations  ,  donnent  respectivement 

^  =  Z (a)Céquat.(94),art.nS} 

là   ^     ~dy    ^  ^*^  ^  ^*ï"^*'  ^7)  '  **'*•  123  ] 
^ —  =  ax. ..... .  (<?)  [^  équat.  (jgo) ,  art.  loi  ]. 

Ecrivant  ces  trois  équations  sous  les  formes 

2ydyz=pdx (rf),  dy=p(y  ^~^  ^^--^e) 

2xdy^  —  ydx  =  u . . .  (/) , 
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et  prenant  l'origine  des  coordonnées  2  et  x  à  un  même 
point  y  ce  qui  donne  ^  =ô  lorsque  0:=:  o,  on  a  eom» 
plètement  par  l'intégration  ; 
.  !•.  Pour  l'équation  (d),  y^zszpx; 

n\  Pour  l'équation  (e),jf==:p^-L--Z^  Q 

ss=^,d'oùy=paî; 

3«.  Pour  l'équation  (f),  aT— =  f^  ,   d'où 

aly=:lx  -f"  ^c^et  passant  des  logarithmes  aux  quantités 
algébriques,  on  SLy^=zcx,  ou  prenant  la  constante 
arbitraire  c ,  qui  ^  évidemment ,  ne  peut  être  nulle  dans 
ce  cas  ci  ,=:p  on  a,y*  =  px. 

Ainsi  les  trois  problèmes  proposés  donnent  tous  pour 
eolution  la  parabole  vulgaire  qui ,  conséquemment»  sa- 
tisfait à  toutes  les  conditions  exigées  par  les  énoncés 
des  trois  problèmes.  Or ,  remarquons  que  si  l'on  écrit 
l'équation  de  cette  courbe  sous  les  trois  formes  dif- 
férentes f 

y^=px...  (g),yz=iP^  ...(i)    et^=j3....(0, 

y  X 

on  aura ,  en  différentiant  successivement  ces  trois  équa- 
tions ,  pour  d{g)  l'équation  (d)  ou  (a);  pour  J (A) 
l'équation  (c)  ou  (A) ,  enfin  pour  d  (i)  l'équation  (/)  ou 
(c)  ;  donc  l'équation  de  la  parabole  écrite  sous  trois 
formes  différentes  ,  et  différentiée  successivement  sous 
ces  trois  formes  »  donne  trois  équations  différentielles 
W  >  (^)  >  (0  essentiellement  différentes  entre  elles  , 
et  qui  sont  les  traductions  analytiques  des  énoncés  de 
tro;s  problèmes  absolument  différens  entre  eux. 

4S2.Toute  équation  différentielle  entre  deux  variables 
^t  d'un  ordre  quelconque  n,  dans  laquelle  ladifféren- 
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tielle  première  de  l'une  des  variables  est  constante ,  a 
j)Oiir  le  moins  autant  de  premières  intégrales  qu'il  y 
«a  d'unités  dans  n ,  c'est-à-dire  ^  qu'étant  multipliée 
par  un  facteur  convenable  (art.  36o  )j  elle  est  ladif- 
i^érentielle  première  et  exacte  d'autant  d'équations  dif- 
férentielles de  r«rdre  n —  1  ^  qu'il  y  a  d'unités  dans/s. 
£11  effet ,  si  par  des  intégrations  successives ,  on  veut 
parvenir  à  l'intégrale   finale ,   qui  est  une  équation 
primitive  y  on  aura  d'abord,  par  une  première  intégra- 
tion y  une  équation  différentielle  de  l'ordre  it—  1  ,  qui 
sera  affectée  du  terme  cdx^~^ ,  c  étant  une  constante 
arbitraire  ;  on  aura  de  plus  un  nombre  7t  -»  1  d'autres 
intégrales  d^ordres  inférieurs  ,  et  diminuant  suivant  la 
progression  -rn  — a  .  n— 3  .• . .  «.1 .0,   qui  forme- 
Tont  la  cascade  depuis  la  seconde  intégrale ,  qui  est 
une  équation  différentielle  de  l'ordre  n— *a,   jusqu'à 
l'intégrale  finale.  Or  ,  ces  71  •—  1  équations  ont  toutes 
un  terme  affecté  de  la  constante  arbitraire  o\  donc 
prenant  dans  chacune  d'elles  la  valeur  de  c ,  et  subs- 
tituant successivement  ces  71  —  1  valeurs  dans  la  pre- 
mière intégrale  déjà  trouvée  ,  on  aura  ,  compris  cette 
première  intégrale ,  un  nombre  n  d'équations  différen- 
tielles de  l'ordre  n  —  1  ,  qu'on  pourra  aisément  sou- 
mettre par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination  ,  à 
n'avoir  que  la  seule  constante  arbitraire  c,  et  qui, 
conséquemment ,  satisferont  toutes  à  ki  proposée.  Par 
exemple ,  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

(1  —  a:  )  d^y  —  3fi*j'dx=o ....  (a) , 

a  pour  première  intégrale,  l'équation 

(  1  —  x)  d^y  —  iidydx  +  cdx*  =  o .  ^  .  (è)  ; 

pour  seconde  intégrale  ,  Téquation 

dy  —  xdy  ^-^ydx  +  cxdx  +  c^dx  =  0 .  •  • .  (t) , 
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enfin  pour  l'intégrale  finale ,  Téquation 

y  —  ^  +  ca*  +  c'a:  +  c"  =  o . . . .  (J) 

Prenant  dans  chacune  des  équations  (c)  et  (ri)  la  va- 
leur de  e,  et  substituant  successivement  ces  deux  va- 
leurs dans  l'intégrale  première  (^)  ,  il  vient  les  deux 
équations 

ar(i — x) ddy — (^x+i)dydx'^ (y — c')dx^=. o . .  .  (e)  , 

et 

x^  (  i  — jt)  dy- — ax^dydx — aydx^  -|-  axydx* — 2cxdjc* 

—2c"dx''  =  o (/); 

éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  la  cons- 
tante arbitraire,  c' ,  il  vien^  celle 

af"  (x^i)ddy+!^dydx — 2  ^+c*)dx*=  o (g).. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  trois  équations  diïFé- 
rentielles(6)^e).,(gOq"i  ne  renferment  chacune  qu'une 
constante  arbitraire,  étant  différentiées  ,  reproduisent 
l'équation  différentielle  du  troisième  ordre  (d)\  donc 
cette  dernière  équation  a  au  moins  trois  premières  in- 
tégrales. Nous  verrons  tout-à-l'heure  qu'elle  en  a  da- 
vantage. 

453.  De  même  qu'on  vient  de  trouver  qu'une  équation 
'différentielle  de  l'ordre  w,  a  au  moins  un  nombre  n 
de  premières  intégrales,  on  prouvera  aussi  que  chacune 
de  ces  intégrales  a  au  moins  il  —  1  premières  inté- 
grales ,  et  que  par  conséquent  Inéquation  différentielle 
de  l'ordre  71  a  au  moins  71  (71—  1  )  secondes  intégrales  , 
tt  par  un  raisonnement  semblable,,  que  l'équation  en 
question  a  au  moins  71(72-— 1  )  (  n — a)  troisièmes  in- 
tégrales; et  continuant  ainsi  de  suite,  on  finira  par  prou- 
ver que  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n  a  au  moins 
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«nnombre  i  .3.3.. .  n  de  (  n  —  i  )"""  intégrales  ,  les- 
quelles sont  des  équationi' différentielles  du  premier  ordre. 
MsLi»  toutes  ces  équations  différentielles  du  premier 
ordre  ne  peuvent  ^yoir  que  la  même  intégrale ,  donc 
l*éqnation  différentielle  p^roposée  de  l'ordre  n ,  et  toutes 
ces  intégrales  différentielles  de  différens  ordres  ,  de- 
puîà  celui  n —  i  jusqu'au  premier  ordre  ,  n'ont  qu'une 
intégrale  finale  ,  laquelle  résout  toutes  les  questions 
dont  les  équations  différentielles  mentionnées  ci-dessus^ 
peuvent  être  considérées  ,  conformément  à  ce  qui  a'été 
démontré  à  l'article  4^1 ,  comme  étant  les  traductions 
en  langage  analytique  des  énoncés  de  ces  questions. 

454.  Nous  remarquerons  ici ,  que  c'est  à  tort  que 
plusieurs  auteurs  ont  insinué  ônn^  leurs  ouvrages,  que 
les  équations  différentielles  de  l'ordre  n  n'ont  que  n 
premières  intégrales  ^  car ,  indépendamment  de  ces  n  t 
premières  intégrales  qu'on  peut  toujours  obtenir  par 
l'élimination  des  constantes ,  comme  nous  l'avons  fait 
précédemment ,  on  peut  encore  très-souvent  intégrer 
l'équation  différentielle  de  l'ordre  n  proposée  de  plu- 
sieurs manières  différentes ,  ce  qui  donne  autant  de 
premières  intégrales,  ou  équations  différentielles  de 
l'ordre  n  —  1  ,  qui  diffèrent  essentiellement  entre  elles, 
et  de  celles  trouvées  par  le  calcul  indiqué  dans  l'ar- 
ticle 452.  Par  exemple,  prenant  encore  la  même  équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre 

(  I  —  oo)cPy  —  "Sdydx  =  0 (a)  , 

qu'à  l'article  /^52,so\tîa\t  d^y=zzdx^,  d'où  d\z=dzdx^, 
ce  qui  transforme  l'équation  (a)  en  celle  du  premier 

ordre , 

,  .  -        _    -  dz        3dx 

(1— xjaz — ozax=o,  ou    —  = 


z        1 — x' 


dont  l'intégrale  est  z   (1 — x)^  =  c'",    et  substituant 
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rfay 

à  la  place  de  s  sa  valeur  -j^}  il  vient  TéquatioTi  dif- 
férentielle da  second  ordre 

4ui  est  encore  une  première  intégrale  de  la  proposée  (a), 
et  est  essentiellement  différente  de  celles  (i)  ,  (e)  ,  (g) 
de  l'article  452. 

Si  actuellement  on  multiplie  Féquation  {a)  par  i-x» 
et  qu'on  ajoute  au  produit  Téquation  identique 

on  aura  celle 

(\  —  xYéPy—Z{\—x)â^ydx+dydx*  —  dycLc*  =  o, 
ou     [(i  —  a:)  *£Py  —  a  (i  —  a?) d^ydx^  —  Sydx 
+  {jx^ydx  +  dyda;*]  —  dydccf^  =  o  ^ 

dont  il  est  aisé  de  voir  que  la  première  intégrale  est 

équation  différentielle  du  second  ordre  qui  est  encore  ab- 
solument différente  de  celles  (b)  ,  (e) ,  (g)  de  Tarticle 
452  et  de  celle  (6)  de  cet  article  ;  donc,  sans  approfondir 
si  l'équation  (a)  peut  encore  être  intégrée  une  première 
fois  de  quelqu'autre  manière  y  nous  voyons  d'abord  que 
cette  équation  a  cinq  premières  intégrales  (fr)  ,  (e),  (g), 
(  art.  45a  ) ,  et  (i)  ,  (c)  de  cet  article  qui  sont  abso- 
lument différentes.  Or  ai,  suivant  la  méthode  de  l'ar- 
ticle 45a  ,  on  cherche  deux  autres  intégrales  premières 
par  le  moyen  de  celle  (b)  ,  qu'on  en  fasse  autant  par 
rapport  à  la  première  intégrale  (c)  ,  on  aura  quatre 
autres  intégrales  différentes  entre  elles,  ce  qui  fera  en 
tout  neuf  premières  intégrales  de  l'équation  (a)  essen- 
tiellement différentes  entre  elles. 

455.  Il  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré précéde;nment ,  que  si  Ton  peut  intégrer  une 
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première  fois  de  n  manières  différentes  une  équation 
difFérentielle  de  l'ordre  n  entre  deux  variables  ,  on 
pourra  parvenir  à  trouver  Tintégrale  finale  de  la  pro- 
posée, sans  intégrer  les  équations  différentielles  d'ordres 
inférieurs  n —  i  ,  n — fl...a,i  :  car  par  le  moyen  des 
n  premières  intégrales ,  on  pourra  aisément  éliminer 
les  n —  1  quantités  d"*"'^ ,  ^""*J^»  •  '^y  >  dy  y  ce  qui 
conduira  à  une  équation  délivrée  de  tout  facteur  dif- 
férentiel ,  qui  sera  Tintégrale  finale  de  Téquation  pro- 
posée. Par  exemple,  intégrant  une  première  fois  de 
trois  manières  différentes  l'équation 

(  1  —  x)d^y  —  Zd*ydx  =r  o (a) , 

nous  avons  trouvé  les  trois  premières  intégrales 
(i— a:)<?y — adydx+cdx*=:zo  [éq.  (b)  art.  453]  (*)  , 
li-^xydy—c'dx^^o  [éq.  (b)  art.  454] 
ii'Xydy^(^i^x)dydx'^d:j^+c'^da^o[éq(c),  art.454], 

éliminant  dy  entre  la  première  et  la  seconde  de  ces 
équations ,  ensuite  entre  la  seconde  et  la  troisième  ,  et 
divisant  par  dx,  il  vient 

a(i— j;)*c^  —  (c*-f-c)ctr-f-acx«ir — cac^dx  =  o 
(i^xydy+y  {i—x)dx—(^c'+c''')dx+c'''xdxs=zo. 

Enfin  éliminant  dy  entre  ces  deux  dernières  équations. 


..  (*)  Celte  intégrale  nous  a  été  donnée  par  la  méthode  des  inté- 
grations réciproques.  En  effet, 

^[(  I  — -x)  d»/]  =  (i  —  x)Jy  —  JxJ»/  , 

et  retranchant  des  deux  membres  de  cette  équation  2dxd*jr  ,  on  a 
d  l{i^x)  dy"]  —ndxdy  =  (  I  — x)  dy-^Mxdy,  d'où 
/  [  fi  —  :r)  d^y  —  3dxdy]  =  (  i  —  :r)  dy  —  2  Jdxdy^  cdx^. 
Mais  dx  étant  constante,  on  a  fdxdy  ==  dxfd  {dy)^=.  dxdf , 
^onc 

/[  (i— a^)rf3^— 3Jxd»y=o]=Kï  —  jr)d»j^— 3rf/<l!r+cAt»=o]. 
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divisant  par  dx ,  et  représentant  respectivement  par 
c,  (/  y  c"  les  quantités  constantes  indéterminées  et  ar- 
bitraires ^^  c'^— c>  ^r  ~f+  c»M,  onaTéquation 
primitive 

y(i  — x)  +cx*-f-  c'x  +  c*  =  o, 

qui  est  l'intégrale  finale  de  Téquation  (a)  ,  et  est  iden- 
tique avec  celle  (d)  de  l'article  452. 

456.  Nous  avons  vu  au  chap.  IV  de  la  seconde  section  , 
que  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  deux 
variables  est  susceptible  d'être  intégrée  exactement  par 
la  multiplication  d'un  facteur  (  art.  5Go  ) ,  et  même 
d'un  nombre  infini  de  facteurs  qui  sont  formés  des 
produits  du  premier  facteur  par  une  fonction  quel- 
conque de  Tintégrale  dierchée  []art.  368]]  ;  mais 
ces  facteurs  étant  la  plupart  du  temps  extrêmement 
difficiles  à  trouver  ,  on  pourroit  ,  dans  certains 
cas,  tenter  le  moyen  suivant  pour  intégrer  l'équation 
proposée ,  et  qui  dispenserait  de  chercher  le  facteur 
propre  à  rendre  exacte  l'équation  différentielle  pro- 
posée. 

Différentiant  l'équation  différentielle  du  premier 
ordre  qu'on  veut  intégrer  ,  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre,  qu'on  cherchera  à  inté- 
grer une  première  fois  de  quelque  manière  qui  pro- 
duise une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
essentiellement  différente  de  la  première ,  et  éliminant 
entre  ces  deux  dernières  équations  la  différentielle  de 
la  variable  qu'on  a  considérée  comme  ne  variant  pas 
uniformément;  enfin  divisant  l'équation  résultante  par 
la  différentielle  de  la  variable  considérée  comme  va- 
riant uniformément ,  on  aura  une  équation  primitive 
qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 
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Exemple.  Intégrer  t équation 

xdy— ydx  — x*dx — adx=:o (a). 

Differentiant  cette  équation  en  considérant  c^  comme 
yariable ,  et  dx  comme  constante  ,  on  a ,  toutes  réduc- 
tion faites,  Téquation  différentielle  du  second  ordre* 

My —  acte*  =  o  , 
et  intégrant  une  première  fois  ,  il  vient 
fd{^dy^z=z  ^dx  fdx  -f-  ^dx  , 
ou  dy=2  ^xdx  -|-  cdx  ; 

sabstituant  cette  valeur  de  dy  dans  la  proposée  (a)  ^ 
et  divisant  par  dx  ^  on  a  Téquation  primitive 

ocf^  '^y  +CX  ~^  a  •=  o, 

dans  laquelle  c  est  la  constante  arbitraire  et  qui  est 
Fintégrale  complète  de  Féquation  proposée  (a). 


CHAPITRE  VI. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équa^ 
lions  différentielles  entre  deux  variables  et 
du  second  ordre  qu'on  ne  peut  résoudre  exac'^ 
tementj  lorsqiûon  éprouve  des  difficultés  irir 
surmontables  pour  trouver  lesf  acteurs  propres 
à  rendre  ces  équations  exactement  intég râbles. 

457.  JLiULER  a  donné  dans  les  Novl  Commentarii 
Acad,  Petropolitanœ  ,  tomes  IX  et  XVII ,  ainsi  que 
4ans  son  grand  et  superbe  ouvrage  ayant  pour  titre 
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Institutionum  Calculi  integralis,  tome  II,  section  I» 
chapitres  Vil ,  YIII  et  IX  des  méthodes  pour  ré* 
tondre  par  approximation  les  équations  diiFérentielles 
et  linéaires  du  second  ordre  généralement  représentées 
par. 

Oy+Xdydx+y^dx^  =o (462)  ; 

X  et  Ç  étant  des  fonctions  quelconques  de  x.  Mail 
ces  méthodes  qui  tendent  toutes  à  réduire  les  résolur- 
tions  par  approximation  des  équations  du  second  ordre 
a  celles  du  premier  ,  et  qui  changent  suivant  les  mo- 
difications que  l'on  fait  éprouver  à  l'équation  géné^- 
raie  (45a)  ,  peuvent ,  ce  me  semble ,  se  réduire  à  une 
seule  méthode  qui ,  satisfaisant  à  l'équation  {4^'^  )  > 
prise  dans  toute  sa  généralité  ,  satisfait  de  même  aux 
cas  particuliers  qui  dépendent  des  différentes  valeurs 
qu'on  peut  supposer  à  X  et  ^.  En  effet ,  soit  fait 

y^ef'^ (453), 

d'où  dy  =  e/«^  ado:  et  ddy^ef'^lz^dx+dz^dxi 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (45a)»  on  a  l'é- 
quation différentielle  du  premier  ordre , 

dz  +  z*dx  +zlLdx^^dx  =  0. . . .  .(454)  i 

laquelle  étant  intégrée  par  approximation ,  (chap.  VII, 
sect.  H) ,  donne  «en  une  suite  indéfinie  de  termes  fonc- 
tions de  x  \  d'où  Ton  conclura  par  des  simples  intégra- 
tions de  fonctions  différentielles  du  premier  ordre  à 
une  seule  variable ,  la  valeur  de  fzdx  en  une  suite 
indéfinie  de  termes  fonctions  de  a: ,  et  par  conséquent 
on  aura  la  valeur  cherchée  de  y, 

458.  Faisons  l'application  de  cette  méthode  générale 
i  la  résolution  de  l'équation 

ddy  +  ax^'ydx^  =  0. . . . .  (455)  , 
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dont  Euler  s'occupe  uniquement  au  chapitre  YII  de 
la  première  section  du  tome  second  de  l'ouvrage  cité 
plus  haut. 

Comparant  la  proposée  (455)  à  Féquation  générale 
(45a)  9  on  a  X  =:  o  et  ^=  ax* ,  ce  qui  réduit  la  trans- 
formée générale  (454)  ^  c^cU^ 

dz  -f-  z*dx  +  aj;"da7  =  o (a)  , 

qui  est  précisément  de  la  forme  deTéquation  du  comte 
Riccati  [équat.  (3 112),  art.  35 1  ].  Ainsi ,  tant  queTeX" 
posant  n  de  x  sera  égal  à  un  des  termes  de  la  suite 
indéfinie,  qui  a  pour  terme  général  la  formule  (317)  , 
[]art.  35i  ]^  il  sera  possible  que  la  valeur  de  z  soit 
donnée  par  une  suite  finie  de  termes^  et  que  si  tous 
ces  termes  multipliés  par  dx  sont  de  même  exactement 
intégrables  ,  la  valeur  àey[^  équat.  (453)  ^  soit  exacte  ^ 
et  alors  Téquation  proposée  (455)  se  résoudra  exacte- 
ment (*). 


■• 


{*)  Soit  par  exemple  /i  =  o ,  ce  qui  donnera  à  inte'grei:  Tequa- 
ûon, 

£ldy  H-  aydx*  =  o (A) , 

dont  la  transformée  est 

dz  •+-  z^dx  H"  adx  =  o (B)  , 

d'oà  X  =  -7-arc  (  lang  =  *^^ J (C), 

Va        N.  y/a-^cz/ 

en  repT^entant  par  c  une  première  constante  inde'ierminee  et  arbi 
traire  j  mais  de  la  transformée  (B)  on  tire 


J   a-*-''         Va-t-z* 


9 


en  représentant  par  c'  une  antre  constante  indéterminée  et  arbi- 
traire j  donc  substituant  celte  valeur  de  fzdx  dans  Tcquation  (453)  , 

</  %/  c  ôr* 

il  viendra  r  a=   ,.— -—  ;  d'où  z  =  !- ^  ,   et  substiiuaot 
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Mais  «apposons  que  Texposant  n  est  un  nombre  en-« 
tier  et  positif ,  ce  qui  rend  l'équation  (a)  inséparable , 
et  cherchons  dans  ce  cas-là  à  résoudre  par  approxima^ 
tion  l'équation  proposée  (4^5).  Soit  fait 

»=A+Bji?+  Cx^+Dor'.  ..+Mx«^'+Px«4.Qx'*-^'.  .(6), 

en  représentant  par  A,  B  , . .  .P ,  Q  des  quantités  cons- 
tantes indéterminées,  et  nous  arrêtant  au  ternie  où  j? 
est  élevé  à  la  puissance  n -f-  i,  parce  que ,  comme  nous 
le  verrons  tout-à-rheure  ,  ces  /i  +  a  termes  sont  suf^- 
fisans  pour  faire  connaître  tous  les  autres  termes  de  la 
série.  DifFérentiant  Téquation  (b),  il  vient  celle 

/fc  =  [B4-2Cjc+3Dx*...+  (n+  i  )Qx"]da:....(c), 

et  substituant  les  valeurs  de  z  et  de  dz  [éq.  (6)  et  (c)] 
dans  l'équation  (a),  on  a  celle 

A»  +  3AB")x  -H  aACjo:* +        qAP^x» 

4-      BM  +       2BM 

+  -^  =  °' 

+  B4-ûCj     +    3DJ  +(i+OQ 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
X ,  donne  les  équations 

B=  — A%C=A3,  D  =— A^. .  .Q==±:  A«-+-*. 


a 


71+1* 


•cette  valeur   de  z  dans  l'equatioa  (c) ,   il  viendra   celle  x  =  -y 

(c  ^ CLY  •—  \y  c  /Z  y  \ 
tang  = —  ] . . .  (D) ,  qui  est  Tinte'grale  corn- 

f  ^a  -»-c  y  cf  —  «/■"/ 
plète  de  Féquation  (A).  On  aurait  pu  inte'p^rer  directement  la  pro- 
pos<fe  (A)  \  car  étant  de  la  forme  de  celle  (44^)  »  [axt.43i  ]  ,  ori  a 
ton  auxiliaire  qui  est  m^-^a  =  o,  donc  m  =  y^ — a  et  1»'=—  ^ — a, 
d'où  il  résulte ,  d'après  i Vquation  (a)  de  l'article  43a ,  que 

jr  =  c  cos  (  ^ax  )  4-  c/  sin  (  ^ax  ). 

Substituant 
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«flibstitiiâot  ces  valeurs  dans  Téquation  (b)  ,  on  a 

les  ngnes  supérieurs  lorsque  n  est  un  nombre  impair  ^ ' 
les  inférieurs  dans  le  cas  contraire  ;  donc 

/«far=Ar -+'^ ^ 

Or  réquation  (453)  qu'on  peut  écrire  ainsi  qu'il  suit , 

lyz=:fzdx, 

étant  complétée  en  y  ajoutant  le  logarithme  d'une 
constante  arbitraire  c,   donne  lyz:^  fzdx -\- le  ^  ou 

"2Î  îse^*^,  d'où  y  =  ce-/"^^  :  développant  en  série 

le  facteur  exponentiel^  on  a 

tt  substituant  la  valeur  de  fzdx  donnée  par  Téqua- 
tion  (J)  y  en  ne  poussant  le  calcul  que  jusqu'au  terme 
où  X  est  élevée  à  la  puissance  71  -f-  ^  >  on  aura^  toutes 
teductions  faites^ 

.     -  coaT""*"* 

^  («  +  0("+a) 

on  ,  à  cause  de  l'arbitraire  de  la  constante  c  et  de  celle 
A ,  qui  est  la  seconde  constante  arbitraire  qui  doit  en- 
trer dans  réquation  primitive  de  Téquation  différen- 
tielle du  second  ordre  (455)  y  faisant  d  =  cA^  on  aura 


cox^"^ 


y=z=c+c'a; — 7 ; — r-7 — - — r (e). 

^  ('l  +  0(«+2) 
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Ayant  les  trois  premiers  termes  de  la  valeur  de  y  en 
«érie  indéGnie  ,  il  nous  sera  aisé  de  prolonger  cette  série 
aussi  loin  que  nous  le  voudrons.  En  eifet ,  soit  (ait 


toutes  les  lettres  grecques  représentant  des  quantités 
constantes  indéternpiinées.  DifFérentiant  deux  fois  de 

suite  l'équation  (/),  on  a  ddyz=z  —  [ccx" — a£(C^i)x  " 

Substituant  cette  valeur  de  ddy  ^  ains'i  que  celle  de 
y  *  C  équat.  (/*)],  dans  la  proposée  (4.55)  ,  et  divisant 
par  rfar* ,  il  vient ,  toutes  réductions  faites  ,  Véquation 

(/l+l)(7l4-2)  ^ 

—ayx''^^--afx^+^  —  etc. 

dont  le  nombre  convenable  des  indéterminées  exprimée 
par  les  lettres  grecques,  permet  de  faire  chaque  terme 
du  premier  membre  égal  à  celui  qui  lui  correspond  dam 
le  second  y  et  par  conséquent  de  satisfaire  à  l'équation 
(g)  ,  indépendamment  des  valeurs  de  x,  ce  qui  donne 
la  suite  d'équations 

C  —  2=:/l+l,«tC(^ —  l)  =  — flc,  • — 2  =  211  +  2, 


f 


ca^ 


('î+0('î+2) 

J^,.(x — 0= — astfi — 2  =  «  4-71,  gfl'fl — 1)=  — ay, 
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d*où  l'on  tire 


ac 


*="+3'*=  Cn+5)(n-H.)  '  «=«»("+^>' 


a*c 


a*c' 
'=fl(B+S)(aii+5)(«+i)«  .fl=3(«+3). 


•a^c 


''"a.3(n+i)(ân+3)(3/i+5)(/i+2)»  *  •'— 3(»+7)> 

—  aV 

,  etc. 


fl  .3(n+3)  (2/i+5)(3n4-7)(«+a)^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (/*)  >  il  vient 
celle 


+ 


i+a)  ^  1 . 2(/i+i)(27i+3)Cn+a)* 
1  .à. 3  (/i+i)(2/i+3)(3/i+5)Cn+a)^"*"®^^  J 


r[*-7 


...(456; 


+ 


(n+3)(7i4-a)  '   i.a(/i4-3)(a/i+5)(7i+a)^ 

1  .a.3(/i+5)  (2n+5)(3n+7)(7i+a)^  +etc.  J 

qui  est  Itïitégrale  demandée ,  et  dont  on  peut  sans 
cutre  calcul ,  prolonger  les  deux  séries  d'après  la  loi 
qui  régit  chacune  d'elles ,  et  qui  se  manifeste  d*une 
manière  évidente. 

Il  y  a  différentes  valeurs  particulières  de  n  qui 
rendent  la  valeur  précédente  de  y  en  partie  ou  en  tout 
infinie  ;  il  faudra  donc  dans  ces  cas  chercher  de  quel- 
qn'autre  manière  la  solution  complète  de  Téquation 
(455)  ;  c'est  à  quoi  nous  parviendrons  après  avoir  résolu 
le  problème  suivant. 

19. . 
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459.  Problème.  Connaissant  lune  des  deuxinté^^^ 
grales  particulières  de  F  équation 

d^'y  +Xdydx  +  y|dx»=o  [équat.  (462) ,  art.  45/]  _ 

que  ton  obtient  de  F  intégrale  complète  en  faisant  F  un^E 
des  deux  constantes  arbitraires  o  ou  c^=  o,  trouver 
F  autre  intégrale  particulière ,  et  par  conséquent  Fin — 
tégrale  générale  de  la  proposée. 

Solution.  Soit    y=:cf(x)...(a) 

rintégrale  particulière  comme  »  et  représentant  par 
ç  (x)  ,  une  fonction  inconnue  de  x  ,  soit 

y  =  cf{x)(f>(x) (&) 

la  seconde  intégrale  particulière  cherchée.  DifFérentiant 
deux  fois  de  suite  Téquation  (fr)  ,  substituant  les  valeurs 
résultantes  de  dyetddy,  ainsi  que  celle  de  y  [éq.  (6)], 
dans  le  trinôme  qui  forme  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (45a)  y  il  est  clair  que  l'équation  (  6  )  étant 
l'une  desdeux  intégrales  particulières  de  réquation(452), 
le  résultat  de  cette  substitution  sera  égal  à  zéro ,  et 
on  aura  par  conséquent. 

ç(x)  lcddf(^x)+cXd(fx)dx+c^(x)dcd'']+(f{x)ddq>{x) 
'^2cdf(x^dç{x')'\'cXf(x)d(p(x)dx==o (c). 

Or  le  facteur  de  ç(x)  ,  n'est  autre  chose  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (45a)  ,  dans  lequel  on  a 
substitué  à  la  place  de  ^ ,  dy  et  ddy  ,  la  valeur  dey  , 
[^  équat.  (a)  ]] ,  et  les  différentielles  première  et  se- 
conde de  cette  valeur  ;  donc  ,  puisque  l'équation  (a) 
est  par  hypothèse  l'une  des  deux  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (45a)  ,  il  s'ensuit  que  le  facteur 
trinôme  de  çQx)  dans  lequation  (c)  est  =r:o;  on  a  donc 
aussi 

/  (x)ddi^{x)  +2df{x)d(p(jv)  +Xf  {x)d(p{x)dx  =0. . . .  (rf) , 
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«^     faisant 

^x)=fXx)dx . . .  (e)    d'où     J*f (r)=df '(x)dx , 
0^2    aura  Téqaatioii 
jT (x) dç'  (x)  +2dfix)  9'  ix)+Xfix)  (f'  (x)  dx=z  o 
lui  étant  divisée  par  /  (x)^'(a7)  ,  donne  celle 

dont  Tiotégrale  est 
d'où  Ton  tire 

mais  réqnation  (e)  donne  ^  (x)  =  f^{x)dx ,  donc 

snbstitnant  cette  valeur  de  ^  (x)  dans  l'équation  (6)  ^ 
on  aura  pour  la  seconde  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation (45â) 

et  par  conséquent  l'intégrale  entière  et  complète  de  la 
proposée  est 

en   représentant  par  c'  la  quantité  constante  arbi- 
traire ->. 
c 

Exemple.  Sachant  que  l* équation 
x*  (Ix—  i)ddy  —  xdydx+ydx*=o (/) 


Ad4  INTÉQRÀTION  DES  DIFFÉRENTIELLES 

a  pour  l'une  de  ses  deux  intégrales  particulières 

y=cx (g), 

trouver  l'intégrale  entière  et  complète  de  la  propo^ 
sée  if). 

Divisant  Téquation  (J^  par  x*(/jc-i  ),  et  comparant  l'é- 
quation résultante  avec  celle (462) ,  on  a  X= —. r> 

uurii;  V  '  =  «  '*"  '=e^('*-0  =  /x  —  1  ;  et  puis- 
que /*(x)  =  a? ,  on  aura 

>=-[«+-(/-^-/$)]c^-  ^^^y- 

/Ixdx  Ix       1     ^        rdx        1       , 

— -— =—  —  _-et—  /--^  =  -,    donc 
X*  XX  J    x^  X 

y==:x(c \=  ex  —  c7x, 

ce  qui  est  l'intégrale   complète  de  la  proposée  (/"). 

460.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas 
où  certaines  valeurs  particulières  de  n,  mettent  en 
défaut  la  solution  par  approximation  (456)  de  l'équa- 
tion (455)  :  le  premier  dfe  ces  cas  que  nous  considé- 
rerons, est  celui  où  7t  =  — 2  ,  c'est-à-dire  celui  où 
l'on  a  à  résoudre  l'équation 

ddy  +  ^=.o (458); 

car  alors  chacune  des  deux  séries  qui  composent  la 
valeur  approchée  (45S)  de  j^ ,  devient  infinie  en  gran- 
deur. Il  faut  donc  chercher  de  quelqu'autre  manière 
l'intégrale  complète  de  Téquation  (458);  c'est  ce  qui 
va  être  l'objet  de  nos  recherches  dans  cet  article. 
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Soit  fait         y=,cx'^ (a)  , 

en  représentant  par  c  une  constante  indéterminée  ar- 
bitraire ^  et  par  »  une  constante  encore  indéterminée , 
mais  non  arbitraire  ^  et  dont  nous  allons  déterminer  la 
Taleur  de  la  manière  suivante.  Différentiant  deux  fois 
de  suite  Téquation  (a)  ,  ce  qui  donne 

ddy  =  c»  («  —  1  )x^'^^dx^ , 

substituant  cette  valeur  de  ddy ,  ainsi  que  celle  de  y 
[  équat.  (a)  ]  dans  l'équation  (458) ,  enfin  divisant  le 

résultat  par  cx'^^^dx^,  on  a  l'équation  complète  du  se- 
cond degré  ••— #-{-û=o  ,  d'où  l'on  tire  ûn= i-, 

et  substituant  cette  valeur  successivement  avec  le  signe 
+  et  ensuite  avec  le  signe  —  dans  l'équation  (a),  en 
accentuant  c  dans  la  seconde  substitution,  on  aura  les 
deux  intégrales  particulières  de  l'équation  (458);  ainsi 
l'intégrale  totale  et  complète  de  cette  dernière  équa« 
tion  est 

y  =ca?         ^  +  c'x       ^  .  - . .  (459)  (*). 

[*"]  Cette  intégrale  que  nous  avonf  tout  de  suite  déduite 
d'une  seule  intégrale  particulière,  à  cause  du  double  signe  qui 
précède  \/(i  —  4^),  peut  encore  se  déduire  aisément  de  la 
fcjrmule    (^'j)  [art.  459]  j    cm  ayant  trouvé  que  l'une   des  deux 

intégrales   particulières  est  y  =  ex  ^  >  d'oîi/(af)r= 

1  -h  v/(i  —  4fl) 
X  ^  ,  et  d'ailleurs  X  éiant  dans  ce  ce  cas  ci  =  o ,  la  for- 

mule  (457  )  donne  ft=zx  »  [c^c'  f  ^.^^.^^-^T)]'  ^^ 

I — TTTT — rT=  —  — : -i  donc  reprcscntanl   toujours  par  c 
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Cette  valeur  de  y  est  affectée  d'imaginaires  loréque 
a  étant  un  nombre  positif  dans  la  proposée  (4^8)  »  on 
a  de  plus  a  >j  ;  car  alors  Téquation  (459)  se  change 
en  celle 

ex  ^  +(fx  ^  J...(*)- 

Mais  il  est  aise   d'éliminer  l'imaginaire  \/ — i,   en 

observant  que  x  ^  =e  ^ 

t/(4a— i).      .      ,  .    i/(4û— i) 

=  co8  -^^--^^î ^Ix  zt  i/—  1  sm  ^^-^ 'kc  ;   donc 

^  ^  a 

pour  le  cas  de  a  ^  ^ ,  on  a  la  vraie  solution  de  Véqua— 

tion  (458)>  qui  est 

Il  peut  encore  arriver  que  a=  i,  alors  l'une  et  l'autre 

solution  (45g)  et  (Jfio)  ne  donnent  plus  que  l'intégrale 

particulière 

yz=ic\/x (c), 

de  l'équation  (458)  qui  ^  dans  le  cas  que  nous  con- 
sidérons ,  devient 

ddy  +  y^=o (4G0. 

Mais  d'après  ce  qui  a  été  enseigné  à  l'article  459  » 
il  nous  est  aisé  de  trouver  l'intégrale  générale  de  la 
proposée  (46 1).  En  effets  comparant  cette  dernière 


—  c' 


la  quantité  constante  arbitraire  — r; -r^  .   on    aura   Pegaation 

^  =  a  2  [  c  4-  c'x-V(«-4fl)]  qui  se  réduit  à  celle  (459) 

\oisqa'on  efiectae  la  multiplication* 
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équation  avec  celle  (45a) >  [art.  i^^j ,   et  répétée  à 

l'article  ^Sg  ],  onaX  =  o  et^=  y-^;  de  plus  l'é- 

quation  (c)  comparée  avec  celle  {a)  de  l'article  (45g), 
donney(x)=.v^a7;  donc  substituant  ces  valeurs  dans 
réqaation  (467) ,  [art. 45g  ] ,  il  vient 

et  intégrant ,  on  a  pour  intégrale  générale  et  complète 
de  la  proposée  (461)  »  l'équation 

y=L\/x\_c^dlx'\ (46a). 

461.  La  formule  générale  (456)  de  solution  parap- 
proximation  de  Téquation  (455)  >  ne  donne  que  Tune 
des  intégrales  particulières  et  par  approximation  de 

c%\X»  dernière  équation^  1*.  lorsque  n=-^^^ — ;2*'.lors- 

m 

(  1  +am)  , 

queii  =  «— -^ ^,   en  représentant   par  m   un 

nombre  entier  et  positif;  ear  dans  le  premier  cas ,  la 
première  série  de  la  formule  (456)  a  tous  ses  termes 
divisés  par  zéro  ,  à  partir  de  celui  où  le  coeiHcient  de 
n  dans  le  dénominateur  est  =  m  (*)  \  mais  la  seconde 


(*)  En  efiTel ,  les  coef&ciens  de  n  dans  celle  première  série ,  for- 
mant la  progression  par  différence  h  1.2.3.4 m,  en  s'arrétant 

au  m*«"^  terme  ^  les  nombres   qu'on   ajoute  à  n^in^  3ra nin 

forment  la  progression  par  différence  h  1.3.5.7 '"*"^  ("* — ')> 

donc  an  terme  de  la  série  en  question  où  il  commencera  à  y  avoir 

au  dénominateur  m,  facteurs  binômes  n  -4- 1  ,  ara  -4-  3 ,  3n  H»  5 

le  dernier  ou  m"**  facteur  seramn-t-  i  -f-a  (to— 'i)  ou  m/t«f-am — i , 

mais  par  bypothèse  n  =  — ^— «  \  donc   ee  fact«ur  sera  i  —  vn 
-I-  aw  —  I  =  o. 
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série  conserve  tons  ses  termes  de  valeur  significative 
et  de  grandeur  limitée  ;  donc,  représentant  par  S^  cette 
série,  on  ne  devra  conserver  de  Tintégrale  générale  (456) 
que  l'intégrale  particulière 

^  =  c'S'; 

d'où  Ton  conclura  que  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée est 

jr  =  S'  [  e'  +  c^  ^^..  ..(463),  [éq.  (J^^i),  art.459]. 

De  même  dans  le  second  cas^  la  première  série  de 
l'équation  (456)  conservant  ses  termes  de  valeur  signi- 
ficative et  de  grandeur  finie  ,  ceux  de  la  seconde  ,  à 
commencer  du  (  m  +  i  )****  terme  ,  seront  infinis  (*)  5 
ainsi  on  ne  devra  conserver  de  l'équation  (456) ,  que 
la  première  série  y  et  représentant  cette  série  par  S , 
il  s'ensuivra  que  Ton  n'aura  que  l'intégrale  particu- 
lière 

mais  par  le  moyen  de  la  formule  (457)  ,  [  art.  459  ]  , 
on  en  conclura  que  l'intégrale  générale  de  la  proposée 
est 

^=s[c+c'y'^] (464). 


(*)  En  cflFci ,   lef  premiers   termes  des   facteurs    binômes    da 
(m-4-i)»*«»«  terme  formant  la  progression  par  difiFcrence  ^n.on.^n 

"t/i,  les  seconds  termes  fbrnrcnt  la  progression  par  di£Pdrence 

•5  3.5.7 3 -+-  2 (m  —  i);  donc  le  to«*"«  facteur  binôme  de  ce 

teime  icr»  mn  -f-  3  -f-  a  (m  — i)  on  mn  -f-  am  -f- 1  ;  mais  p:ir  hypo- 
thèse en  •  n  =  —  ■  :  donc  ce  facteur  sera  —  i  —  a» 

m       ' 

+  aTO  +  i  =0. 
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Exemple.  Intégrer  par  approximation  Véquaiion 
ày+^^=^o (a). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (455)  ,  il  vient 

a  =  i  etn=— 1:= ,  en  faisant  dans  cette 

m 

dernière  formule  m  =  i  ;  donc  n*ayant  égard  qu*à  la 

féconde  série  de  la  formule  (456) ,  on  a 

+  i.a».3«.4S5""  **''•  J* 

£levant  la  série,  entre  crochets  à  la  puissance  -—  fi  par 
la  méthode  enseignée  à  Fart.  33  (  tom.  I ,  pag.  46)  ,  et 
multipliant  le  développement  par  dx ,  on  trouve  bien 
vite  que 

dx_dx  ^dx  ,   ydx   ,    i<)xdr       (^x'dx 
d'où 


^__ij./^j.Zf^i2£!4.5^J.etc 


/ 

Multipliant  cette  série  par  cS'  (=cx f-  etc.  j  , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (463) ,  on  a , 
toutes  réductions  faites  ^ 

(s^       ex?  \ 

^  — — +  — —  etcj  . 

—  cil X x^A x^  —  etc.  )  . 

\        a  a  72     -^  / 
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ce  qoi  est  l'intégrale  par  approximation  de  Féquation 
proposée  (a). 

462.  L'application  que  nous  avons  faite  de  la  mé- 
thode enseignée  à  l'article  467 ,  pour  résoudre  par  ap- 
proximation l'équation  générale  (45a) ,  dans  le  cas  où 
l'on  a  dans  cette  équation  X=o  et  ^ — ex",  étant  suffi- 
aante  pour  faire  connaître  au  lecteur  comment  il  doit 
opérer  pour  toute  autre  valeur  des  fonctions  X  et  ^ 
de  X  f  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  cea 
résolutions  par  approximation  ;  mais  avant  d'abandon- 
ner entièrement  ce  sujet  ,  nous  pensons  qu*il  est  à 
propos ,  et  même  très-utile ,  comme  nous  le  verrons 
tout-à4'heure ,  d'observer  que  l'intégration  de  l'équation 

du'^u^dx  +  cux^dx  =z  o (a) 

du  comte  Riccati ,  peut  aisément  se  ramener  à  celle  de 
l'équation  (455).  En  effets  faisant 

(i)...j^=e/"^,    d'où    ^=:u(fa:...(c), 

y  y      y'' 

ensuite  multipliant  Téquation  (a)  par  ydx,  ce  qui 
donne  celle 

ydxdu  '■}'yu^dx^  -f-  aya:"rfx*=  o , 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs  de 
dxdu  [éq.  (e)]  et  de  u*dx^[éq.(dy],on  a,  toutes  réductions 
faites^  l'équation  (455)  qui,  étant  résolue ,  donne  y=:fx, 

d*oû-iH>a  dly=dlfx\  or,  de  réquation(c)  on  tire  u^--r-, 
donc 
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dx ^^' 

ce  qui  est  l'intégrale  de  Téquation  (a). 

463.  Cette  manière  de  ramener  Tintégration  de  l'é- 
quation du  comte  Riccati  à  celle  de  l'équation  (455) , 
peut  être  souvent  utile  lorsque  la  première  de  ces  équa«> 
tions  n'est  pas  séparable ,  et  qu'on  veut  cependant  la 
résoudre  par  approximation  ;  elle  peut  même  être  encore 
utile  lorsque  l'équation  du  comte  Riccati  étant  sépa- 
rable ,  le  nombre  représenté  par  n  est  tel ,  que  l'inté- 
gration de  l'équation  (455)  peut  s'effectuer  exactement, 
et  est  plus  aisé  à  obtenir  que  celle  de  l'équation  (a). 
Par  exemple ,  soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

odx 
du  +  u*tir+^g^  =  o (g), 

qui,  comparée  avec  l'équation  (a)  »  donne 

«=^    et    n  =  -a. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (455)  ^  on  a 
celle 

qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (458),  [art.  460]  ,  et 
dont  coBséquemment  l'intégrale  donnée  par  l'équation 
(459)  est  ^  ^ 

donc  l'équation  (/)  donnera  celle 

Scx^+  d 
u= j 

6x(cxl'+'G^) 
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ou^  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  c^et 

représentant  la  quantité  constante  arbitraire  ->  par  c , 

c 

on  aura 

5cx^+  1 


u  = 


ce  qui  est  la  solution  complète  de  l'équation  (g)^  et  que 
nous  avons  obtenue  avec  beaucoup  moins  de  catcu]  par 
le  moyen  que  nous  venons  d'employer  ^  que  si  nous 
nous  étions  servi  de  la  méthode  enseignée  à  l'article  55 1 , 
en  transformant  la  proposée  en  une  équation  homogène^ 
et  intégrant  cette  tran^ormée,  (art.  SSg). 


3o3 


SECTION  IV. 

Supplément  aux  trois  premières  Sections. 


CHAPITRE  !"• 

Intégration  simultanée  de  certains  systçntes 

d'équations. 

4^4'  1^  ovs  avons  déjà  fait  voir  à  l'article  44^  ^  com- 
ment,  étant  donné  un  système  de  m— - 1  équations  li- 
néaires d'un  ordre  quelconque  n  entre  un  nombre  m  de 

variables  u,  x^  y,  z ,  on  doit  s'y  prendre  pour 

trouver  les  valeurs  des  variables  u,y,z, , , . ,  en  fonc- 
tions de  X  qui  satisfont  simultanément  aux  m-^i  équa« 
tions  proposées.  Nous  allons  dans  ce  chapitre  nous  occu- 
per des  mêmes  recherches  pour  certains  autres  systèmes 
d'équations^  et  commençant  par  celles  du  premier  ordre, 
nous  nous  proposerons  d'abord  de  trouver  les  valeurs  de 
j^  et  de  s  en  fonctions  de  x  qui  satisfont  simultanément 
aux  deux  équations 

(Az  +  By)dx  -+•  Ddz  +  Edy  =  Xdx  î  r/d^^ 

iilz  +  ly)dx  +  Kdz  +  Ldy  =  ^dx    f""^^^^) 

dans  lesquelles  les  lettres  A. .  .E,  H. ,  .L  représentent 
des  quantités  constantes  déterminées,  et  X ,  ^  des  fonc- 
tions quelconques  de  x. 
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Eliminant  successivement  c(y  et  dz  entre  les  denxéqua* 
fions  (465) ,  on  a  les  deux  suivantes 

[(AL— EH)a  +(BL— El  )jr]dx+(DL— EK)rf»  ) 

^(LX^EQdx\ 

[(DH— AK>+(DI— BK)j']da;+(DL— EKyjr  [  *  ^^* 

=  (PZ—KX)dx] 

lesquelles  étant  divisées  par  DL  —  £K^  et  faisant  pour 
abréger 

AL— ËH    ,_BL— Et    y_LX— Eg] 
^~DL— EK*     ~  DL— EK'      "DL— EK  ( 


[— AK  PI— BK  Dg— KX( 

.— EK*"""DL— EK*  ^""DL— EKJ 


DE 

se  réduiront  aux  deux  équations 

(az  +  iy)cir  +  d»  =  X'ir  |  ^ 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  un  facteur 
indéterminée,  et  ajoutant  le  produit  avec  la  seconde 
équation ,  on  a  celle 

liaC+m)z+(ie+n)y2dx+Cdz+dy = [ffX'+  f  ']dx , 
ou 

Mais  à  cause  de  l'indétermination  de  la  constante  C, 
soit  fait 

or  cette  dernière  équation  donnant  deux  valeurs  de  C 
que  nous  représenterons  respectivement  par  C  et  C, 
nous  aurons  en  substituant  âuccessivement  ces  deux  va- 
leurs 
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\ale1ur9  de  C  dans  réquation  (i) ,  les  deux  équations 
(«'+n)((r*4:y)dx+d(«'*+^)  =  (rX'4-r)«irï    ,  , 

oa  faisant  pour  abréger 

on  anra  les  deux  équations 

p'u'dx  +du'z=zX''dx 
fu'dx  +  du'^i'dx, 

qui  étant  de  la  forme  de  celle  (ag8)[art.  S^a],  ont  res- 
pectivement pour  intégrales  complètes  les  équations 

dans  lesquelles  c  et  c'  représentent  des  constantes  arbi- 
traires, liais  des  seconde  et  cinquième  équations  du 
groupe  (46g)  combinées  ensemble,  tirant  les  valeurs 
de  jr  et  de  2 ,  on  a 

r  C'u"—C"u'  ii!—u"\        ^,     ^ 

et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les  va- 
leurs respectives  de  C\  C",  u'  et  u"  [équat.  (468)  et 
(470)],  on  aura  les  valeurs  demandées  dey  et  de  z. 

Exemple.  Etant  données  les  équations  différentielles 

(44^  +  49y)^^ + 4^* + s^y — ^^^   \     ^  jn 

{Z4z  +  5Sy)dx  +  5dz  +  ';dy  =  e'dx    J-'-W 

de  deux  iurfaces  courbes ,  trouver  les  équations  primi^ 
tiues  des  projections  de  tintersection  des  deux  surfaces 
sur  les  plans  coordonnés  des  xy  et  des  xz. 

Comparant  les  équations  (d)  avec  celles  qui  leur  cor- 
â.  so 
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respondent  respectivement  sous  le  n®  4^5^  on  a  A=:44  » 
B=49,  I>  =  4,  E  =  9.  X==a:,  H=34,  1  =  38^ 
K=3,  L=7etÇ  =  e*.  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  groupées  sous  le  n°  4^S ,  il  vient  a  =  2  , 
i=  1,  X'  =  jx  —  9e*,  m=  4,1=5 etÇ'=4c' — Sx. 
Mettant  les  valeurs  de  a ,  b,  m  et  n  dans  Téqua- 
tion  (4G8),  on  a  ^'=1  et  C"=— 4;  d'où  p'  =  6, 
p"  =  1 ,  X"  =  4p—  5e*  et  f  =  406*  —  3ix  [équat; 
du  groupe  (469)];  àonc  fXl'e^'^dx  ^=.  ^  fxe^'dac 
.—  5/e7*da;  =  §e^(x—|)  —  fe7^[voy.  la  formule  (214) 
art.  aGG]  ,  et  /|V*c^  =  4o/e**£ia:  —  Zifxe'dx 
=  20e**— 3ie*(x  —  i).  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  équations  (47^) ,  on  a 

et  u"^=.ce'~* — 3ia;  +  20e*  +  3i , 

Enfin  mettant  ces  valeurs  de  u'  et  de  u" ,  ainsi  que 
celles  de  C  et  C  dans  les  équations  (471))  on  a  pouf 
équations  de  projections  sur  les  plans  coordonnés  des 
xy  et  des  xz  de  l'intersection  des  deux  surfaces,  celles 

y  =  4ce-«'  +  c'e— +  ^6*— ~^x  +  — 
•^  7  3       '    9 

a  =  ce^' —  ce  * ï2e*-L.-JIj; , 

7^9 

4G5.  Tant  que  i  et  m  sont  de  même  signe ^  ou  qu'é- 
tant de  signes  contraires ,  on  a  /^bm  <C  (  ^  ""  '^  )*  >  i' 
est  clair  qu'il  n'y  a  rien  à  changer  aux  résultats  trouvés 
dans  l'article  précédent.  Mais  si  i  et  m  sont  de  signes 
contraires,  il  peut  arriver  1°.  que  4bm=z(a  —  »)', 
ce  qui  donne  C  =  C*' ;  2®.  que 4bni ]>(a  —  n )*,  ce  qui 
rend  les  valeurs  de  C'  et  de  C^  imaginaires.  Nous  allons 
dans  cet  article  examiner  le  premier  de  ces  deux  cas  qui 
semble  offrir  beaucoup  de  dilficult  es ,  car  C' étant  =:C*^» 
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Chaque  couple  d'éqtiat.(c)  et  (470)  []art.  464]  «e  réduit  à 
nue  seule  équation ,  et  les  équations  (47 0  donnent^  =ij 
et  2  :=  I ,  sans  pouvoir  déterminer  à  priori  les  valeurs 
de  ces  fractions  vagues  f  par  les  méthodes  enseignées 
au  chapitre  VIII  du  Calcul  différentiel ,  (art.  G0..G7  ). 
Mais  toute  la  difficulté  disparaîtra  ,  si  nous  parvenons 
à  éliminer  des  valeurs  de  ^  et  de  2  les  quantités  qui 
constituent  la  différence  de  Cf  et  C ,  ainsi  que  des  autres 
âémens  du  calcul  ,  qui  ne  diffèrent  entre  eux  qu'au- 
tant que  C  et  C  sont  dilFérens.  Pour  parvenir  à  ce 
bat,  soit  fait 

ce  qui  donne  C'  =  </  -f-  û»  et  C  =  ç— «y  [  éq.  (4S8)  ]. 
Lies  intégrations  des  équations  (47o)  donnent  pour  1/ 
et  u'  deux  valeurs  en  fonctions  de  a; ,  qui  diffèrent 
entre  elles  tant  que  C  diffère  de  C  \  soit  donc 

{  u'  =  F  (X)  +/  {X)  et  u'  =  F  (x)-./(x)} . . .  («)  : 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (471),  on  a, 

toutes  réductions  faites,  y=:F(x) — a  ^— ^— 1  et  a=  îLL-Z 

donc  y=z¥  (x)  —qz (J^^jZ), 

d'où  dy  =  £ÏF  (a:)  '^qdz.  Mettant  ces  valeurs  âey  et 
de  dy  dans  la  seconde  des  deux  équations  (467) ,  il 
vient  celle 

qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (298)  ,  (art.  342)  ,  et 
dont  conséquemment  l'intégrale  sera  immédiatement 
donnée  par  l'équation  (299).  Ayant  la  valeur  de  z  en 
fonction  de   x,   il    ny  aura  qu'à  la  substituer  dans 

20.. 
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l'équation  (47^)  »  ^t  l'on  aura  par  ce  moyen  les  deux 
^nations  primitives  demandées. 

Exemple.  7\-ouuerles  valeurs  de  y  et  de  z  enfonc' 
tionsde  x,  qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équa" 
lions 

(i  iz  +  5iy )  dx  +  4dz  -f-  9dy  =  e* 
(82  +  24y  )dx+  3dz  -f-7dy=e'**. 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  {JfiS),  on  a 
A=ii,B=3i,D=4,  £=9,  X  =  c-^,  H=8,I  =  fl4, 
K  ==  3,  L=7  et  5=  c":  substituant  ces  valeurs  dass 
les  équations  (4SS) ,  il  vient  a  =:  5,i=i ,  X'  =76^-30*», 
m=:  —  1,  11=35  et  Ç'  =  /^  —  3c* ,   donc  q  =  1 

[équat. /472)]  et  \/ /^bm  +  (a—  ny = o,  d'où  ^  =  ^'=1 
ce  qui  donne  jf  (x)  =  o,  et  par  conséquent  u'  =F  (x), 
[équat.(a)],  mais  p'=4  et  X*  =  4^*  —  5e**  [  i'' 
et  3"^'  équations  du  groupe  (469)!  donc  u'  ou 
F  Çx)=e-^  (c  +4f^dx—Sfe^'dx)  [1"  éq.  (470)] 

t=:ce"4^  +  |e* — f  e**;  donc 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (J^j^)  ,  il  vient , 
toutes  réductions  faites  , 

dz  +  4zdx  =  (  ^  e*— ^  e*^  —  ce-4*)^, 
et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (23g)  [^  art. 
^4^1»  on  a  pour  la  première  des  deux  équations  de- 
mandées , 

substituant  cette  valeur  de  z  ainsi  que  celles  de  F(x) 
et  de  q  dans  l'équation  (473)  >  il  vient 

_  c(i+a^)  — c^  .    15  c^  _  il  e* 

qui  est  la  seconde  des  deux  équations  qu'on  cherche. 
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48G.  Si  b  et  m  étant  de  signes  contraires ,  on  a 
[bin'^  (  a— n  )*  y  alors  les  valeurs  de  C  et  de  C*'  sont 
iiiagîiiaire&[]  équat.  (468)  2  >  c®  ^î  ^^^^  ^ussi  imagi- 
laires  le9  Taleurs  de  p'  et  dep^',  ainsi  que  celles  de  X'^ 
et  de  i^*]^  éqfiiat.  (469)3*  ^^î^  Ià  marche  du  calcul  pour 
Tintégration  reste  la  même  que  celle  indiquée  à  Tar- 
ticle  41^4  >  si  ce  n'est  qu'il  faut  substituer  aux  quantités 
exponentielles  imaginaires,  telles  que  eF^f*^"^^,  leurs  va- 
leurs trigonométriques  co»  g-x  ±  V^  —  1  sin  gpr.  Par 
exemple  »  soit  proposé  d'intégrer  simultanément  le  sys- 
time  des  deux  équations 

(aA  +  5iy )dx  +4dz  +  gcfy  =  e'dx  >  .  . 

(»  +a4y)dx+5dz  +  ';dy  =  5dx  y ^  ^^ 

On  trouve  à  Tordinaire,  par  le  moyen  des  équation» 
(466),  (468)  et  (46.9),  que  a=  5,  A  =  i,  X'=7e'— 37^ 
inr=— fl,fi  =  3,f  z=ri2  — 3e^  C  =  i  +l/—  1  , 

r=ii— v/— i,/  =  44-V/— i>P'=4— V— W 
X'=(4+7V/-i  )  e'— 3(5+9|/-i  )  et 
f  =(41-71/  — Oe*— 3(5— 9V/— 1  ).  Subs- 
tituât ces  quatre  dernières  valeurs  dans  les  équations 
(470)  9  on  a  celles 

—  3(5-f  ^  1/ —  1  )  / ei^ e^v^-^£ir 4- 1 3 
.»•=  e-4aren^-i  [  (  4  _  7  j/  _  1  )  y^sx  ^  -'V^-'rfx 

—3  (5_(5y/_  i)/e4^e-«l^-»Jx+  c'  ]  ; 
tt  passant   des   quantités   exponentielles   imaginaires 
**^"'  aux  binômes  trigonométriques  cos  x  ibsin  x  y- 1 , 
'   ilràit 

'd  =  e~^*(çosj7 — 1/ — isinr)[(4+7  V^ — >)(yè^^cosa;dj; 
;    +1/— i/è^'sinarrfo:)  — 3(5+9V/— 1)  (/è^^cosxîr 

+  </— i/c^*sinardx)  +  c] (6); 

tt'=:e-4*(cos  07+  V^ —  1  sin  or)  [(4 — 7  V/ —  1  )  (  /e^'^'cos  arda; 
—  \/— 1  yè**8in  xd:t  )—  3(5 — 9 \/ — 1)  (/c'*  cos  xdx 
•"V— i/c4'8in  xrfx)-*.  c'  ] (c). 
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Or  y  par  le  moyen  des  formules  (274)  et  (2^72),  (  art. 
So^}  9  on  a 

fei'cosxdx=:  !!!«ço8x42iîL^ 

e^*  (5sin  a:  —  cos  x) 


fê*  sin  xàx  =s 
fé^ùn  xdx  = 


26 

c^'  (4  sin  a;  —  cos  x) 


17 

Substituant  ces  valeurs  dans  lés  équations  (i)  et  (c) , 
et  ensuite  les  valeurs  résultantes  de  u  et  de  u'^ ,  ainsi 
que  celle  de  C^  et  C  dans  les  équations  (471)  »  on  aura 
les  valeurs  demandées  de  y  et  de  z.  Nous  ne  pour— 
suivrons  pas  ce  calcul ,  qui  n'offre  plus  de  difficultés. 

467  Si  DL = EK ,  je  dis  quelesdeux  équations  (465) 
appartiennent  à  une  seule  surface  courbe  dont  Té- 
quation  primitive  est  donnée  par  la  combinaison  des 
deux  équations  différentielles  proposées  (465)  ,  et  que 
conséquemment  le  problème  résolu  dans  les  articles 
précédens^  qui  a  pour  but  de  trouver  les  équations 
des  projections  sur  le  plan  des  ay  et  des  xz  de  Tinter- 
section  de  deux  surfaces  courbes ,  devient  impossible  à 
résoudre  dans   ce    cas  -  ci  ;   en  effet ,  de  Téquation 

DL  =  EK,  ontireK=-T=r-;  substituant  cette  valeur 

Ht 

dans  la  seconde  des  équations  (465) ,  multipliant    le 

résultat  par  E ,  et  la  première  des  équations  (465)  par 

L ,  on  a  les  deux  équations 

h(^Az  +  By)dx+L{  ï)dz+  Edy)=LXdx 
E  (  H2;+  ly  ) dx+L(  Ddz+  Edy)  =E|  dx-, 

d'où  éliminant  L(Dcfe+Erfy)  et  divisant  par  dxy 
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îl  vient  l'équation  primitive  d*une  seule  surface. 
(LA—  EH)  z+iLB—El)y  =LX—  Eg. 

468.  Si   DHz=AK,  ce   qui  donne  m  =0,  il  ^st 

clair  que  les  deux  valeurs  successives  de  C  seront  — ^— 

et  o  1^  équat.  (468)  ]  ;  ce  qui  donne  p'  =:a  ,  p':=in  , 

X'=  ~7^X'  +  Ç-^  et  f  =f  [i'%  S»*,  4"*  et  G«« 

équations  du  groupe  (469)  ^  et  réduit  les  équations  (470) 
à  celles 

«'  =  e-«(c-|../XV'dx) .1 

»•  =  e— «  (  c'+  /l'  e"<£x)  / *-^73J  . 

enfin  les  équations  (47i)'  se  réduisent  dans  ce  cas-là 
à,  celles 

4S9.  Si  BL  =  EI,d*où  i=z=o  ,  alors  l'équation  (458) 
donne  pour  ^'  et  C"  des  valeurs  infinies  ;  mais  dans  ce 
cas-là  ,  remontant  aux  équations  (467)',  la  première  de 
ces  équations  se  réduit  àr  celle 

qui,  étant  de  la  forme  de  l'équation  (29B)  ,  (  ait.  54a), 
donne  tout  de  suite ,  parle  moyen  de  la  formule  (-«^g)  » 

2  =  6-'*^  (  c  4-  fme'^'dx) (477). 

Représentant  cette  valeur  de  z  par  fix),  et  la  subs" 
tituant  dans  la  seconde  équation  du  n°  (4b'7);  on  auiva 
l'équation 

nydx  +  c?y  =  (I'  —  mf{x)  )d  r , 

qui  étant  de  la  même  forme  que  celle  (^^^98) ,  a  pour 
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intégrale  » 

jr  =  éî-»'C  c'  +/(f — m/(x))  e^'dx  ] (478>- 

Les  cas  de  AL=:  EH  ,  d'où  a  =o ,  et  de  DI  =  BK  , 
d'où  «==  o considérés  séparément ,  ou  même  ensemble  , 
n'offrent  aucune  circonstance  essentiellement  remarr- 
^uable. 

470.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  simulta- 
nément le  système  des  trois  équations 

(Hz+Iy+K  t}dx+Ldz+Mdy+'Ndt=:  X'dx  i . .  (47  b\ 
(Oz+Py+Q  t)dx+Kdz+  Sdy  +Tdt=X"dx] 

dans  lesquelles  A. . .  .G  ,  H. . .  »N ,  O . . .  .T  sont  des 
quantités  constantes  déterminées  ,  et  X ,  X' ,  X" ,  des 
fonctions  quelconques  de  a?. 

Par  le  moyen  des  trois  équations  données,  éliminant 
d'abord  dz  et  dy ,  ensuite  dz  et  dt ,  en&a  dy  et  dt  ^ 
on  a  trois  équations  de  la  forme 

(  ay  +  bz -{'  et) dx  +  dtz=:  Ç  dx^ 

{hy  +  iz+kt)dx  +dy=  f  dxi (480)  ; 

(^my  +nz  -\-  qt)dx+dz=z  ^"dx]  '^ 

ainsi  il  ne  s'agit  que  d'intégrer  simultanément  ce  der- 
nier système  d'équations.  Four  y  parvenir ,  multiplions 
la  seconde  équation  par  Q  et  la  troisième  par  6^,  ces  deux 
facteurs  étantconstans,  mais  encore  indéterminés^  ajou- 
tons ces  deux  produits  à  la  première  équation  du  groupe 
(480)^  et  multiplions  dans  l'équation  résultante  ,  le  coef- 
ficient de  Jrdansie  premier  membre  par  — .  1^  ■  ~> 
ce  qui  nous  donnera  l'équation 

+  dt  +  Cdy+  <»dz=  Cl+Cf  +  »r3dx (a). 
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fraisons 

\      -  c  +  kC^q<,'   ''—  c  +  kC+^i ^^^* 

et  t  +  û>z  +  Cy  =  u. .  è (c)  , 

d'où  dt  +  »dz  +  Cc?y^  z=zdu,  ce  qui  réduit  T équation 
(a)  à  celle 

(^c  +  kC+qt^  )Tidx+  du=ll  +^f  +»!''  ]  cir..(d). 

De  la  première  des  deux  équations  en  (i) ,  nous  ti- 
rons celle 

^ tziâ;;^ (^)> 

et  substituant  cette  valeur  de  C  dans  la  seconde  éqna^ 
tîon  en  (b) ,  il  en  résultera,  toutes  réductions  faites , 
une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à  &  qu'il 
seroittrop  long  d'écrire  ici;  donc  résolvant  cette  der- 
nière équation  ,  nous  aurons  trois  valeurs  successives 
de  «  ,  que  nous  représenterons  par  (/  ,  tt"  et  a"  ,  les- 
quelles successivement  substituées  dans  l'équation  (e)  , 
donneront  aussi  trois  valeurs  successives  de  ^,  que 
nous  représenterons  par  C  ,  6"  et  C"'.  Substituant  «' 
et  C  dans  l'équation  (d)  ,  ensuite  «'  et  C"  ;  enfin  &"' 
et  C ,  nous  aurons  trois  équations  différentielles  de 
la  forme  de  celle  (2298)  (  art.  54^  )  qui ,  par  le  moyeu 
de  la  formule  (999)  ,  donneront  trois  valeurs  succes- 
sives, u',  u"  et  u"  de  u  en  fonctions  de  a:  ;  et  subs- 
tituant successivement  ces  valeurs  dans  Téquatlon  (c) , 
ainsi  que  celles  &'  et  C  ,  »"  et  C"  ,  m"  et  d^  qui  leur 
correspondent  respectivement,  nous  aurons  trois  équa- 
tions primitives  entre  les  quatre  variables  t  ^  x  y  y  ,  s, 
par  le  moyen  desquelles,  et  suivant  les  règles  ordi- 
naires de  rélimination  ,  nous  ti'ouverons  les  valeurs 
des  trois  variable»  t  ^  y  et  z  en  fonctions  de   x ,   qui 
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satisfont  simultanément  aux  trois  équations  propo-- 
sées  (479). 

47KSC0LlE.De8  méthodes  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  intégrer  simultanément  le  système  des  deux 
équations  (4S5)  entre  trois  variables,  ensuite  le  système 
des  trois  équations  (4/8)  entre  quatre  variables ,  on 
voit  assez  comment  on  doit  s*y  prendre  pour  intégrer 
simultanément  un  système  d*un  nombre  quelconque  n 
d'équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  n-f-i 
variables,  parmi  lesquelles  une  seule  varie  uniformé- 
ment ,  lorsque  ces  équations  sont  chacune  composées  , 
1*.  de  la  somme  des  premières  puissances  des  n  variables, 
variant  înuniforménr»ent ,  respectivement  multipliées 
par  des  coeRiciens  constans  et  déterminés  ,  multipliée 
par  la  différentielle  de  la  variable  variant  uniformé- 
ment. 21®.  De  la  somme  des  différentielles  des  n  pre- 
mières variables  respectivement  multipliées  par  de» 
coefficiens  constans  et  déterminés.  3°.  D'une  fonction 
quelconque  de  la  variable  variant  uniformément ,  mul- 
tipliée par  la  différentielle  de  cette  variable.  Passons 
maintenant  aux  intégrations  simultanées  des  équations 
différentielles  d'ordres  supérieurs. 

47^<  Proposons-nous  d'abord  de  trouver  les  valeurs 
de  y  et  de  2  en  fonctions  de  x  qui  satisfont  simulta- 
nément aux  deux  équations  différentielles  du  second 
ordre 

( Ay+Ba)da7*4-(Cf/y+Drfz)eir+Ed^y-f  Hd*z=Xcia7*  K  .^  . 
(Ljf+Kz)c/x*4.(Lrfj^+Mdz)dx+N£i^y4-0d*2i=|da:*J^'*   ^^* 

dans  lesquelles  A, .  H,  T. . .  O  sont  des  quantités  cons^ 
tantes  déterminées  et  X  ^  ^  des  fonctions  quelconques 
de  X. 
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Faisant    { c/y  ==:  wctr  et  ds=  vc/x  } (a); 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (48 1)  >  et 
divisant  par  dx ,  on  a.  les  deux  transformées 

(Ay+Bz+Cu+Dv  )dx+Edu+Udv  =  Xcir  1  , 

(  Iy+Kz-f-La+Mv)da:-f-Ndu+Orfi/  =  idx] ^  ^' 

qui  ne  sont  plus  que  du  premier  ordre.  Eliminant  suc- 
cessivement du  et  du  entre  ces  deux  équations  (b) , 
divisant  par  £0  —  HN  ,  et  faisant  pour  abréger 

_EI-AN  ^_EK-BN    _EL-CN         EM-DN^ 
^  ~EO-HN*    ""EO-HIN '^~  EO-HN *    ~  EO-HN 
^,_EÇ-NX  ._AO-HIy      BO>HK  ,C0-HL\    . 
^  ""EO-HN* ^~ EO-HN*^ ""EO-HN*    ""EO-HN/ '•^''-'' 
DO-HM 


et     ./-OX-Hg 


EO-HN  •  ^  ""  EO  -  HN 

on  a  y  compris  les  deux  équations  (a) ,  les  quatre  sui- 
vantes 

(  a  y  +  iz  -f-  g-iA  -f*  fiv)dx  +  Ji/  =  X'dlr 

(  ijj^  -f-  ftz  +  ^"  +  mi/)da7  +  Jm  =  Ç'dr ,  ^  •, 

^  —  uctr  =  G  * ^ 

dz  —  vdr  =  G 

Multipliant  la  seconde  de  ces  quatre  équations  par  C ,  la 
troisième  par  œ  et  la  quatrième  par  x  ;  ensuite  ajoutant 
ces  trois  produits  avec  la  première  équation ,  et  mul- 
tipliant le  facteur  de  dx  dans  le  premier  membre  delà 

résultante  par  r— jr^ — ,  on  a  Téquation 

^     n  +  mC  —  A  ^ 

L          h  +  rnC —  K      ^  h  +mC  —  k 
+  ^  7.^g_-J'J  t^x  +  dv+Cdu  +  fJz  +  :  Jy 
=  (X'-fC§')rfx (e). 
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Faisant 

f^ g+lC'-ti»     ^_^    b  +  hC  g  +  zg  1    ^  ,. 

ensuite 

t=zv+eu*^h&  +  e)y (g)  , 

d'oà  A  =  di/  +  Cdu  +  ^  Ai  +  ffrfy , 

réquation  (e)  se  réduira  à  celle 

(A+  mC  — a)  /rfa:  +  dt  =  iX'+C^'  )dx (A)  , 

qui,  étant  dé  la  même  forme  qUé  Téqùafion  (298)  (art. 
34a) ,  donnera  d'après  la  formule  (299)  ,  la  valeur 
de  t  en  fonction  de  jt  ,  C,  x  et  la  constante  arbitraire 
c  :  substituant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  {g) , 
il  viendra 

F(a:,  C,  Â,  è  )^v  +  Cu  +  Kz+éjy (f). 

Mais  par  le  moyen  des  trois  équations  (f)  et  suivant 
les  règles  de  l'élimination  ^  on  parviendra  aune  équa- 
tion du  sixième  degré  par  rapport  â^^  ce  qui  donnera 
six  valeurs  de  C  en  fonctions  des  constantes  déterminées 
a,  b, , ,  \^ équat.  du  groupe  (c)].  Prenant  parmi  ces  six 
valeurs  les  quatre  qu'on  jugera  les  plus  convenables , 
telles  que  les  réelles  et  commensurables ,  s'il  y  en  a  , 
et  représentant  ces  quatre  valeurs  de  C  parC\  C ,  C 
et  C*^  ,  on  en  conclura  quatre  valeurs  û>'  ,  tt" ,  (xT^  «'^ 
et  h* ,  x",  k"'  ,  h}"*  de  <»  et  de  A  en  fonctions  des  mêmes 
constantes  a ,  b,  ,.  Substituant  C ,  a»'  et  a'  ,  ensuite  C^, 
A>"  et  h"  ,  puis  Cr,  ùT  et  a"  ,  enfin  Q'",  «'^  et  x»^  dan» 
l'équation  (  0  >  ^^  ^"^^  quatre  équations  entre  les 
cinq  variables  x,  y  ^  2  ,  u  et  v  au  moyen  desquelles 
éliminant  d'abord  z,  u  et  v  ;  ensuite  j' ,  u  et  i' ,  on  aura 
les  valeurs  demandées  de  j^  et  de  £  en  fonctions  de  ac. 
Il  paraît ,  d'après  cette  méthode ,  que  les  valeurs  de^  et 
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de  z  seraient  affectées  de  la  même  constante  arbitraire  c, 
qui  entre  déjà  dans  réquation(0  ,  quoique  ces  valeurs 
doivent  avoir  des  constantes  arbitraires  différentes  c 
et  c'  ;  mais  comme  il  est  présumable  que  dans  les  deux 
équations  finales  ,  ou  que  du  moins  dans  Tune  des  deux 
il  y  a  une  combinaison  de  c  avec  quelque  constante  dé- 
terminée ,  on  pourra  représenter  cette  combinaison  par 
c'  dans  l'une  des  deux  équations^  ce  qui  sera  la  cons- 
tante arbitraire  de  cette  intégrale  ,  dans  le  temps  que 
l'autre  intégrale  aura  pour  constante  arbitraire  la  pri- 
mitive c  de  l'équation  (  0  >  ou  sa  combinaison  avec 
quelque const<inte déterminée.  Aa  reste,  Ton  pourrait, 
par  le  moyen  des  quatre  équations  entre  x,  y ,  z  ^  u 
et  V  ,  éliminer  d'abord  y  ,  z  ,  v  ,  ensuite  y ,  z,  u ,  ce 
qui  donnerait  u  et  1/  en  fonctions  de  x  ;  après  cela 
substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a) ,  et  in- 
tégrant en  ajoutant  à  la  première  intégrale  la  cons- 
tante arbitraire  c  ;  et  à  la  seconde ,  la  constante  ar- 
bitraire c' ,  on  aurait  les  deux  valeurs  demandées  de 
y  et  de  z. 

473.  Voici  un  autre  système  d'équations  du  second 
ordre  entre  trois  variables. 

(^Ay  +  Bz  +  B)da:'  +  Edy+Ud^z:=ol 

(  ly+Kz+L)dx^+mdy  +  'Nd'zz=ol"^'^^^^  ' 

beaucoup  plus  facile  à  intégrer  que  le  précédent  (481). 
En  effet,  éliminant  entre  les  deux  équations  (4851)  , 
d*z  et  dy  ,  divisant  les  deux  équations  résultantes  par 
MH  —  EN ,  et  faisant  pour  abréger 

_  HI-AN  ,_HR-B]V  ,__HL-D]V 
^  ~HM-EN'         HM-EN'         HM-liN' 

_  AM-EI  _  BM-EK  _D]\1[-EL 
^"""HM-EN  ''*"'HM-EJN'^'"HM-EN\ 


(483). 
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on  a 

(et    {my  +  nz  +  q  )dr*  +  d*z  =o  j         •  •  •  •  v.  /• 

Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  le  facteur 
indéterminé  C;  ajoutant  le  produit  avec  la  première 
équation  en  (a)  ,  et  multipliant  le  facteur  de  cb;'^  par 

Faisant  à  cause  de  Tindéterminée  C ,  ^  =   rr  J 

a  -f-  mQ 

d'où 

g  ^  n-^±\/4bm  +  ( g—  n )« ^^g^^ 

am 
•t  posant 

"==y  +  '^+'^ ••••^^)' 

d'où  d^u  =  J^  4"  ^^*  >  l'équation  (i)  se  réduira  à 
celle 

(a  +  TTiC)  u£tr*+rf*a=:  o ( J)  ; 

mais  à  cause  du  double  signe  qui  précède  le  radical 
de  l'équation  (484)  >  on  a  deux  valeurs  successives  de 
C ,  que  je  représente  par  C^  et  C"  ,  ce  qui  donne  deux 
valeurs  successives  de  u  dans  Téquation  (c)  ,  que  je  re- 
présente par  tt'  et  u"  ;  donc  l'équation  (d)  donnera 
successivement  celles 

dW  =  p'  u'  dx'i 

d'uf' =  p'' u'' dx'f ^^^' 

en  faisant  pour  abréger 

{p'  =  — (a  +  m^Oet/  =  — (a  +  mC'')}..(485). 
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Pour  intégrer  la  première  des  deux  équations  en  (e)  , 
faisons  dx  r=:  i^du'  y    ce  qui  donne  da^  =  v*  Ja^^   et 

ddoo  =  o  =  vddu'  +  dvdu' ,    d'où  dhi'  = ; 

V 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  que  nous  vou- 
lons intégrer,  il  vient  --5  =— pVdu'  ,  dont  l'inté- 
grale est 


--  =  p'  u'*  '    d'où    V  =  —7 — 7—,  ; 

et  substituant  cette  valeurde  v dans  l'équation  cljrrai/Ju'^ 
on  a  celle  dx  =    ,       ^  ,  dont  l'intégrale  est 

ar=-4-7/-    ou  u'=ce**^i^. (/), 

en  représentant  par  c  une  constante  arbitraire. 

Les  deux  équations  en  (  e  )  étant  de  formes  iden- 
tiques ,  il  est  clair  qu'on  aura  aussi 

«'=cWr, (g), 

en  représentant  par  c'  une  autre  constante  arbitraire. 

Mais  à  cause  des  deux  valeurs  successives^,  C  de 
C  et  des  correspondantes  u^ ,  u"  de  u,  Téquation  (c) 
donne  successivement  celles 

{  u'  =y  +  C'z  +P'  et  u"  z=y  +  Cz"  +  P''  } (A)  , 

en  faisant  pour  abréger 

{^=j^.«''=^} <«. 

Or  ,  éliminant  successivement  2  et  y  entre  les  deux 
quations  (h) ,  on  a  celle» 
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y—         gdr  /  . 

^t  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les 
valeurs  de  y!  et  de  u"  [équat.  (/^  et  (g)],  il  vient 
celles  demandées 

^  _  e  dé^v"  —  d'cé'^y' + r  P' — ^P' 

qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
posées (48s)* 

Exemple.  Intégrer  simultanément  le  système   des 
deux  équations 

(  59  --  177  -  88z  )dx«  +  8d*y  +7d*z  =  01  , 

(  35  —  iiy  —  52Z )dx*  +  5d«y +4d«z=  oi* " '^^' 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (4^^  )  » 
onaA=— 17,  B  =  — 88,D  =  69,  E  =  8,Hr=7, 
I=— Il  ,  R=— 52,L=35,M  =  5,N  =  4,  co 
qui  donne  d* après  les  équations  du  groupe  (4^3) 

c=-— 3,  b= — 4*^  =  3,m=:i,n=— 8,  ^  =  5; 

substituant   ces  valeurs  dans  Téqu^tion   (  484  }  >    i^ 
vient 

C  =  — ^^     d'où     C'  =  — ietr=  — 4. 

Les  valeurs  numériques  de  a  ,  m,C\  C"  substituées 
dans  les  équations  (485) ,  et  les  mêmes  valeurs  plus 
celles  numériques  de  A  et  de  q  substituées  dans   les 

équations 
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&«luations  (486)  ,  donnent 

ettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  487  ) ,    on   a 
îUes 

Acé^'—c'e^^         i                ce**— cV*^7         « 
= 3 +7«t^= 3 +f^. 


3C 
|3 


i  satisfont  simultanément  aux  deux  équations  pro- 
^Dsées  (  ^  ). 

4j4'  Maïs  si  les  deux  quantités  p'   et  p^\  ou   une 

^ule  d'elles  est  négative,  alors  les  formules (487)  ne 

onnent  que  des  valeurs  imaginaires  de  j^  et  de  z  ;  il 

ut  donc  recourir  à  quelqu'autre  moyen  pour  trouver 

â  intégrales  simultanées  des  équations  (4Sa). 

Les  quantités  p'  et  p^'  étant  négatives,  ce  qui  a 
eu  lorsque  celles  a  +  ^^^  et  a  +  ^^'  s^°*  positives , 
Es^lors  les  deux  équations  (e)  de  l'article  précédent^  se 
t^Viangent  en  celles 

1^   ^uf  =  —  p'u'dx^  et  d'u''  =  —  p''a"dx^  } . . . .  (o)  , 

dans  lesquelles  p'  et  p"  représentent  maintenant  les 
quantités  positives  a  +  /nC  et  a  +  mC".  Multipliant 
^^  première  de  ces  équations  par  du! ,  on  a 

du'd  (du')  =  —  p'dx'u'duf (6)  , 

.  dont  la  première  intégrale ,  en  considérant  dx  comme 
constante  y  est  T  équation 

du:^  =  —  p'u'''dx^  +  c'dx^ (c)  , 

dans  laquelle  c°  représente  une  constante  arbitraire  : 
de  cette  équation  on  tire  celle 

dx  =  -Jd==. (ci), 

2.  21 
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dont  l'intégrale  est  l'équation 

X  =    .*  /arc  fsïn  =  '        V'(e)  [for.  (i54>  art.aoS]  , 

qui ,  à  cause  de  la  constante  arbitraire  c  ^  peut  se  mettra, 
sous  la  forme 

0?  V/  p'  =  arc  f  sin  =  —  j , 
d'où  l'on  tire 

u'  =  c  sin  (  a;  V^p'  ) (/)• 

Opérant'  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a)  ,  il 
est  clair  qu'on  aura 

u'=c'3in(  x  V/p") • .  .(g)  , 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (£)  de 
l'article  (473) ,  il  viendra 

y — ^  ^' Q"  / 

_   csm{x\/p'y-c'  sin  (x y^pQ  +  P^-P'     ^-(488). 

On  voit  assez  les  modidcations  qu*il  faudrait  faire 
éprouver  à  ces  formules  ,  si  Tune  seule  des  quantités 
a  +  771^' ,  a  +  TnC"  était  positive. 

Remarque.  En  intégrant  une  première  fois  l'équa- 
tion (i)  ,  nous  avons  ajouté  une  constante  arbitraire , 
mais  en  intégrant  une  seconde  fois  ,  c'est-à-dire  en 
intégrant  l'équation  (d) ,  nous  n'avons  pas  ajouté  une 
seconde  constante  arbitraire  ^  afin  que  les  valeurs  de 
u'  et  de  vf  introduites  dans  les  équations  (ï)  de  l'ar-^ 
ticle  {A7'^)i  ne  donnassent  aux  valeurs  de^  et  de  a 
que  les  deux  constantes  arbitraires  c  et  c'  qui  sont 
les  seules  qu'elles  doivent  avoir ,  puisque  les  équations 
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finales  qu*on  veut  obtenir ,  ne  sont  que  les  intégrales 
simultanées  de  deux  équations  différentielles  (48a)  du 
«econd  ordre.  Mais  si  au  lieu  d'ajouter  à  la  première 
intégrale  la  seule  constante  arbitraire  que  Ton  veut 
avoir  dans  l'intégrale  finale  de  l'équation  (i)  ,  ou  pre- 
mière équation  en  (a)  ,  on  ne  veut  l'ajouter  qu'à  la  se* 
conde  ;  alors  on  n'aura  plus  pour  première  intégrale  quo 

V/-P'  dx'  =  *'"' 
et  pour  seconde  intégrale 


u'  ' 


u' 


d'où  l'on  tire  u' =  ce^y>^-'\ 

Opérant  de  même  sur  la  seconde  équation  en  (a) , 
on  aura  u"  =  c'e'^^'^v^""* ,  et  substituant  ces  valeurs 
dans  les  équations  (i)  de  l'article   précédent ,  on  aura 

çgjVp'v^— >  —  c'e^^''"*^"*  +  P" P'  /•••(")  » 

qui  sont  précisément  les  mêmes  équations  que  celles 
qu'on  aurait  déduites  directement  des  équations  {^t^j) , 
en  j  rendant  négatives  p'  et  p"  y  comme  on  les  a  sup- 
posées au  commencement  de  cet  article  ;  mais  il  est 
aisé  de  voir  que  même  en  développant  en  fonctions 
trigonométriques  les  quantités  exponentielles  ^^^v'/^'V—»^ 
e^c^/pTy^—i  ^  Qjj  j^g  pourra  jamais  ramener  les  équations 
(Jî)  à  des  formes  réelles  de  quelque  manière  qu'on 
dispose  des  constantes  arbitraires  c  et  c'  ,  pourvu  que 
ce  ne  soit  pas  contradictoirement. 

475.  Si  771  et  &  sont  de  signes  contraires  ,  il  peut 
arriver  ,  1°  que  les  deux  valeurs  successives  C  et  Q"  d« 
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C  soient  égales  ;  a®  qu'elles  soient  imaginaires  ;  or  dans 
l'un  et  dans  l'autre  de  ces  deux  cas,  les  formules  (4^1^ 
ou  (488)  ne  peuvent  plus  servir  ,  puisque  dans  le  pre* 
mier  cas  elles  donnent  des  valeurs  de  grandeur  infinie 
à  j^  et  à  2  ,  et  que  dans  le  second  cas  elles  ne  donnent 
à  ces  variables  que  des  valeurs  imaginaires  ;  il  faut 
donc  chercher  pour  ces  deux  cas  des  formules  d*in— . 
tégrations  simultanées  qui  soient  réelle&et  significatives. 
Pour  parvenir  à  ce  but  ^  soit  fait 

^  flm  son 

Ce  qui  donne 

{r  =  r+*    et    r'  =  r— «>} (c). 

Or ,  tant  que  ta  n'est  pas  nul ,  les  valeurs  de  u^  et  de 
u''  en  fonctions  de  a:  déduites  des  intégrations  des  équa- 
tions (e)  de  l'article  4?^  >  n'étant  pas  égales  ^  on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{u'=F(a7)+/(a:)     et  u"  =  F(x)-/(x)  ), .  .(rf), 

abstraction  faite  des  signes  qui  précèdent /'(x),  les- 
quels doivent  toujours  être  contraires  dans  les  deux 
équations  (d)^  mais  qui  peuvent  être  placés  en  sens 
inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons  mis  ^  ce 
qui  n'importe  en  rien  à  l'objet  de  nos  recherches.  De 
même  les  constantes  P'  et  P"  étant  de  valeur  diffé- 
rente lorsque  celles  de  C  et  de  C"  diffèrent ,  on  peut 
généralement  poser  les  équations 

{^'  =  g+^    et    P'=g  —  ?,} (e); 

pour  lesquelles  on  fera  la  même  observation  relativement 
aux  signes  de  ^,que  celles  que  nous  venons  de  faire  pour 
lessignes  qui  précèdent /(a?)  dans  les  équations  (d). 
Substituant  ces  valeurs  [  équat.  (c)  ,  (d) ,  (e)]  daas 
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les  équations  (i)  de  l'article  S{fi ,  on  a 
jf=F(a:)-g-rU-^-^^ J    et  «=^^0 ., 

donc  yz=zY  {pc)  —g — rz, (489)- 

Mettant  cette  valeur  de  y  dans  la  seconde  des  deux 
équations  en  (a)  de  l'article  éffi ,  et  faisant  attention 

que  n-^mr  =  -^ —  [  équat.  (a)  ]  ,il  vient  Téquation 

linéaire  du  second'  ordre 

«fa  +  i  (a  -K  n)pdxf  =  [jng —q  —  7nF(x)3<fa» . . .  {fX , 

qui ,  lorsque  le-  second  terme  est  positif,  a. d'après  la. 
formule  (437) ,  ^art.  429  ]  ,  l'intégrale 

Uco.(xy'2±-")[«'_/(m^-,-mF(,)).in(xv/^)<'-]) 


v/(^) 


...(490), 


Mais  sî'le  second"  terme  de  Fcquation  (A  est  négatif, 
alors  d'après  les  formules  (428)  et  (429)  Qart.  4^4  ]  » 
^intégrale  dé  cette  équation  {f)  est 

e  y  \^J  ^  [c  -f-/c    ^  \^y  ^  Çjng^^—mY{x))(lx']—  | 

Substituant  dans  Féquation  (4^9)  la  valeur  de  z  donnée 
par  Féquation  {4^0),  ou  par  celle  (491),  suivant  que 
a^  n  est  un  nombre  positif  ou  négatif,  on  aura  la- 
valeur  de^  en  fonction  de  x.  Cette  valeur,  ainsi  que 
côUe  de  2  [  équat.  (^90)  ou  (490!3  satisferpnt  simulta* 
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nément  aux  deux  équations  (4^^)  ,  lorsque  Ç!  et  Q"  se- 
ront des  quantités  réelles  et  différentes  entre  elles  ^  ce 
qui  est  évident;  mais  dans  ce  cas -là,  il  vaut  encore 
mieux  se  servir  des  formules  d'intégration  simultanée 
(487)  ou  (488)  ,  qui  sont  beaucoup  plus  simples.  Il 
nous  reste  donc  à  examiner  si  les  formules  trouvées 
dans  cet  article^  satisferont  au  cas  de  ^^  =  C^  qui  rend 
infinies  les  valeurs  de  j^  et  de  z  données  par  les  équa- 
tions (487)  ,  c'est  ce  qui  sera  l'objet  de  nos  recherches 
dans  l'article  suivant;  et  ensuite  nous  examinerons  à 
l'article  477  sî  '©s  mêmes  formules  peuvent  servir 
lorsque  C  et  CI*  sont  des  quantités  imaginaires. 

fyj^.  Les  formules  trouvées  dans  l'article  précédent, 
et  qui  donnent  les  valeurs  de  z  ,    et  par  suite  ,  celles  de 
y  en  fonction  de  x^  ne  sont  pas  indépendantes  de  la 
différence  de  C!  et  de  C  ,  puisqu'elles  sont  affectées  de 
y  et  de  F  (a:)  qui,  elles-mêmes,  renferment  explicite- 
ment ou  implicitement  la  demi-différence  «deC'etC 
Examinons  donc  en  premier  lieu ,  ce  que  deviennent  ces 
deux  quantités  ,  lorsque  Cz=zC  Or  ,  ce  cas  -  là  donne 
p'  =  p\  d'où  u'  =  u"=ce'>^P'  [équat.  (/),  art.  473] 
si  a  -|-  m&'  est  un  nombre  négatif,  et  =  c  sin  (  x^p') 
[^éq.  (y^  art.  éfjé^  si  a+mC  est  un  nombre  positif  ;  donc 
omettant  la   constante  arbitraire  c  ,  parce    qu'elle  se 
trouve  déjà  dans  les  formules  (490)  et  (49  0  >  on  aura 

{F(a:)=e-^/"  ou  F  (a:)z=sin(a:V//.0  } (49^), 

suivant  quea-f-''i^'  est  un  nombre  négatif  ou  positif. 
Ainsi  l'on  voit  que  lorsque  C  =:C'\F  (x)  n'introduit 
dans  les  équations  (489),  (490)  et  (491),  qu'une  quantité 
significative  et  réelle  ;  il  en  est  de  même  pourg  ;  en  effet , 
remontant  aux  équations  (486)  et  (e)  [art.  4'j5'] ,    on  a 
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Mais  ^^4.  «*=  ar et  C'C^  =  ( r  +  •)  ( r— «)  =r»— «» 
£équat.  (c) ,  art.  47^2  >  ^^^^  >  substituant  ces  valeurs 
dans  l'équation  (a)  »  et  divisant  par  a,  on  aura  celle 

«  —  a*+  aa;„r  +  m»  (f  —  «0  ^"^^^^ 

Or,  si  C'z=C'' ,  d'où  «  =  o  ,  l'équation  précédente  se 
réduit  à  celle 

_  4lah  +  (aq+mh}r  +  mqj^  3 
Éf- ia  +  ny ^^'^S^' 

•dans  lesquelles  nous  avons  mis  à  la  place  de  (a^  mr)* 
aa  valeur  Ç — ^^^  j  [  équat.  (a) ,  art.  475]. 

Ainsi  cette  valeur  de  g^  n'introduit  dans  lès  équa- 
tions (489)9  (49^)  ^^  (491)  qu'une  quantité  significative 
et  réelle. 

Exemple.  Intégrer  simultanément  les  deux  équa- 
tions 

(  aSy  +  3Gz  —  yS )dx»  —  1 1  ddy — 8ddz  =o\        , 
(  iGy  +  23z  — 4G)dx»—   yddy  — Sddzrrror'-^^- 
Comparant  identiquement  ces  deux  équations  avec 
celles  (482),  et  mettant  l^es  valeurs  numériques  de 
A,B...  dans  les  équations  (483),  il  vient 

fit= — 3,  h-=. — 4>  ^^=3,  m  =  i  ,  71=1    et  q=:5. 

Substituant  les  valeurs  numériques  de  a,  b  ,  m  et  n 
dans  l'équation  (484),  on  a^  =  2  rto,  d*où  C'=C"=î* 
et  p'z=.p"  ririi  [  équat.  485]  ,  donc  F  (x)  =:  c*  [  éff. 
(492)]  ,  et  réquat.  (a)  (art.  475)  donnant  r=3  ,  on  a 
sçz=z  —  i3  [  équat.  (494)  D*  Substituant  ces  valeurs  de 
S^  F  (x)  et  r  dans  Téquation  (489),  il  vient 

y=ze^  — aa+i3 (0- 
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Or  ,  a+  n  = — 3+  i  =— a  étant  une  quantité  né- 
gative y  il  faudra  en  la  prenant  positive ,  se  servir  de 
la  formule  (490  >  ce  qui  donnera 

a  * 

elTectuant  les  intégrations  ^  il  vient 


e*   ^  ...        c'^""* 


et  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (c)  , 
on  aura 

jr  =  e*  (i  —  c  +  X  )  +  c'  e""*—  33* (e). 

11  est  aisé  de  véri&er  que  ces  valeurs  de  z  et  de  jf 
[équat.  (d)  et  (e)3  satisfont  dimultanément  aux  deuxf 
proposées  (i). 

477-  Examinons  maintenant  le  cas  où  &  et  m  étant 
de  signes  contraires,  on  a  4ftmXa— n)*,  ce  qui 
rendant  les  deux  valeurs  successives  de  C  imaginaires 
dans  l'équation  (484)  ,  donnera 

C=2  ^—^    i    V{4t)m —  (g  —  n)'  )  y/  —  1 

2771  2771 

et  C"  =  ^~^  _  V{4f>m  —  (a  —  ny)  V—  1 

2771  2771 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (485)  et  fai- 
sant pour  abréger 

{i  =  — (^^tii)  etft  =  i  \//^hm—{a—nY)....{a\ 

on  aura 
{p'=£— JH/— 1    et  p^izzi+^v"— i}....(fr)- 
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donc 

ou  mettant  à  la  place  de  £  et  de  A  leurs  valeurs  res- 
pectives [équat.  (a)] ,  et  faisant  pour  abréger 

on   aura 

\/p'^=za—i'\/—i     et    l/p"=«t+J>K— 1; 

et  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (/)  et  (g) 
de  l'article  (473)  ,  en  omettant  les  constantes  arbitraires 
c^tcf  qui  se  trouvent  dans  les  formules  (490)  et  (49  0  > 
on  aura 

v!  =  c^^e-*^*  v^-'     et  u'  =  e**e  '^^  ^-'. 
Mais  u'  +  u'  =  2  F  (x)  [équat.  (cQ  art.  475]  ;  donc 

^^ :t? ^J=e*-cos(cra;)  (496). 

Ainsi  lorsque  C  et  C'  sont  des  quantités  imaginaires  , 
F  (jc)  n'introduit  dans  les  formules  (490)  et  (49 1  )  qu'une 
quantité  variable  significative  et  réelle. 

Dans  le  même  cas  de  C^  et  C"  imaginaires  ^  on  a 
VT  4bm  —  (a  —  7i)a  1 1/  —  1 

2/71 
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d'où  r^  ^  «»  =  r*+  4fe"'-(g-"y       ç^   ^ç„3^j 

dans  le  second  membre  de  cette  équation  la  valeur  de 
r*  donnée  par  Téquation  (c)  de  l'article  (47^)  »  il  vient 

m 
ee  qni  réduit  Téquation  (49^)  à  celle 

cA  +  (aq  +  mA)  r  +  ^<7 

°  an-j-  mh 

Donc  encore  pour  ce  cas ,  g  n'introduit  qu*uRe  quan-^ 
tité  significative  et  réelle  dans  les  équations  (4.9^  y 
et  (491). 

SCOLIE.  Il  suit  de  ce  qui  a  été  démontré  dans 
ces  trois  derniers  articles  ,  que  la  méthode  d'inté- 
gration simultanée  des  équations  (48a)  enseignée  à 
l'article  (4?^)  ^^^  générale  à  tous  les  cas  possibles 
relativement  aux  valeurs  réelles  et  inégales  de  ^  et  de 
C ,  ou  aux  valeurs  réelles  et  égales  de  ces  mêmes  quan-- 
tités  ,  ou  enfin  aux  valeurs  imaginaires  de  C'  et  de  C"  ; 
mais  que  dans  le  premier  de  ces  trois  cas  ,  il  vaut 
mieux  se  servir  de  la  méthode  enseignée  aux  articles. 
473  et  /S^j4. 

478.  Si  m  =  o  ,  c'est-à-dire  ,  si  AM  =  El ,  alors , 
soit  en  opérant  directement  sur  le  second  membre 
de  l'équation  (484)  »  dans  laquelle  considérantm  comme 
variable,  on  cherche  parla  méthode  enseignée  à  l'ar- 
ticle 60  ,  ce  que  devient  C  lorsque  m  =0  ,  soit  plus 
simplement  en  remontant  à  l'équation  d'où  l'oa  a  dé- 

duit  celle  (484)  et  qui,  lorsque  m  =  o,  est  C  =  — ^^ ^ 

d'où  ^= ,  on  ea  conclura  que  C  n'ayant  qu'un» 
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Taleur,  les  méthodes  d'intégrations  simultanées  en- 
seignées dans  les  cinq  articles  précédens,  ne  peuvent 
plus  servir  ^  puisqu'elles  posent  sur  l'hypothèse  que 
€  a  deux  valeurs  successives.  Mais  dans  ce  cas  de 
771  =  0,  il  est  aisé  de  voir  que  la  seconde  équation 
en  (a)  de  l'article  4^5  se  réduisant  i  celle 

jjnzdaf  +  d^z  = —  qdaf (a) , 

qui  est  de  la  forme  de  l'équation  (436)  ,  son  intégrale 
sera  donnée  par  l'équation  (437)  ',  substituant  cette  va- 
leur de  z  en  fonction  de  x ,  que  je  représente  par 
9  (x) ,  dans  la  première  équation  en  (a)  de  l'article  473> 
il  viendra  l'équation 

aydoc^  +  dyz=z  —  lh  +  bp  (x)  ]^x* (i) 

qui  est  encore  de  la  forme  de  l'équation  (  436  )  ,  et 
dont  par  conséquent  on  pourra  tirer  la  valeur  de^  en 
fonctions  de  x  par  le  moyen  de  la  formule  {4^y)  y 
ainsi  on  aura  de  cette  manière  trouvé  les  valeurs  de 
j^  et  de  2  qui  satisfont  simultanément  aux  deux  équa- 
tions proposées 

Exemple.  Intégrer  simultanément  les  deux  équa-- 
lions 

(  1  ly  4- 36z  —  73  )dx*  —  11  ddy— 8dd2=oi 

(    7y  4-  23z  —  46  )dx»  —    7  ddy  —  5ddz  =  o J  "^^^  ' 

Comparant  ces  deux  équations  avec  celles  (48a)  et 
calculant  les  valeurs  de  a  ,  i. . .  par  le  moyen  des 
équations  (483)  ,  on  aura 

«=  —  1,  i  =  — 4>  ^  =  3» ''^^o,  n=i  et  ^=  5; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  à  cause 
de  mz=zo  y   on  a  celle 

zdx^  +  d^zz=z  —  Sdx*  , 
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dont  Fintégrale  est,  d*après  la  formule  (4^y)y. 

*=z=sinx(c—  5/cos  a:dj?)  +  cosx  (è'+S/sinardr)! 

d'où    z= c  sin  a;  —  5  sin^a: + c'  gos  x  —  5  cos^rc ,  ou 
..vZ  =  csinx-j-  d  cos  x  —  5. (cQ< 

Substituant  cette  valeur  de  z  ou  ^  (x)  dans  l'équa*- 
tion  (6),  il  vient  celle 

d^  — y^  ^=  C4c  sifl  X  -|-  4^'  C08  X  —  aS]  dx*, 

d*où  Ton  tire  par  le  moyen  de  la  formule  ^é^i^' 

y  =  ce* —  c/e"* — ac  sin  x  —  ac'  cos  x  -f^  a3 ..... ..  (c). 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  valeurs  de  2  et  de  ji 
[  équat.  (d)  et  {ey\  satisfont  simultanément  aux  deux 
équations  proposées  (c). 


CHAPITRE  II. 

Intégration  de  certaines  équations  differen-^ 
tielles  du  premier  ordre  entre  deux  variables 
et  séparées  dont  on  obtient  les  intégrales  aV* 
gébriques  j  quoique  la  fonction  différentielle 
de  chacune  de  ces  deux  variables  étant  con?' 
sidérée  isolément  ^  ne  puisse  s'intégrer  algé' 
briquement  ^  et  que  ces  deux  fonctions  ne 
puissent  s'intégrer  en  même  temps  par  les 
logarithmes  ^  ou  par  les  arcs  de  cercle. 

479.   1^  ous  avons  vu  à  Tarticle  355,   (section  IF, 
chapitre III),  qu*ôn  peutintégper  algébriquement  tout«- 
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Ration  séparée  da  premier  ordre  entre  deux  va- 

ïiahlefl,  dans  laquelle   la  fonction   différentielle  do 

cbacaoe  de  ces  variables  n'est  pas  algébriquement  ia- 

tigrable  ^  lorsque  les  deux  fonctions  sont  en  même 

tops  intégrables  par  les  arcs  de  cercle ,  ou  par  les 

l%arithmes  ;   telle   est  encore ,  outre  les   équations 

que  nous  avons  données  à  l'article  355 ,  celle 

— èé£ = ?$ (408). 

lorsqu'on  a  en  même  temps  mq  <  n*  et  oe  <  i* ,  ou 
Çïe  les  deux  inégalités  mq'^n*  et  oe  >  i*  ont  simul- 
t^ément  lieu  ,  puisque  dans  le  premier  de  ces  cas^  les 
^Qxmembresde  l'équation  498  sont  intégrables  parles 
logariAmes  |^art.  2237  et  a38  3i  et  que  dans  le  second 
cas  ils  sont  intégrables  par  les  arcs  de  cercle  [form. 
O80) ,  art.  i240- 
Telle  est  encore  l'équation 

dont  chaque  membre  est  intégrable  par  les  logarithmes. 
{Foyez  l'art.  249). 

Mais  l'équation  séparée 
àoc (fy 

à  chacun  de  ces  deux  membres  qui  ,  considéré  iso- 
lément^ ne  peut  être  exactement  intégrable  ni  algé- 
briquement ,  ni  par  les  logarithmes  ,  ni  par  les  arcs 
de  cercle,  (^  voyez  l'article  25i);  cependant  nous 
allons  voir  que  cette  équation  (5oo)  ,  a  une  intégrale 
algébrique.. 
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Soit  fait  pour  abréger ,  le  dénomioateur  du  premier 
membre  de  Téquation  proposée  =  \^j^  et  celui  du  se- 
cond =  \/y  ,  ce  qui  donne 

—77=  -^....(a)  ,  d  ou  -^  =  -^ (6). 

doc  dcc^ 

Mais  faisant  -—  =  du ,     d'où    ^  =  -t-^  >  o^  *"ra  né- 
cessairement d'après  l'équation  (a),      ::     =du  ^d'où 

+  i(a:»-hy +X3.)  +e{x+y)+K] (c). 

Si  actuellement  nous  faisons 

\  i;=a;— y  et  z=zx-^y  d'où  a:= et j^ = 1 .  ( J), 

nous  aurons  dv^.dx  —  dy  et  dzz=:dx  +  ^V*  ^'^'^ 

dvdz=:dx'^  —  dy^ (f)  ; 

ensuite 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (c)  ,  et  divi- 
sant par  V ,  nous  aurons 

dx^ 
ActuellementdilTérentiaat  les  équations  5  =  --^-^  ,  et 


I 
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y-^L-^  en  considérant  u  comme  variant  uniformé- 
ment^ et  par  conséquent  traitant  c2u  comme  une  quan- 
tité constante^  il  viendra 

I 

^~       du"         *         ^  "■       dtt=*    * 

Mais  rf|  =  (^^03?  +  36x*  +  flex  +  A  )  do?  et 
dy  =  (  4ay^  +  3éy*  -f-  aey  +  A  )^  S  donc  substituant 
ces  deux  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes ^ 
divisant  la  première  par  dx  et  la  seconde  par  dy ,  il 
viendra  les  deux  équations 

,  ^-  =  éfLj?  +  36j:*-f-  flex  +  A 

dont  la  somme  divisée  par  a  est 

OU  ,  à  cause  des  équations  (^)  et  (d), 

mais  en  diiTérentiant  Féquation  dz=zdx  -j^dy ,  on  a, 
d^z  =  É^^x  -f-  d*y ,  donc 

^^^(z3+3.'^)  +  ^(*.  +  v«)  +  «-A, 

et  retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  (g) , 
il  vient  l'équation 

d^z        dvdz  .  b 
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qui  étant  multipliée  par  — ^donne  l'équation 
dont  rintégrale  est 


1     psrfzd'z  zdvdz*'^  j      •     LJ  r'\ 


en  représentant  par  c  la  constante  arbitraire  ,    donc 

4/=  X  — ^  et  a  =  :r +y,  donc  remettantles  polynômes 
que  représentent  respectivement  les  symboles  Ç  et  y  , 
on  aura  entre  xety  Téquation  primitive  et  algébrique 

\/(ax^  +  bx?+  ex*  +  hx+m)  +  i/(ay^+  by^  +  ey* 

+Ay+m)=(a:-.y)  \/aix+yr+b(x+y)  +  c...(5oi), 

qui  est  Tintégrale  complète  de  Téquation  (5oo). 

Si  l'un  des  membres  de  Téquation  (5oo)  est  négatif , 
il  n'y  a  d'autres  changemensà  faire  à  l'intégrale  précé- 
dente (5oi)  ,  que  celui  de  mettre  le  signe  —  à  la  place 
de  celui -f- devant  le  second  radical  du  premier  membre. 
La  méthode  d'intégration  dont  nous  venons  de  parler 
est  due  à  Lagrange,  et  Euler  ne  fait  qu'en  donner  ua 
plus  grand  développement  dans  les  Mémoires  de  l'A- 
cadémie de  Pétersbourg  pour  Tannée  1778. 

480.  Faisant  successivement  dans  les  équations  (5oo) 
et  (5oi)  a,  b ,  e ,  h  ,  m=zo^  ensuite  successivement 
a  et  A  =  o ,  a  et  e  ==  o  ,  et  ainsi  de  suite  pour  Jes 
dix  combinaisons  des  cinq  lettres  a  ,  b ,  e  y  h  ^  m 
prises  de  deux  à  deux  ,  on  aura  les  intégrales  algé- 
briques  de   quinze   équations    séparées  qui  sont  ,   en 

exceptai]  t 
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exceptant  celle  provenant  de  a  =  o  et  6=  o  dans  le 
cas  de  Téquation  (5oo).  Il  serait  trop  long  d'écrire  ici 
ces  quinze  formules  ,  mais  la  manière  dont  elles  se 
déduisent  de  celles  (5oo)  et  t^oi)  étant  extrêmement 
simple  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  le  lecteur 
fera  bien  â*en  former  une  table  pour  son  usage.  Par 
exemple,  considérant  le  cas  où  les  deux  coeIRciens 
<i  et  b  sont  en  même  temps  égaux  à  zéro,  il  déduira 
des  formules  (5oo)  et(5oi)  celle 

pT dx ^  dy  =  o  "1 

6n  représentant  par  c  la  constante  arbitraire ,  et  il 
écrira  d*une  manière  semblable  les  quatorze  autres  in- 
tégrales mentionnées  ci-dessus.  Enfin  si  le  lecteur  le 
désire  ,  iî  pourra  augmenter  cette  table  de  dix  autres 
intégrales  en  faisant  trois  des  cinq  coefficiens  a ,  b  ^ 
ff  ^  h,  m  égaux  à  zéro  ,  ce  qui  donne  dix  combi- 
naisons. 

Remarque.  L'intégrale  {^n)  est  plus  simple  que 
celle  qu'on  obtiendrait  en  intégrant  séparément  chacuno 
des  deux  fonctions  différentielles  par  la  méthode  en- 
seignée à  l'article  24.9  ;  elle  est  même  plus  simple  qu» 
celle  qu'à  trouvé  Euler  dans  son  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de  Pétersbourg 
pour  l'année  1778,  en  employant  une  méthode  à  peu 
près  semblable  à  celle  dont  d'après  ce  célèbre  Géo- 
mètre y  nous  nous  sommes  servi  pour  intégrer  l'équa- 
tion (5oo)  ,  mais  qui  en  diffère  un  peu  ;  car  s'il  s'était 
exactement  servi  de  la  méthode  de  l'article  (479)  ''  serait 
parvenu  à  un  résultat  ausei  simple  que  celui  (a).  En  effet, 
«nous  servant  des  mêmes  symboles  que  précédemment^ 
•a.  aa 
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et  coDsidérant  toujours  u  comme  variant  uniformément, 
nous  aurons 

du' 

dzdv 


;^— ^  =  g— y  =  e(x*— y)  +  A(a:— jf),OR 


vdu^ 


—  ez  +  h (6). 


Mais  différentiant  les  équations  ,  ^i-,  ^et  -e^  =  y» 

divisant  la  différentielle  de  la  première  par  dx  et  lâ 
différentielle  de  la  seconde  par  dy^  ensuite  ajoutant 
les  deux  équations  résultantes  ;  enfin  faisant  attention 
qu'à  cause  de  Ç=  eccf^  +  ftx  +  m ,  et  de3/=cy*-J-Ay 

+  m,  on  a  -p=  2ex+  A  et  ■—  =  aey-|- A  ^  nous  au- 
rons l'équation  — ^  a       =^(^"f:y)"M  ;  qui ,  à  cause 

de  z=a:-f-j',  se  change  en  celle  -j-^  =  ez+  A ,  et  re- 
tranchant de  cette  dernière  équation  celle  (b)  ,  il  vien- 
dra Téquation 

d^z       dzdv dzd^z         dz^dv 

'dï?~'vdï?~^'  °^  'VdûF~  ii^diiF  ^^' 

dont  l'intégrale  est    ^,^1-1.  c* ,  d'où  -j-  =  ci/ ,  et  par 

dx       dy 
conséquent  ^+ ^  =  ci/,  ouv/$zpV^^  =  c(x— ^)  , 

ce  qui  est  la  même  intégrale  que  celle  (a)  trouvée 
précédemment. 

481.  La  méthode  qui  nous  a  servi  à  intégrer  algé- 
briquement l'équation  (5oo)  []  art.  479  ]  »  tl^^K  pas  gé- 
nérale pour  toutes  les  équations  de  la  forme 

^r _^  dy 
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car  lorsque  n  est^4>  1* équation  équivalente  à  celle 
i(/)  de  l'article  (479)  >  ^  ^^^^  s<^Q  second  membre  des 
termes  affectés  de  la  variable  v;  donc  Tintégrale  du 

premier  membre  étant  "ttt  »  ^®  second  membre  où 

se  trouvent  les  deux  variables  z  ^  v  et  la  seule  dif- 
férentielle dz  ne  pourra  s'intégrer ,  et  Ton  ne  par- 
viendrait à  faire  disparaître  dans  le  second  membre 
les  termes  aifectés  de  v  ,  qu'en  égalant  à  zéro  le^j 
coefEciens  des  variables  a;  et  j^  élevées  à  des  puis- 
sances >>4- 

Cependant  de  l'intégrale  {Soi)  de  l'équation  (5oo)  , 
ou  du  moins  des  deux  intégrales  qu'on  en  déduit  en 
faisant  d'abord  m  =  o  ,  ensuite  A  et  m  =  o  (  art.  480  ), 
nous   en  déduirons  ,  1°  l'intégrale  de  l'équation 

djc  «L-  4y 

"2?.  l'intégrale  de  l'équation 

dx      dy  /r  cçN 

quelle  que  soit  la  valeur  de  n. 

En  effet,  faisant  pour  la  première  de  ces  deux  équa^ 
tiens  x»=X  et^^  Y,  d'où  dx=  -^etdy=  ^^ . 
l'équation  (5o'2)  se  transformera  en  celle 
rfX  .  dY 


qui  est  de  la   même  forme  que  l'équation  (5co)  ,  en  y 
faisant  /m  =  o ,  on  aura  donc 

23.. 


-■=^0(0 
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z^y^l  A/  +  By+Ey'+H] 

=  (  a;*— y)  /A(a--^»)»+B(a:»-y*)+c}  . . . (5o4). 
Actuellement^  pour  intégrer  l'équation  (5o3)  ,  faisons 


i~ii 


X  =  x»tetY  =  y»,  d'où  clr=ix   *    dX. 


n 
1— « 


et  dy  =  i  Y  »  ^nr. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (5o3) ,  nous 
aurons  la  transformée 

dX  liY 


Xt/CAX»  +  BX  +  E]        Y\/[AY»+BY+£]  » 

qui  est  de  la  forme  de  ce  que  devient  l'équation  (5oo) 
lorsqu'on  fait  en  même  temps  /t=o  etm=Oj  donc 
faisant  dans  l'équation  (5oi)  ,  A  =  o,  m=o  ,  substi- 
tuant respectivement  aux  lettres  a ,  A  ,  e  celles  A ,  B, 
E,  et  aux  variables  a?  et^  les  quantités  x"  et  j",  on 
aura 

/(5o3)  =  {  X»  {/  Aar»"+Bx«-f-£"zpj/»  V^Ay^+By"^  E 

=  (X»— y«J  /A(a-+j''0'+BC^"+j")+c} ....  (5o5). 

L'équation  (5o3)  que  nous  venons  d'intégrer ,  et  qui 
dans  son  espèce  a  une  sorte  de  généralité  ,  n-a  été 
intégrée  ni  par  Euler ,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  i 
ni  par  aucun  autre  Géomètre  ^  du  moins  que  jesacbe. 
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CHAPITRE  III. 

jPes  intégrales  et  solutions  particulières  des, 
équations  différentielles  (tordre^  supérieurs. 

48a.  Une  équation  différentielle  d*un  oxâte  quel- 
conque n  étant  absolument  indépendante  d«s  yalcurs 
qne  Ton  peut  donner  aux  n  constantes  arbitraires 
c\  c"....c"'  qui  entrent  en  partie  on  en  totalité  dans 
les  première  ,  seconde . . .  n^^'  inté^ales  de  la  pro- 
posée f  il  s'ensuit  que  cette  équation,  différentielle  de 
l'ordre  n  peut  avoir  un  nombre  \x&v\.ff  intégrales  par- 
ticulières (art.  374  )  de  tout  rang ,  depuis  1  jusqu'à  n 
qui  est  l'intégrale  finale. 

483.  Outre  ces  intégrales  particulières  ,  il  peut  y 
avoir  des  équations  différentielles  de  tous  les  ordres 
inférieurs  à  n  ^  et  une  équation  primitive  entre  les 
mêmes  vanables  que  la  proposée,  qui  étant  essentiel- 
lement distinctes  des  intégrales  de  tout  rang  qui  leur 
correspondent  par  l'ordre  de  différentielle  et  d'inté- 
grale finale  y  satisfont  pourtant  à  la  proposée;  nous  ap^- 
pellerons  ces  équations ,  comme  nous  l'avons  fajt  aa 
chap.YI  de  la  seconde  section  ,  relativement  aux  équa* 
lions  différentielles  du  premier  ordre, solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  d'ordres  supérieurs. 
IVous  nous  proposons  dans  ce  chapitre  de  trouver  ces 
solutions  particulières.  Mais  avant  d'entrer  en  matière,  il 
^sl;  à  propos d'obsejcvçr  que  représentant  par  ç\  c'',....c"*> 
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un  nombre  n  de  constantes  arbitraires,  les  ndiflPérentia- 
tiens  successiyes  de  l'intégrale  finale 

U=/(a;,jy,  c',  c". .  .c»' )=o (a) 

d'une  équation  différentielle  de  Tordre  n 

d«V  =d«F  (  X  ,  j^)  =  o (6) , 

ne  pourront  reproduire  cette  dernière  équation  qu'en  tant 
que  Tintégrale  finale  (a)  se  présentera  sous  la  forme 

^(.^>  y)  +c'x«->+c"x»-*. .  .+c«'=o .  .(c)  ; 

en  considérant  ç(pCyy  )  comme  une  fonction  rationnelle 
de  X  et  de  j^ ,  ou  .si  ^  (a? ,  y)  étant  une  fonction  irra- 
tionnelle des  variables  x  et  y,  on  diiférentie  successive- 
ment n  fois  de  suite  l'équation  Çc),  sans  commencer  par 
la  rendre  rationnelle.  Mais  si  ç»  {pc^y)  étant  irrationnelle 
on  rend  l'équation  (c)  rationnelle,  ou  si  dans  l'intégrale 
finale  (a)  de  l'équation  {b)  ,  les  constantes  arbitraires 
ç\c"y,..c^'  se  combinent  avec  la  variable  j',  ou  se  combi- 
nent de  toute  autre  manière  que  dans  l'équation  (c)  avec 
la  seule  variable  x,  alors  par  les  n  differentiations  succès* 
sives  de  l'intégrale  finale,  il  est  clair  que  l'équation  dif- 
férentielle de  Tordre  tz  ainsi  obtenue,  contiendra  en  tout 
ou  en  partie  les  n  constantes  arbitraires  c',  c"...c"',  et  par 
conséquent  différera  de  la  proposée  d'^\  =  o.  Cepen- 
dant les  71  équations  différentielles  obtenues  par  les 
n  differentiations  successives  de  Tintégrale  finale  U==o, 
réunies  avec  cette  dernière  équation  ,  serviront  à  re- 
produire la  proposée  (è)  ,  puisqu' entre  les  n  4- 1  équa- 
tions 

on  pourra  éliminer  les  n  quantités  c\  c',  . .  .c"',  ce  qui 
donnera  pour  résultat ,  et  indépendamment  des  va- 
leurs que  Ton  peut  supposer  à  ces  dernières  quantités  ^ 
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fussent  -  elles   même  variables  ,  l'équation  proposée 
€f«V=o. 

Passons  maintenant  aux  recherches  des  solutions  par- 
ticulières de  l'équation  d"V  =  o. 

484.  DiiFérentiant  une  première  fois  l'équation  U=30 
par  rapport  à  .r ,  jr ,  c' ,  c*',  . .  .c"' ,  on  aura  l'équation 

^»U  +  rf^U  +  d^'U +  ^'''U.  • .+ d*"'U=o , 

qui ,  en  passant  des  différentielles  partielles  indiquées 
aux  différentielles  partielles  effectuées,  prend  la  forme 

i[  v&yez  Vart.  20  ,  chap.  III  du  Calcul  différentiel). 
Or  y  si  l'on  fait  dans  cette  équation 

f '  (U)A?'  +  f  "  (Uyc*. ..,...+  f^"'  CU)dc«'  =  o 

ou  f^  (U)^,+  f'  (U)  ^....+  f^'(U)=o (aO. 

«lie  se  réduira  à  L'équation 

f^(U)^4-f' (U)=o CO. 

qui  est  précisément  la  différentielle  premièr«  dte  l'é- 
quation U  =  o  ,  lorsqu'on  y  considère  c',  c" c"' 

comme  des  constantes. 

Actuellement  représentant  pour  abréger  par  dU  le 
premier  membre  de  l'équation  (i')  ,  et  différentiant 
Féquation  dU  =0  par  rapport  aux  deux  variables  j^ , 
a:  et  aux  lettres  c' ,  c", . .  ..c"' ,  on  aura  l'équation 

fy(dX!)dy+  {%d\J)dx  +  f^(dl])dc'+  {"XdXj^dc' 

+  f  "' (dU)dc"' ==  o , 
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qniy  tn  faisant 

If '  (.dU) ^,  +  F  (.dV)^,.. .+  F'(dU)=o..(aa 

se  réduit  à  celle 

fy  (dU)  ^  4.  fr(ju)_o ^y^  ^ 

qui  évidemment  est  la  différentielle  J*U  =  o  de  Té- 
quation  U=o ,  lorsqu'on  considère  c* ^c\„.c^  comme 
des  constantes. 

On  trouvera  de  même  en  diSerentiant  l'équation 
d*U  =0  par  rapport  aux  deux  variables  et  aux  cons- 
tantes^ et  faisant  toute  la  partie  de  cette  équation 
affectée  des  différentielles  des  constantes  égale  à  zéro  j^ 
les  équations 

et    fy  (J*U)^  +f'(d*U)  =  o (*•) , 

dont  la  seconde  n*est  autre  chose  que  la  différentielle 
troisième  de  Téquation  U  =  o ,  en  considérant  c\  c"^ 
. , .  ,c^^  comme  des  constantes. 

Continuant  ce  calcul  jusqu'à  la  n^^^'  différentiation  , 
on  parviendra  enfin  aux  deux  équations 

.  ..+f^""''(<i"-ir)^^+f''"  (d-- U)  =  o..(a«'>, 

et    P-Cd'-U)  ^ 4. f  (d"- U)  =  o. (i»'î, 

dont  la  seconde  est  la  dilFérentielle  de  l'ordre  n  da 
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l'éqnatîon  U  =0 ,  en  n'y  considérant  de  variable  que 
œ  et  y. 

Or,  il  est  aisé  devoir  qu'éliminant  les  (n— i)quan- 
.  ,    de'      de"  dcC«-i)'  , 

*\*"'  dP'  ^' S^^  ^°^'  ^''  ""  '^**'^°' 

(a'),  (a"),. .  .(a"')i  0°  parviendra  à  une  équation  diffé-. 
rentielle  de  1  ordre  n  —  1,  que  je  représente  par 
€i"~*W'=o  ,  qui  ne  sera  plus  affectée  des  différentielles 
dc\  de",. .  .Je»'  des  constantes  c',  c". . . c*' considérées 
comme  variables ,  mais  pourra  encore  être  affectée  de 
ces  constantes  arbitraires  ,  et  dans  ce  cas-là  éliminant 
entre  les  71  -{-  1  équations 

d«-» W'=  o ,     £Z«-»U  ==  o  ,    d«-^U  =  0, . . .  d^U  =  o , 

du  ==  o  et  U  =  o  les  71  constantes  arbitraires ,  c',  c*, 
...c"',  on  parviendra  à  une  équation  différentielle  de 
l'ordre  /i— i  que  je  représente  par  d*~*W=o  qui , 
comme  Téquation  d"U  =  o  ,  ne  renfermera  plus  de 
constantes  arbitraires,  et  qui  de  plus  satisfera  par  la 
différentiation ,  concurremment  avec  les  équations 

/d«-' W=o,  /^d«-»  W=o, ....  /«-«d«-»  W=o  et  W=o(c), 

à  réquation  proposée  J"U=o,  puisqu'elle  a  lieu  ainsi 
que  ses  intégrales  de  tous  les  ordre»  (c) ,  en  même 
temps  que  les  équations  (è'),  (b").  .  .(&"')  qui  sont  les 
n  différentielles  naturelles  de  l'intégrale  finale  U=Oj 
donc  l'équation  c£"""*W=o  et  celles  (c)  qui  en  dérivent, 
sont  les  solutions  particulières  de  l'équation  cî"~*U=o. 
Or ,  nous  observerons  que  l'équation  c?'*""'W=o  ,  ne 
renfermant  aucune  constante  arbitraire  ,  son  intégrale 
finale  W=o  ne  pourra  en  renfermer  que  n —  1  ;  d'où 
nous  conclurons  que  la  solution  particulière  la  plus 
étendue  que  puisse  avoir  une  équation  différentielle  de 
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l'ordre  n  >  ne  saurait  être  exprimée  par  une  équation 
primitive  contenant  plus  den  —  i  constantes. 

485.    Remarque  I.   Nous   avons   souligné  dans 
l'article  précédent   le  mot  pourra  ^  parce  qu*il    est 

possible  que  1  ehmuiation  de  -j-^f ,  -j-p,  . . . — jTV" 

entre  les  équations  (af}x  (a"),  . .  .(a"')  de  Tarticle  484» 
conduise  à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n —  i 
qui  ne  renfermera  aucune  des  constantes  arbitraires 
c',  c*,. .  .c"'j  et  puisqu*aIors  on  aura  d"-*W'=d""*W, 
le  calcul  se  trouvera  abrégé  de  celui  qu'il  faut  faice 
pour  passer  de  d""» W  à  ^""""W.  Par  exemple,  l'équa- 
tion 

6y*dr*— ^a;»dûFy  —  Gxydrdy  +2x*dy*  =o. .  .(B)  , 

qui  a  pour  intégrale  complète 

ay  +  c'a^  +  c"y  =o^. . ,.,.....  .(A)  ^ 

est  dans  ce  cas-là.  En  effet  si  Ton  différentie  d'abord 
l'équation  (A)  par  rapport  k  x  ety  seulement  ,  et  en- 
suite par  rapport  à  c'  et  c"  seulement,  on  aura  le& 
deux  équations 

xdy+ydx+Sc'x'dr  +  c"dy  =  o. . (B') 

-'Ê-»+^=° (^0. 

Différentiant  l'équation  (B')  par  rapport  à  c'  et  c'^,  it 
viendra 

3x^dx^  +  dyz=o ..(AO, 

,  ,    ,  dc^ 

et  éliminant  -y-ir  entre  les  deux  équations  (A')  et  (A");  ,^ 

©n  a  celle  5ydx=  xdy (C) , 
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iqui  n'étant  affectée  d'aucune  des  deux  constantes  ar- 
bitraires c' et  c'^y  est  réquation  que  nous  avons  généra- 
lement représentée  par  d"'"*W=o.Intégrantréquation 
(C)  ,  il  yient 

J^  =  ^i^ (D); 

ainsi  les  équations  (G)  et  (D)  sont  les  solutions  parti- 
culières de  la  proposée  (B). 

Si  réquation  d"""*W'=  o  ne  renfermait  que  n—  p 
constantes  arbitraires,  alors  le  passage  de  d"~' W  à 
^""■'W  n'exigerait  que  Télimination  des  n  — p  cons- 
tantes, par  le  moyen  de  Téquation  d*""'W'=  o  et  des 
w  — p  équations  d"-*U=o. .  .d»-*U=o dFT]=zo, 

486.  Remarque  II.  Il  peut  encore  arriver  que  les 

constantes  arbitraires  c\  c" . .  .c"^  soient  combinées  dans 

réquation  U=o  ,  de  manière  qu'en  éliminant  cescons- 

dc'      de  d(^"^^y 

tantes  et  les  quantités   ,  ^,  ,  TT"'  *  '     ^  nf     ^^^^^  1®* 

équations  (a'),  (a"), . .  .(a"')  ,  (i')  ,  (i"), . .  .(6"')»  on 
parvienne  à  une  équation  finale  qui  ne  renferme  plus 
les  différentielles  des  variables  oo ,  y  y  et  qui  consé- 
quemment  sera  la  solution  particulière  finale  de  la 
proposée  sans  constantes  arbitraires. 

487.  La  méthode  précédente  pourtrouver  les  solutions 
particulières  de  Téquation  ^"^^=0 ,  exigeant  que  Ton 
connaisse  déjà  son  intégrale  finale  qu'il  est  malheu- 
reusement très-difficile  et  quelquefois  impossible  d'ob- 
tenir par  rintégration ,  serait  une  bien  faible  ressource 
de  l'analyse  ,  si  l'on  ne  pouvait  par  quelqu'autre  moyen 
déduire  directement  de  l'équation  différentielle  pro- 
posée ses  solutions  particulières  ;  c'est  la  recherche  de 
ces  moyens  qui  va  nous  occuper  dans  cet  article  et 
les  suivans  (*). 

(^)  La  méthode  que  nous  allons  faire  connaître^  et  qui  ett  extrait» 
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Supposons  que  X  représentant  une  fonction  àè  a 
et  des  constantes  arbitraires  c^\  c'' . . .  dont  le  nombre 
ji*excède  pas  n  j  on  a  jr=;X  qui  satisfait  à  la  proposée 
ri"V=  o.  Représentons  respectivement  par  j''  etX,'  ce 
que  deviennent  y  et  X.  lorsque  considérant  les  seules- 
lettres  c'^c"...  comme  variables^  la  quantité  X  passe  à 
l'état  X  +d^X.+d''"X.  +  etc.  ;  donc  ^  représentant 
pour  abréger,  la  différentielle  d'''X+d^"X+  etc.  de 
X  par  rapport  à  c\c\  . .  par  /X,  on  aura  Xf=Xr^X^ 
ou  pour  plus  de  simplicité  , 

yz=y+iy,  d'où  dyz=dy+di^y ,  dy=dy+d'Jy  , 
dy'^dy  +  d^'^y. 

Cela  posé ,  mettant  y  à  la  place  de  y  dans  lequa— 
tiond''V=o,  et  y  substituant  ensuite  les  valeurs  pré*- 
cédentes  de  y'  ^  dy\  dy\  . .  .d"y,  il  est  clair  qu'on 
aura  dans  le  premier  membre  la  somme  de  tous  les 
termes  non  affectés  de  t^y  ,  qui  sera  ce  qu'était  d'^Y 
avant  les  substitutions  en  question  ;  et  comme  cette 
somme  est  nulle  à  cause  de  £2'^Y=o,  il  ne  restera  que 
le  polynôme  affecté  de  S  y  5  et  ne  conservant  dans  )e 
polynôme  restant  que  les  termes  dans  lesquels  Tordre 
ou  le  degré  des  différentielles  ne  dépasse  p^s  n ,  ea 
considérant  iy  comme  une  simple  difiTérentielle,  ainsi 
que  cela  est  réellement,  puisque  êy  =^X=d'''X4-d^''X. 
+  etc. ,  il  ne  restera  que  ce  que  Ton  obtiendrait  di- 
rectement en  différentiant  c?"V=  o  par  rapport  à  y 
seul  I  mais  eu  mettant  à  la  place  de  la  nouvelle  ca- 


d^un  savant  Mémoire  de  M.  Legendrc ,  imprimé  parmi  ceux  de 
rAcade'mie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'année  1790,  dépend  en  partie 
du  ca]cu^  des  variations ,  dont  nous  n'avons  pas  encore  parle'  ]  mais  la. 
manière  dont  nous  allons  présenter  la  méthode  en  question,  ne 
laissera  voir  au  lecteur  aucune  trace  d'un  calcul  qui  lui  ei>t  encore, 
étranger. 
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ractéristique  d  qu'introduit  cette  differentiation ,  celle 
^,  et  passant  toujours  ^  immédiatement  avant  la  va- 
riable y,  lorsque  par  la  diflFérentiation  elle  se  trouve 
en  avant  de  la  caractéristique  J.  On  aura  donc  par  ce 
calcul  une  équation  de  la  forme 

A^+B^ +pg  +  Q;,=o..(5oQ. 

dans  laquelle  A,  B^...?  et  Q  sont  des  fonctions  dey ,  x, 

^^   -rp-. .  .>.  ;  or^  si  A  est  une  quantité  différente  de 

zéro ,  il  'est  évident  qu'en  résolvant  l'équation  (5o6) 
par  rapport  k  iy ,  la  valeur  de  cette  dernière  quan- 
tité ,  ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose  ,  de  <^X-(-d^"X 
«f-  c^^^X  -4"  ^tc. ,  devra  renfermer  un  nombre  n  de 
«constantes  arbitraires  ,  puisque  ^y  sera  alors  l'intégrale 
d'une  équation  différentielle  de  Tordre  n;  on  aura 
donc  dans  ce  cas  yz=zX.,  qui  renfermant  n  constantes 
arbitraires  et  satisfaisant  à  la  proposée  J" Y  =  o ,  en 
sera  la  solution  complète  et  finale.  Mais  si  dans  l'é- 
quation (5o6) ,  le  premier  terme  seul  ou  la  somme 
de  quelques-uns  des  premiers  termes  s'évanouit ,  alors 
cette  équation  différentielle  n'étant  plus  du  /i'^'"'  ordre, 
-il  est  clairque  son  intégrale  <ry=JX  renfermera  moins 
de  n  constantes  arbitraires  ;  donc  y  =X,  qui  satisfait 
à  réquation  d'^Y^z  o ,  ne  sera  plus ,  d'après  le  principe 
démontré  à  l'article  4^4»  qu'une  solution  particulière 
de  la  proposée. 

488.  Il  est  clair  qu  en  différentlant  à  l'ordinaire  l'é- 
quâtion  fi'*V=  o  par  rapport  ày ,  ses  différentielles 

-«t  X,  le  coefficient  de    ,  ^j^i^  sera  le  même  que  celui  A 
de    iJm'  "^^*  réquation  (5oS)  ,  puisque  ce  coefficient 
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est  indépendant  des  nouvelles  dilFérentiations  des  fonc- 
tions de  X  dans  la  différentiation  de  d"Vt=o,  et  que 
la  caractéristique  d  que  Ton  met  dans  cette  dernière 
opération  à  la  place  de  celle  ^  qu'on  à  employée  à 
l'article  4^'^y  °®  P^ut  influer  sur  sa  valeur  ;  on  aura 
donc 

Mais  lorsque  Téquation  proposée  d"Y=oades  solu- 
tions particulières,  on  a  A=o  ,  ce  qui  réduit  Téqua- 

tion  (a)  à  celle  F  (ocj,  ^. ..,  .ji^j= o*,  donc  alors 
on  a  réquation 

£ï^=-" C5o7). 

qui  conséquemment  est  le  caractère  des  solutions  par- 
ticulières. 

489.  Quelle  que  soit  Téquation  d'^Y'=:zo  entre  les  deux 
variables  a:  et  ^ ,  il  est  clair  qu'en  faisant  a:  égale  à 
une  constante  quelconque  on  y  satisfera  ,  puisqu'on 
aura  alors  y  qui  sera  aussi  égale  à  une  constante ,  et 
que  conséquemment,  ayant  simultanément  cir  =  0  , 
et  les  différentielles  de  tous  les  ordres  jusqu'à  celui  n 
âe  y  égales  à  zéro  ,  la  proposée  se  réduira  à  l'identité 
g=o.  D'après  cela,  nous  prévenons  que  dans  nos 
recherches  sur  les  solutions  particulières  ,  nous  ne  re- 
garderons plus  comme  telles  que  les  équations  entre 
les  deux  variables  a:  et  j'  qui  satisfaisant  à  la  proposée, 
différeront  essentiellement  de  l'intégrale  finale  de  l'é- 
quation. 

4^)0.  L'introduction  de  la  caractéristique  ^  dans  la 
différentiation  de  l'équation  <i"V==  o  par  rapport  à 
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y  et  ses  différentielles  de  tous  les  ordres  jusqu'à  ce- 
lui n,  nous  devenant  inutiles  pour  déterminer  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  a;  et  y  ,  afin  de  faire 

évanouir  le  coefficient  A  de  -^-^dansréquation(5o6), 

ou  de  ■  ,  ;f-  ^  en  différentiant  à  l'ordinaire  d^y  par 

rapport  à  y  et  ses  différentielles ,  nous  prévenons  que 
dans  les  applications  que  nous  allons  faire  des  théories 
précédentes  ,  nous  ne  nous  servirons  pas  de  la  carac- 
téristique t. 

Exemple  I.  Trousser  les  solutions  particulières  de 
f  équation  différentielle  du  premier  ordre 

DifTérentiant  cette  équation  par  rapport  à  y  et  dy 
seulement,  ensuite  chassant  le  dénominateur  ,  on  a 

iy—  v/y  +  x'—a')  y/y^  +  x'  —  a"  ^ 

= Cy  -  v/y +*'-«')  ^ (6). 

Egalant  le  coefficient  de  --7—  à  zéro ,  on  a  l'équation 

(y— ï/y  +  x^— a*)v/y*+x^  — a*=o  , 

à  laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qn'en  faisant 

y — Vj'*  +  ^'*  —  ^^  =o>  d'où  a; =dt  a,  résultat  que 
nous  devons  rejeter  (art.  489)  >  ou  en  faisant 

j,*  +  a;*— a*  ==  o ,  d'où  y  =  [/a^'-'X\ 
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Or  y  cette  dernière  équation  satisfaisant  à  la  proposée 
(a)  f  nous  en  conclurons  qu'elle  en  est  la  solution  par- 
ticulière. Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous 
avons  trouvés  à  Tarticle  583  ,  où  ce  même  exemple  a 
été  traité  par  une  méthode  différente  et  particulière 
aux  équations  différentielles  du  premier  ordre ,  et  où 
nous  n'étions  pas  encore  convenu  de  ne  pas  regarder 
comme  solution  particulière  les  équations  de  la  forme 
ac  =  const. 

Différentiant  l'équation  (a)  par  rapport  ày  ,  oc  et 
dy ,  il  serait  venu  celle 

Or,  faisant  j'*  +  ^*  —  a*=o  pour  que  le  coefficierifc 
de  -^-^  s'évanouisse ,  on  aj^  =  v/a*— x*,  d*où 


ydy  _       0^  xdy 


ce" 


X* 


djc^        ^/a»  —  07*  dx  ^/û» — 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (c),  on  a 


dy"           x""  —  X*  d^y 

o  V    '       — ou  — ^^  —  - 


o    > 


ce  qui  est,  comme  nous  l'avons  démontré  à  l'article 
(488),  le  caractère  des  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

Exemple  II.  Trouver  les  solutions  particulières  des 
équations 

(àyy  +  4xdx'^d»y  —  4dydx3  =  o (J). 

Ecrivant  cette  équation  sous  la  forme 

{d^y  +  Qxdx^y  =  4  (x^dx^+  dydx^)  , 

•t 
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<et  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres ,  on 
a  l'équation 

fPy  +  Qxda^  =  ndx  v/afdjf  +  dydx (0> 

qui  differentiée  par  rapport  à  dy  et  dy,  donne 


et  faisant  le  coefficient  de  j^  =o,on  a  c(y=-a:*£ir, 

d*où  y  =: —  =-  +  c  ,  ou  plus  simplement  à  cause  de 
farbitraire  de  c,  on  a  Téquation 

y="-^ Cf), 

qui  satisfait  à  la  proposée ,  et  qui  conséquemment  en 
est  une  solution  particulière. 

4.91^  Les  solutions  particulières  des  équations  dif- 
férentielles d'un  ordre  quelconque,   ne  sont  pas  tou-« 
jours  les  solutions  particulières  des   différentielles  de 
l'équation  proposée  ,  ou  de  ses  intégrales  de  tous  les 
ordres ,   puisque  pour  que  cela  eût  lieu  ,   il  faudrait 
que  toutes  les  équations^  telles  que  celles  (a') ,  (a") .... 
de  l'article 484  >  eussent  lieu  simultanément.  Ainsi y=:^ 
étant  l'intégrale  finale  de  l'équation  cî*V=io ,  etdy  =1 J^ 
l'une  de  ses  premières  intégrales ,  ces  deux  dernières 
équations  ne  pourront  avoir  une  même  solution  par- 
ticulière y  =X,  qu'en  tant  qu'on  aura  simultanément 
d^'$  =  o  etd*'c?|==o.  Par  exemple  ,  faisant  dans  l'é- 
quation ,(e)  de  l'article  précédent,  c[y  =  zclr,    d'où 
ddy  =  dzdx,    on   a  la  transformée  dz  +  fkxdx  = 

»    ^  /   ,              1,   X  f         dz  'f-'Zxdx  .     , 

«ax  V^  jc*  +  a  ,  a  ou  ax  =         ,_ =• ,  et  intégrant 

2yx*+z 
a,  iS 
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il  vient  x  =  V^x*+T+  c',  d'où  c'*  —  ac'a;  =  « ,  et 
par  conséquent 

dyzrs  c'^dx  —  2c'xdx- (a) 

ce  qui  est  une  première  intégrale  de  Téquation  (d) 
de  l'article  précédent,  et  l'intégrant,  il  vient  pour  in- 
tégrale finale  Téquation 

jr=c*a;— cV^-c^.• (&); 

donc^étant  =  c'»r— cV+c"  et  d^=(c'*—2c'x)dx\ 

réquation  d'^^^z  o donne  ac' — x=  o;  d'oùc'=  —  , 

et  réquation  d^'d^  =  o  donne  se'  —  ax  =  o  ,  d'où 
(/=ix\  donc  ce»  deux  valeurs  de  c  n'étant  pas  iden- 
tiques, il  s'ensuit  que  la  solution  particulière  (/)  [jàrt* 
4903  »  n'ebt  pas  la  solution  particulière  de  la  pre« 
mière  intégrale  (a)  de  l'équation  (d)  f  art. 490]]. 

Mais  si  a  cause  de  l'arbitraire  de  la  constante  c" 

nous  là  faisons  •=  — =— .  ,  en  représentant  par  c  une 

autre  constante  arbitraire  ,  l'équation  (b)  se  changera 
en  celle 

OU  ajoutant  de  part  et  d'autre  cr^ ,  ce  qui  rend  le  se- 
cond membre  =(jc  —  c')^,  prenant  la  racine  cubique 
des  deux  membres  et  transposant  c\  on  aura  l'équa-^ 
tion 

X—  c'  +^/(3y  + x3— c) (d), 

qui  est  évidemment  la  même  intégrale  finale  de  l'équa- 
tion {d)  [art.  4.9^3  ^"^  ^^^'^  (^)  >  ™^3  1^^®  ^^^  ^^^ 
forme  différente  qui  ne  la  rend  plus  comme  l'équa- 
tion (&) ,  la  solution  complète  de  la  proposée  {d)  de 


AVX  ¥ROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  3^5 

Farticle  490,  [voyezYsirt.  38g).   DifFérentiaiit  i*équa« 
tion  (d) ,  on  a 

qui  est  une  seconde  première  intégrale  de  l'équation 
(d)  [art  490],  et  qui  a  la  même  première  solution  par- 
ticulière {f)\jàrt.  490]  que  l'équation  (rf)[art.  49o]i  C6 
qu'on  trouve  à  priori  en  faisant  la  quantité  radicalo 
de  l'équation  (e)=o  [art.  383^  »  et  dans  ce  cas  -  ci  il 
est  aisé  de  yoir  que  Téquation  de  condition 

^n  que  l'équation  (d)[jàvt.  49^1  »  ®^  ^  première  in- 
tégrale (e)  aient  une  même  solution  particulière  «  est 
satisfaite^  puii^que  l'équation  (c),  qui  est  l'intégrale 
finale  de  celle  (d)  [art,  490j| ,  donnant 

I  =:3c'*a:— 3cV—  c'» ,  d'où  d^  =-.  (Se'»—  Çc'x)dx  , 

on  aura 

^  ==  Gc'o:— 5;c»  — 3c'*=:o,  d'où  c  *  —  flc'x+x*=6 

et  par  conséquent  c^=a?  ^  et  que  de  même  on  aura 

-s — 5-7  =  Se'—  6j;  =  G ,  d'où  c' = x. 
axac 

49a*  On  peut  par  des  procédés  semblables  aux  pré- 
cédens  ,  trouver  les  solutions  particulières  et  simul- 
tanées d'un  système  de  m  équations  entre  m  4"  & 
•variables  x ,  ^  ,  2. . .  et  d'un  ordre  quelconque  n,  en 
supposant  toujours  que  l'une  des  variables  x  varie 
uniformément.  En  effet ,  considérant  les  constantes  c^, 
c^.,.  des  valeurs  de  ^^  z...dans  les  intégrales  finales  des 
équations  proposées  ,  comme  variant  elles-mêmes,  et 
représentant  respectivement  par^  -}-  ^y  ,  a  +  «Tz.  •  •  • 
ce  que  deviennent  les  valeurs  dey,  z... lorsque  leg 

a5,  • 
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constantes  arbitraires  ont   varié  ;   ensuite  substituant 
dans  les  m  équations  proposées  les  quantitésjf  +  Jy , 
z  -{-i'z, ..  à  la  place  de  ^  ,  2. . . ,  et  retranchant  de 
chacune  des  m  équations  résultantes  ,    celle  qui  lui 
correspond  parmi  les  m  équations  données ,  il  est  clair 
qu'on  aura  encore  m  équations  qui ,  évidemment  y  ne 
seront  que  ce  qu'on  aurait  obtenu  immédiatement  en 
différentiant  chacune  des  équations  proposées  par  rap- 
port aux  variables  y.,  s. .  .et  leurs  différentielles  .  de 
tous  les  ordres  jusqu'à  celui  n  inclusivement ,  en  met- 
tant la  caractéristique  ^  à  la  place  de  la  nouvelle  d 
qu'on  aurait  introduite  ^  et  en  ayant  seulement  l'at- 
tention dans  cette  différentiation ,  de  placer  la  lettre 
i"  immédiatement  avant  la  variable  ;  on  aura  donc  par 
ce  moyen  un  nombre  m  dëquations  afFectéee  des  dif- 
férentielles de  l'ordre  n  et  des  ordres  inférieurs  de  iy, 
J^  y  etc.  Multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  un 
facteur  indéterminé  6',  la  troisième  par  un  autre  fac- 
teur indéterminé  ô",  et  enfin  la  m"'"'  équation  étant  mul- 
tipliée par  le  facteur  indéterminé  flC"*-0'^  et  a  joutant  ces 
m  équations  ,  on  n'en  aura  plus  qu'une  qui  renfermera 
Jes  quantités  d'*iy,d'*i'z...  Or,  si  les  termes  affectés  de 
ces  dernièresquantités  ne  s'évanouissaient  pas^  il  est  clair 
qu'alors  en  résolvant  successivement  cette  équation  par 
rapport  à  iy,  «Pz...les  valeurs  de  ces  quantités,  et  de 
suite  celles   de  y  ,  z. .  .(art.  487),  auraient  n  cons- 
tantes arbitraires  ;   donc  ces  valeurs  àe  y  ^    2 . . .    ne 
seraient  plus  des  solutions  particulières  (art.  484).  Il 
faut  conséquemment  rendre  nuls  les  coefEciens  de  d'^fy, 
d'^it. . ,  y  ce  qui  donnera  un  nombre  m   d'équations 
«ntrelesTw — 1  indéterminées'6',  9"... flC"*-*)' par  le  moyen 
desquelles  on  éliminera  ces  m— i  indéterminées^  ce  qui 
donnera  m — 1  équations  entre  lescoelficiens  qu'avaient 
d''fy,d"i'z...  avant  l'introduction  des  facteurs  indéter- 
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minés.  Combinant  ces  équations  de  condition  qui  doi-^ 
veut  avoir  Heu  en  même  temps  que  les  proposées,  avec 
ces  m,  dernières  équations,  on  pourra  éliminer  les  quan- 

*       dx--^'  dx^'  ••'^'  3^^*31^*-^®^^' 

ce  qui  donnera  une  équation  primitive  qui  sera  une 
solution  particulière ,  et  d'où  Ton  pourra  en  conclure 
d*autres  par  la  differentiation  et  des  substitutions, 
ensuite  l'intégration. 

Soient,  par  exemple,  proposées  les  deux  équations 

(jr»— 2aj:)dy— a*Jz+2«yda7=ol  .  ^ 

zdy^ -\- ydzdy  +  zadzdx  =  o  } ►•••••v 

Différentiant  ces  équations  par  rapport  ày  ^  dy  ,zet 
dz  en  conservant  pour  plus  de  simplicité  la  carac- 
téristique £2  à  la  place  de  celle  «T ,  il  viendra 

(y*  —  2aa:)ddy—  a^ddz  +  etc.  =  o  |      -,  ^ 

ÇQzdy-j'ydz)ddy+(ydy'^2adx)ddz  +  etc .  =:o  i  "  *  ^  ^ 

Multipliant  la  seconde  équation  par  6^  et  ajoutant  le 
produit  avec  la  première  équation  en  (&) ,  on  a 

[(y*—  «aa:)  +  9'(2zJy  ^ydz^^ddy 
4  [PXydy  +  ^odx)  —  a^^ddz  +  etc.  =  G  ; 

et  puisque  les  termes  affectés  de  ddy  et  de  ddz  doivent 
s'évanouir,  on  aura  les  deux  équations 

y^  —  200;  +  b\2zdy -^^  ydz)  =  o^ 
V(ydy  +  i^adx)  —  a*  =  o  f 

et  éliminant  6^  il  viendra 

(^*—  aax)  (ydy  -|-  ftadx)  +  a^(2zdy  -^ydz  )  =  0 . 

Divisant  cette  équation  et  les  deux  proposées  en  (a) 
par  dx ,  et  éliminant  entre  les  trois  équations  résul-r 
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tantes  les  quanti  tés -j^  et  j-  ,  on  aura  l'équatloii 

J'^  — ^=o («)> 

d'où  2  =  —  et  d;^  =       '       —  — -f-.  Substituant  ce» 

y  y    ^     y      ^ 

valeurs  dans  les  deux  équations  proposées  (a)»  on  ti- 
rera également  de  Tune  et  de  Tautre  1  équation 

(^a  —  €ix)dy  +  Qaydx  =  o , 

•qui  étant  divisée  parj'*,  donne  Téquation 

{  j        faxdy        Qadx  "H 
y^dy—l  —/- ^-     =0, 

qui  étant  intégrée  (art.  3fi3),  donne  complètement 

j'*4-3ax=  c^y (d). 

Ainsi  les  équations  (r)  et  (d)  sont  les  solutions  par- 
ticulières des  équations  proposées  (a). 


CHAPITRE  IV. 

De  Vintégration  des  équations  aux  différent 
tielles  partielles  du  premier  ordre. 

493.  JLiES  équations  aux  différentielles  ordinaires  dont 
nous  nous  sommes  occupé  jusqu'à  présent ,  donnaient 
une  relation  entre  les  difFérentielks  des  variables  in-* 
dépendantes  x ,  y. , .  et  celle  de  la  fonction  inconnue 
z  de  ces  variables.  Mais  les  équations  dont  nous  allons 
nous  occuper  ,  ne  donnent  que  la  relation  des  diffé- 
rentielles partielles  delà  variable  principale  z  par  rap- 
port à  celles  x,y.,.  dont  elle  est  fonction^  et  il  faudra 
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parle  nioy«nde  cçs  équations,  trouver  la  valeur  des. 
c*efit  en  cela  que  consiste  la  résolution  ou  intégration 
des  équations  aux  différentielles  partielles. 

Nous  regarderons  une  pareille  équation  comme  ré- 
solue ,  lorsque  nous  Taurons  ramenée  à  ce  que  sa  so- 
lution ne  dépende  plus  que  de  l'intégration  d*nne 
équation  aux  différentielles  ordinaires. 

4.94*  Avant  dVntrer  en  matière ,  nous  rappellerons 
à  nos  lecteurs  que  représentant  par  z  une  fonction 

de  X,  y  t  s ,  nous  appelons  différentielles  par^- 

tielles  indiquées ,  l'es  quantités  dfz  ,  d^z  yd^z,...  et 
différentielles  partielles  effectuées,  celles  f'zdx,  f^zdy , 
î^zds. . .  (art.  20)^.  De  même  y  lorsque  nous  voudrons 
indiquer  la  différentielle  partielle  de  z  par  rapport  à 
deux,  t^is.  ...variables,  telles  quexy,  ary^...,nou8 
écrirons^d^a^ ,  ci'cf^J'z. ..  ou  plus  simplement  î'^z, 
d^yz, .  Mais  nousavous  vu  aux  articles  54 ,  76  et  76,  que 
quel  que  soit  Tordre  des  différ.entiation»  partielles  ^  le 
résultat  est  toujours  le  même,  donc  d'yz=dy'z',  de  même 
d'y'zz=  d^'yzz=z  d'^'yz  =  dy^'z •=dy'''z  =  d^^z,  et  enfin 
généralement  on  pourra  écrire  dans  les  différentiations 
partielles  de  z  par  rapport  a  un  nombre  quelconque 
de  variables  a:,  j^,  jf, . .  ,  ces  dernières  variables  dans 
un  ordre  quelconque. 

De  même  d^z   étant  égal  à  l^zdx ,    nous    aurons 

d^z 

"-T—  =  {"z ,  et  si  nous  différentions  cette  équation  par 

d'z 

rapport  à  y  ,   nous  aurons  df  'j—'=^dyi'z-=-î*{^'£)iy 

o<l  T-y-  >  =  P'Cf^^^)  ce  que  nous  écrirons  de  la  manière 

df'z  d''^"'z 

suivante  -j— r  =  P"^^  ;  et  de  même  ,    ,    , — =  f^*''  *  '^  i 
dydx  '  ayaxas..» 
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ainsi f'2  représente  ce  que  devient  la  fonction  variable  z 
de  X,  y  ^  s, , . ,  lorsqu'après  l'avoir  différentiée  par- 
tiellement par  rapport  à  x  ,  on  a  divisé  cette  diffé- 
rentielle par  dx  ;  de  même  f*^z  représente  ce  que  de- 
vient z  lorsqu'après  l'avoir  différen  liée  partiellement  par 
rapporta  a;  et  y  y  on  a  divisé  cette  différentielle  par 
dxdy  ;  enfin  généralement  f*^**"z  est  ce  que  devient 
z  lorsqu'après  l'avoir  différentiée  par  rapport  à  x, 

y  9  s ,  on  a  ensuite  divisé   la  différentielle  par 

dxdyds . . . 

Il  faut  faire  attention  que  ces  différentiations  par— 
tieHes  faites  à  la  suite  les  unes  des  autres ,  fussent- 
elles  en  même  nombre  que  celui  des  variables  x  ,yy  s,.. 
dont  z  est  fonction ,  ne  donneraient  pas  la  différentielle 
dez  ,  qui  se  compose  de  la  somme  des  différentielles 
partielles  de  z,  par  rapport  à  toutes  les  variables 
secondaires  x ,  y,  s...  ;  par  exemple  ,  z  étant  fonction 
àe  X  et  àe  y ,  ona  dz  =£?*;& +c?ya=f*2d!r+P'2rfy , 
quantité  qui  est  différente  de  celle  d'yz  =  î'yzdxdy  , 
laquelle  n'est  que  la  différentielle  partielle  y  par  rap- 
port à  a:  de  la  différentielle  de  z  par  rapport  à  jr  »  ou 
l'inverse ,  puisque  d*yz'=  d^'z. 

De  même  ,  pour  indiquer  l'intégration  partielle  d  une 
fonction  différentielle  {x ,  y  y  s.\  .dx,  dy ,  (fe. . .)  par 
rapport  à  une  seule  partie  des  variables ,  par  exemple 
xet  y,  nous  écrirons  f''p(x,y  yS, ,  .dxy  dy  y  ds...)  , 
ou  plus  simplement  /'^(x,  y,  s. .  .dx,  dy ,  ds...)  y  et 
puisque  d''yz=rjy^z ,  il  est  clair  que  f^ydz  =  /^'rfa,  et 
généralement  quel  que  soit  Tordre  des  intégrations  par- 
tielles ,  le  résultat  est  toujours  le  même.  Il  suit  de  cette 
notation  que  si  z  n'est,  par  exemple  ,  fonction  que  des 
trois  variables  x,  yyslsL  quantité  py'dz  est  =fdz=:z, 

4^5,  Une  équation  aux  différentielles  partielles  est  de 
l'ordre  représenté  par  le  plus  grand  nombre  de  différen- 
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tielles  partielles  indiquées  de  la  fonction  z  des  variablei 
s^u^VfX. . ,  Ainsi  un  des  termes  de  l'équation  proposée 

étant,  par  exemple^  affecté  de  la  quantité     v     -  „*. 

ou  à  ^  ,  j — ,  cette  équation  aux  différentielles  par- 
tielles sera  de  Tordre  m  +  n  +  i ,  puisque  if"' ,  d"' 
et  d''  indiquent  respectivement  les  différentielles  par- 
tielles du  7»^^%  du  n*^'  et  du  premier  ordre  de  la 
fonction  z ,  en  j  considérant  d*abord  seulement  s  ^ 
ensuite  y ,  en&n  x  comme  variable. 

496.  Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  que 
des  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre» 
et  nous  allons  commencer  par  celles  à  trois  variables 
dont  la  forme  la  plus  générale  est 

Sa^+B^zzzD  on  Ai'z+B&z^z  D  j . . .  C5o8)  ; 

dans  laquelle  z  est  la  fonction  inconnue  et  cberchée 
des  variables  x  et  y  ,  et  A ,  B  ,  D  des  fonctions  quel- 
conques des  variables  z,xety. 

Si  Ton  fait  dans  cette  équation  (5o8)  A=^  o  ,  alors 
elle  se  réduit  à  celle 

dyz=i—dy (a), 

laquelle  ne  considérant  que  y  et  z  comme  variables, 
peut  s'écrire  sous  la  forme 

^«  =^  ày (i), 

et  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  ordinaires 
d'intégration ,  on  aura  celle 

z  =  F  (a:,j')+  (p  {x) (c). 
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àûn»  laquelle  x  sous  le  lien  de  F  s  y  trouve  placé 
comme  pourrait  s  y  trouver  toute  autre  quantité  cons- 
tante contenue  dans  jz ,  et  ç(^x)  représente  une  fonc-*- 

tion  arbitraire  de  x  (*)  qui  disparaîtrait  si  pour  re- 
venir à  l'équation  (i)  ou  (a)  ,  on  dilFérentiait  celle  (c) 
par  rapport  à  y  et  z. 

Le  cas  où  Ton  ferait  B  =io  dans  Téquation  (5o8) ,. 
présente  évidemment  des  circonslailces  femblables- 
par  rapport  aux  variables  x  et  y  prises  en  sens  in- 
verse. 

Jje  cas  de  I>=  0  rentre  dans  le  cas  général  que  nous 
allons  examiner ,  et  en  est  un  corollaire. 

497*  Considérant  maintenant  Téqnation  (3o8)  dans^ 
toute  sa  généralité  ,  et  éliminant  entre  cette  équatioii 
et  celle 

c?z  =  d'z  4-  <^*« (û)  ; 

la  différentielle  partielle  d'z ,  on  a  Téquation 

(^Ady^^Ddx  )  -j—  zrrAdz — Ddx (Sog) , 

dy 

d^z 
dans  laquelle  --7-  où  P'z  est  encore  une  quantité  in- 
déterminée. 

Si  entre  l'équation  (5o8)et  celle  (a)  on  élimine  dy% 
à  la  place  de  d'^z  ,  on  aura  Téquation 

\Jdy^£dx)^  =  Ddy  —  Bdz (5io)  , 

C)  Nons  prévenons   que  dorénavant  nous  nous  servirons  de  Ja 
lettre  F  seule  ou  accentuée,  ou  avec  un  indice  quelconque  ,  pour 
,  caractéristique  des  fonctions  déterminées ,  cl  que  nous  emplolrons 
'a  lettre  <^  ou  O ,  seule  ou  avec  les  mêmes  accessoires  que  les  prc- 
cédens  relativement  à  F,  pour  caractéristique  des  fonctions  arbi- 
traires.   , 
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dont  on  pourra  se  servir  préférablement  à  celle  (009), 
si  les  calculs  que  nous  allons  indiquer  relativement  à 
cette  dernière  équation  ,  s'elTectuent  plus  aisément  en 
opérant  sur  Téquation  (5ic). 

Ainsi ,  considérant  seulement  Véquation  (609) ,  nous 
rappellerons  que  d'après  ce  qui  a  été  démontré  à  l'ar- 
ticle 36o,  il  existe  toujours  un  facteur  6,  fonction  de 
X  et  de^ ,  dont  le  produit  par  le  binôme  Ady^-'BAx^ 
dans  lequel  on  ne  regarde  comme  variables  que  x  et 
y  ,  sera  exactement  intégrable  par  rapport  à  ces  deux 
variables.  De  même  ^  ne  considérant  comme  variables 
que  a:  et  z  dans  le  binome^Jz  — Z^cLr^  il  existe  un 
facteur  6"  fonction  de  a:  et  de  2 ,  dont  le  produit  par 
ce  binôme  est  exactement  intégrable  par  rapport  à 
a;  et  £  ;  on  aura  donc  les  deux  équations 

/y-â  {Ady-Bdx)  =F  (a:,j^,z) (6)  , 

et    f'^b'XAdz—Ddx)  =r{x,y,z). (c) . 

en  observant  que  z  ne  se  trouve  sous  le  lien  de  F 
dans  l'équation  (Â)  que  comme  constante  >  et  comme 
pourrait  s  y  trouver  toute  autre  constante  a  y  6.... 
contenue  dans  A  et  B  ,  et  qu*il  en  est  de  même  pour 
y  dans  la  seconde  équation  (c). 
Faisant  pour  abréger 

(d) U=F(x,y,z)    et     r=F"(x,y,z) (c), 

on  aura  les  deux  équations 

fy'\Ady^Bdx)=U  et   f'^'à" {Adz— Ddx)=  V , 

qui  différent iées  par  rapport  aux  trois  variables  x^y 
et  z  donneront  celles 

fl  {Ady—  Bdx)  +  d^U^dU^  .  f. 

et    è'XAdz-'Ddx)  +d/F==dF) ^'^^' 

Multipliant  la  première    de  ces  deux  équations  par 
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6dy' 


et  divisant  la  seconde  par  6"  ,  on  aura  celle 


et  Adz-^Ddx^i'^ ^. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (Soq)  ,  et  iso- 
lant dF'dsLns  le  premier  membre  }  il  viendra  l'équa- 
tion 

^^=T^^^-T^^'^-^^^- Cff). 

II  peut  arriver  deux  cas,  i®.  que  A  n* étant  fonction 
que  àe  X,  B  ne  le  soit  que  de  x  et  de  j^ ,  et  que  D 
ne  contienne  pas  la  variable  j^.  2**.  Que-^,  i5  et  D 
soient  indistinctement  fonctions  des  trois  variables  x, 
y  et  z.  Or  ,  je  dis  que  dans  Tun  et  Tautre  cas  ^sera 
également  fonction  de  U.En  effet ,  dans  le  premier 
cas  ,  U  ne  sera  fonction  que  de  a;  et  de^  [équat.  (A) 
et  (rf)]  ,  et  ^  ne  contiendra  que  les  deux  variables  x 
et  a  l^éq.  (c)  et  (e)] ,  on  aura  donc  d*t/==o  etdyU=o, 
ce  qui  réduira  Téquation  (g)  à  celle 

qui ,  à  cause  que  d/^  est  une  différentielle  exacte  ,  ne 
peut  évidemment  avoir  lieu  qu*en  tant  que  le  coefficient 
ûe  du  est  fonction  de  î/;  donc  T équation  (/r)  se  ré* 
duira  à  celle  dp^:=(p'  {U)dU,  d*où  par  Tintégratiou 
on  tirera 

V=(p{ll) (5ii). 

De  même  dans  le  second  cas  ,  prenant  Téquation  (g) 
dans  toute  sa  généralité ,  et  substituant  seulement  aux 
différentielles  partielles  indiquées  d^U  ttd^Ult^  diffé- 
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rentiellès  partielles  elFectaées  î^Udz  et  ïyUdy  ;  il  est 
clair  que  le  sebond  membre  de  Téquation  (g)  ne  ren- 
fermant que  les  différentielles  dî/,  dzetdy  ^  le  pre- 
mier membre  dV  qui  est  une  différentielle  exacte  ^  se 
composera  de  la  somme  des  différentielles  partielles 

exactes  cP/^-f"^*^'-!^^»  ^î^i"  substituant  ce  trinôme 
à  la  place  de  cf^dans  l'équation  {g)  ,  et  effaçant  de 
part  et  d*autre  d^V^  on  aura 

^^^^^^^j^^^-i^^'^ C'). 

Or  ,  puisque  dV  est  une  différentielle  exacte ,  il  s'en- 
suit que  la  différentielle  partielle  de  F'  par  rapport  à 
77,  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  tant  que  /^  est  fonc- 
tion de  (7,  ce  qui  est  exprimé  par  l'équation  (  5ii  ) 
qui ,  conséquemment ,  a  lien  dans  les  deux  cas  que 
nous  avons  examinés. 

I/équation  (i)  nous  apprend  aussi  que  /^est  tou- 
•jours  fonction  de  z,  et  peut  ne  pas  l'être  de  x  et  de^, 
puisque  dj^  étant  une  différentielle  exacte  ,  sa  diffé- 
rentielle partielle  par  rapport  à  s  ,  ne  peut  avoir  lieu 
qu'en  tant  que  /^=4>  {z)  ,  et  puisque  cette  équation 
n'est  pas  affectée  des  termes  d'Y  et  c^V ,  la  quantité 
V  peut  n'être  pas  fonction  de  x  et  de  y. 

Il  est  à  propos  d'observer  que  quoique  les  quantités 
représentées  par  U  et  F"  soient  des  fonctions  de  va- 
riables ,  cependant  elles  sont  toutes  deux  égales  à  des 
quantités  constantes.  Car  si  Z7  et  /^  étaient  respec- 
tivement égales  aux  deux  quanti,tés  variables  u  et  v, 
on  aurait  les  équations 

Ady  —  Ddx  =  -j-     et    Adz  — Ddx=z  -^ 
,  Bdx         du  j  Ddx    ,    dv  , 


( 
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Egalant  ces  deux  valeurs  de  j^^  et  prenant  dans  Té*- 
quation  résultante  la  yaleur  de  Z> ,  il  vient 

Bdz        dudz         dv 

"^  "*"  êîÇSx'"  fur  * 

substituant  cette  valeur  de  D  ainsi  que  celle  de  A 
[équac.  (A)]  ,  dans  l*équation  (5o8),   on  a  celle 

pàx       du\  d*z       ^d^z ^dz       ^^^ '  ds/ 

^Ty'^y^JU^     'dy'^     dy'^FdJdx      b^du' 

qui  ne  peut  se  réduire  â  la  vraie  équation 

d^L  -f-  d/z  =^dz 

4 

qu*en  faisant  simultanément  du^oetdv^^o ,  donc 
u  et  V  ,  et  par  conséquent  U  et  ^ne  pouvant  être 
qpe  des  quantités  constantes  ,  nous  ferons 

{U=a    et    F=b} (5ia). 

De  ces  équations,  ainsi  que  de  celles  (/)  on  déduira 
les  équations 

Jdy-Bd.  =  -^] 

drvÇ f^- 

et    Adz—Ddx=—~\ 

Mais  à  cause  qu'on  intègre  S  (^Jy—^5cir)  ,  en  y 
considérant  z  comme  constante  ,  et  qu*on  intègre 
&"(Adz  —  Ddx)  en  prenant  jr  constante,  il  s'ens^uit 
qu'il  faudrait  faire  pour  la  première  intégration  d*t  ==o, 
et  pour  la  seconde  dyF=  o  ;  ainsi  relativement  aux  in- 
tégrations qu'on  veut  effectuer  pour  avoir  U  et  J^, 
il  faudra  poser  les  équations 

(Si3)...,Ady—Bdx=^o,    Adz--^  Ddx=:o...,(pi4), 
eu  Ddy^Bdz  =  o (5i5) 
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suivant  que  réquation  (5i4)  est  plus  aisée  à  intégrer 
par  rapport  à  z  etx,  que  celle  (5i5)  par  rapport  à 
j^  et  a,  ou  Vinverse. 

Ayant  par  le  moyen  de  l'intégration  de  Téquation 
{5i3),  multipliée  par  un  facteur  convenable  S ,  l'équa- 
tion F(Xyy,z)  =  Uzna,  on  en  tirera^  =  F,(  x,2,a  )  ou 
x=Fa(yiZ,a), suivant  que  la  seconde  équation  qu'on  vou- 
'dfra  intégrer  sera  celle  (5 14),  ou  celle  (5i5);on  substituera 
c^tte  valeur  deyou  de  x  dans  la  seconde  équation  choisie, 
«t  après  l'avoir  multipliée  par  uii  facteur  convenable  S', 
on  l'intégrera  pour  avoir  la  valeur  de  /^;  et  substituant 
ces  valeurs  de  J7  et  de  /^  dans  l'équation  (5ii)i  oa 
aura  l'intégrale  demandée  de  la  proposée  (5o8). 

Si  Téquation  qu'on  intègre  est  dans  le  premier  cas 
que  nous  avons  examiné  ,  c'est-à-dire ,  si  j4  est  seu- 
lement fonction  de  x,  que  B  le  soit  seulement  dey , 
et  qu'enfin  D  ne  soit  fonction  que  de  xetdez,  alors 
le  calcul  se  simplifie ,  puisque  les  intégrations  des 
équations 

.6i4dy--^Bdx)  =  o     et     6"  (^ Jz  —  Ddx)  =  o  ; 

donnant  respectivement  U=zF2(x,z)  ,  et  F^=:^F^(x,z) 
on  a  tout  de  suite  par  le  moyen  de  l'équation  (5ii) 
celle  F4(^,s)  =  <p[F3(a;,^)] 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  équa- 
tions (5i3)  et  (5i4)  >  a  son  analogue  pour  les  équa- 
tions (5i3)  et  (5i5)  ,  si  B  n'étant  fonctioii  que  de  y , 
u^  n'est  fonction  que  dey  et  de  x^  et  D  n'est  fonction 
que  de  y  et  de  z. 

Exemple  I.  Intégrer  l'équation 

xf'z+yf>'a=nz. 

Comparant  identiquement  cette  équation  avec  celle 
(  5o8  )  ,   on   a  yi=z  X  j    B  z=^y    et  D  =  nz  ;    ainsi 
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la  proposée  est  dans  le  premier  cas  examiné  précâ-* 
demment.  Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 
(5i3)  et  (5i4),  on  a  celles  xdy — ydx-zrzo  et 
xdz'-^nzdx  =  o.  Le  facteur  intégrant  de  la  première 

équation  est  --r  ,  celui  de  la  seconde  est  — ^  :  ainsi  on 
^  ccr  xz 

J         a^  X  J  z         J    X  * 

d'où  lz~^la^=ilb ,  et  par  conséquent  6  =  —  ,    mais 

y=  b  [équat.  (5i2)3  >  donc  V-=.  —,  et  substituant  ces 

x^ 

valeurs  dans  Téquation  (5ii) ,  il  vient  celle 

qui  est  la  solution  de  la  proposée. 
Exemple  II.  Intégrer  l'équation 

xyfVz  ^-  x*f*z  =y*. 

Nous  avons  A=^^  a^,B:^xy  et  Dzziy*,  ce  qui 

donne  x^dy-i-xydx^zio  et  x^dz^y^dx^=:o[équat.  (5i3) 
et  (5i4)l*  Le  facteur  intégrant  de  la  ^première  de  ces 

équations  est  -^-^;celui  de  la  seconde  par  rapport  à  x  et 

xy 

z  est—;  on  a  donc  à  intégrer  les  équations  -^-| =  0# 

oir       m  y       X 

et  dz  +*^— J-  =0 . . .  (a)  ;  la  première  donne /xy  =  /a, 
d*où  oy  raie  =  Z7.  De  cette  dernière  équation  on  tire 


y  =  -  ;  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (a)  , 

il  vient  da  +  — ^  =o  ;  d'où  a  —  573  =  ^  =  ^î  ®^ 

remettant 
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remettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur   dû 
4ï  =  x  ,  on  a  a-^  ^=:^;  or /^=  ^  (t/)  , donc 

ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée» 

438.  Les  équations  aux  différentielles  partielles  dii 
premier  ordre  (5o8)  dans  lesquelles  >/ n'est  fonction  quû 
de  a;,  et  B  et  D  sont  fonctions  de  la  seule  variable jr, 
pourraient  s'intégrer  par  la  méthode  enseignée  dans 
l'article  précédent  ;    mais  elles   s'intègrent  bien   plus 
élégamment  et  plus  facilement  par  la  méthode  sui- 
vante qu'on  trouve,  dans  quelques  ouvrages,traitée  d'une 
manière  qui ,  suivant  moi ,   est  incomplète  et  insuffi- 
sante ;  car  ce  que  les  auteurs  de  ces  ouvrages  (  voyez 
entre  autres  les  élémens  du  Calcul  différentiel    et  in- 
tégral de  Lacroix  ,  art.  3i5)  indiquent  pour  le  reste 
de  l'opération  à  faire  dans  les  applications  de  la  mé* 
thode,  offre   de  grandes  difficultés  et   longueurs  de 
calcul  que  j'ai  entièrement  fait  disparaître  dans  ma 
formule  finale  (5 17). 

Soit -^f^z  =  «  ,  d'où  Z>-- M^z;=û);  de  ces  équa- 
tions on  tire  celles  f*z  =  —  et  f^a  z=  — =— .    Mais 

A  B 

dzz=i^zdz  +  iyzdy  -,  donc 

d'zz=.--j  dx-^ -^ — dy (a). 

Faisant  maintenant 

dilférentiant  la  première    de   ces  équations  par  rap- 


^  / 
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port  à  X  y  et  la  seconde  par  rapport  à  ^  ,  il  vient 

{^^^Md.    et     §rfy-^  =  fxiNW^} (c). 

Mais  M  étant  fonction  de  a:  et  de  &  ,  et  N  étant 
fonction  dey  et  de  «  ,  on  a  £^Mdx=:  dM — i'*Md:ê 
et  ï^Ndy  =  dN — f"i\W».  Substituant  ces  valeurs  dans 

les  équations  (c)  ,  il  vient  — ^-  =  dM  —  f*  Md-jà  ,    et 

-rrdy — --^=  diV"  —  PNdtt  ;  enfin  mettant  ces  valeurs 
dans  réqoation  (a)  ,  on  a  celle 

&=di»/+  diV— [fi»/+f*iN^dâ» (cO, 

qui ,  évidemment ,  ne  peut  être  exactement  intégrable 
qu'en  tant  qu'on  fera 

et  alors  intégrant  l'équation  {d)  ^  on  aura 
z  =  M+^^<f{s^>^ (/).  . 


Pour  éliminer  «  de  cette  équation  ,  soit  fait  ^(û))=»'", 
en  représentant  par  m  une  quantité  indéterminée ,  ce 
qui  donne  cu^-=ifç\cS)dcû , 

d'où  ♦'(«)  =  m»"»-' {g). 

Mais  les  équations  (6)  donnent  celles 

i'M=f^  et    fN^-f^, 

donc  ^  étant  par  hypothèse  fonction  de  a; ,  et  J?  fonc- 
tion  de  ^  ,  on  aura 

i'MzzzX  et  Pj[V=—  r,  d*où  (tXci)  =  ;^— r[éq.(e)]. 
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en  taisant 

{X=f^    et    y=f^} (5iS). 

Substituant  dans  Téquation  (g) ,   la  valeur  que  nous 
venons  de  trouver  Àç'Ça)  ^^  viendra  celle 


m-i 


«=v/ 


x—r 


m 


/dx 
-T-   et   de 

/-^[équat.  (5i6)3  étant  substituées  dans  les  équa- 
tions (bi)  ,  on  aura 

'■où        M+N='^^^+f^, 

Enfin  mettant  cette  valeur  ainsi  que   celle   de  f  («) 


m-i 


=  «"»  =  i/r j  dans  Féquation  (/),  il  viendra 

celle 

Mais  à  cause  que  m  est  une  quantité  indéterminée  , 
il  est  clair  que  le  dernier  terme  de  l'équation  (A)  est 
une  fonction  indéterminée  et  arbitraire  de  X  —  Kj 
qu'on  pourra  représenter  par  f  (X —  V)  ;  on  aura  donc 

â4-. 
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ce  qui  est  la  solution  générale  et  fort  simple  des  équa- 
tions en  question. 

Exemple.  Intégrer  téqitxition 

x^f'z  +  yiyz=  y^ (£). 

Nous  avons  Azzz  od"  ^    Bz=zy   et    D=zy*'y  donc 

X=-^  i ,  r=ly  Céq.  (5iG)].  ^tf-^=  ^'  Sub- 

tituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (5i7),  et  faisant 
attention  que  ç  indiquant  une  fonction  arbitraire ,  on 

peut  mettre^ — hfyji  la  place  defi  — r~+{y)  j» 
on  ciura 

ce  qui  est  l'intégrale  demandée  de  Téquation  (t). 

4dg.  De  même  que  Fintégrale  d'une  fonction  on 
équation  différentielle  ordinaire   a  un  nombre  infini 
d'intégrales  particulières  (art.  374),  lorsqu'elle  est  con- 
sidérée abstraitement ,  à  cause   des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  l'intégrale  générale^   et  que 
ces  constantes  ne  prennent  de  valeurs  déterminées  que 
lorsque  la  quantité  différentielle  intégrée,  étant  la  re- 
présentation de  quelque  point  d'application  d'analyse  à 
la  Géométrie  ou  aux  sciences  physico-mathématiques, 
on  trouve  pour  autant  de  circonstances  qu'il  y  a  de 
constantes  arbitraires  ,  et  indépendamment  des  équa- 
tions du  calcul ,  les  valeurs  simultanées  des  variables 
en  quantités  connues  ;    de  même  aussi  les  intégrales 
des  équations  aux  différentielles  parti  elles  satisfont  tou- 
jours à  ces  équations  ,  quelle  que  soit  la  forme  qu'on 
donnera  aux  fonctions  arbitraires  des  variables  qui 
entrent  dans  ce»  intégrales.  Ainsi  considérant  abstrai- 


AVZ  TROIS  PUMIEHES  SECTIONS.    .         S7S 

tement  une  équation  aux  différentielles  partielles ,  elle 
a  un  nombre  inEni  d'intégrales  partictdières.  Mais  si 
cette  équation  provient  de  quelques  considérations 
d'analyse  appliquée^  alors  on  déterminera  les  fonctions 
d'abord  considérées  comme  arbitraires  ,  si  Von  peut 
indépendamment  des  équations  données  par  le  calcul^ 
et  d'après  une  circonstance  particulière  de  l'objet  au-> 
quel  on  applique  l'analyse ,  trouver  deux  équations 
primitives  entre  les  trois  variables  qui  aient  lieu  simul- 
tanément. En  effet ,  soit 

^=^n^>y)  +  9(S) (a). 

L'intégrale  d'une  équation  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  ,  en  représentant  par  S  une  com-' 
binaison  connue  de  x  et  de  y.  Supposons  qu'on  sache 
d'ailleurs  que  pour  certaine  circonstance  particulière 
de  l'objet  de  ces  calculs^  on  a  simultanément  les  deux 
équations  déterminées 

(A) F,(a;,^,z)  =  o    et    F^(a?,^,  z)=o (c)  , 

alors  faisant  S  =  (. . .  .(cQi  on  aura  trois  équations 
(b)  ^  (c)  ,  (d)  par  le  moyen  desquelles  on  trouvera  les 
valeurs  respectives  des  trois  variables  oc,y  ,  z  en  fonc-« 
tions  de  ^  ^  et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 
(a) ,  elle  prendra  la  forme 

f(0-F'(o  =  «>(0, 

f  et  F'  étant  les  caractéristiques  de  fonctions  déter* 
minées.  Donc  ayant  la  valeur  de  ^  (t)  en  fonctions 
déterminées  de  t«  et  remettant  à  la  place  de  cette  der- 
nière lettre  celle  S  qui  représente  ime  combinaison 
donnée  de  a;  et  de  ^  ,  on  aura  déterminé  ^  (S)  ,  et 
par  conséquent  tout  le  ^era  dans  l'équation  de  réso- 
lution (a)« 

5oo.  Parmi  les  équations  aux  différentielles  partielles 
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du' premier  ordre  qui  peuvent  se  présenter  dans  le 
calcul  ^  il  m'a  paru  impossible  d*intégrer  celle 

{^z=¥(fyz) (5i8), 

en  se  servant  des  méthodes  précédentes;  mais  heu- 
reusement que  l'intégration  de  l'équation  (5 18),  peut 
s'obtenir  d'une  manière  très-simple  par  le  seul  se- 
cours de  l'équation 

dz-=:î'zdx  -f-  {yzdy (a). 

En  elFet  ^  substituant  dans  cette  dernière  équation 
la  valeur  de  f*z  prise  dans  la  proposée  (  5i8),  et 
observant  que  îyzdy  =  d{_yPz  ]  — ydl^z  ,  et  que 
F({yz)dxz=zdlxF(îyzy]  —  xr((yz)d&z,   en  faisant 

.       n^»)='-^ w. 

on  aura  l'équation 

dz = dixi7(ïyz)'}+d[y£yz'} — {jxFXiyzy^ytîrz, . . .  (c) , 

qui ,  évidemment ,  n'est  exactement  intégrable  que 
si  l'ôii  fait 

xr(îyz)+y^p\ïyz^ (d); 

et  alors  posant  l'équation 

d(p(ïyz)  =  (^Xïyz)diyz (e) , 

l'intégrale  de  Téquation  (c) ,  et  par  conséquent  de  la 
proposée  (5i8)  ,  est 

z  =  xF[lyz)+yïyz — <p{ïyz) (519). 

On  a  dans  cette  équation  f^z  qui  est  inconnue ,  et 
le  dernier  terme  qui  est  une  fonction  arbitraire  de 
cette  inconnue;  ainsi  dans  le  cas  que  nous  considérons 
à  présent ,  le  calcul  a  été  plus  simple  pour  trouver 
l'intégrale  que  dans  les  cas  précédens.  Mais  aEn  de 
parvenir  à  la  valeur  finale  de  z  en  fonctions  déter- 
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minées  de  x  et  de  ^  ,  d*après  les  circonstances  de  la 
question  qui  a  donné  lieu  à  ces  recherches,  il  est 
évident  que  le  calcul  doit  être  plus  compliqué  que 
celui  enseigné  à  l'article  4.99  >  puisque  nous  n'avions 
alors  qu'une  fonction  à  déterminer  ^  et  qu'ici  nous 
avons  de  plus  à  éliminer  une  quantité  inconnue. 

Soit  fait  pour  abréger  &z^=iu  j  et  supposons  qu'on 
a  simultanément  comme  à  l'article  499  >  les  deux  équa- 
tions déterminées 

(/)....F,(a?,^,   z)  —  o  et  F^Ç^jp,  y  ,  z)  =o....(g-)  , 

on  pourra  entre  ces  deux  équations  et  celles  {d)  et  (5 19) 

éliminer  les  trois  variables  a:  ,  ^  et  z  ;  on  aura  donc 

une  équation  F3  [jp\u) ,  ç(i*)  >  t*]=  o  ;  d'où  Ton  tirera 

celle 

<p(u}^FfyXu),u} (A); 

mais  (^'{u)du  =  £^(i/)[équat.  {e)~\ ,  donc 

(p'(u)du  =  JF4[^'(") ,  u]; 

effectuant  la  différention  du  second  membre  ,  on  aura 
une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre 
entre  les  deux  quantités  u  et  ç\u)  ,  et  qui,  par  con- 
séquent, peu  rra  s'intégrer  soit  d'elle-même ,  soit  par 
le  moyen  d'un  facteur  (  art.  36o  ) ,  ce  qui  donnera 
^'(u)  =  F5(a),  donc  ^'(w)  sera  déterminé,  et  par  consé- 
quent ^(u)  |le  sera  aussi  [équat.  (/r)]]*  Substituant  les 
valeurs  de  ç\u)  et  de  ç(u)  dans  les  équations  (d)  et 
(619) ,  on  aura  deux  équations  entre  x  y  y ,  z  et  1/  ou 
f^z,  parle  moyen  desquelles  on  pourra  éliminer  cette 
dernière  quantité,  et  il  ne  restera  par  conséquent 
qu'une  équation  déterminée  entre  x ,  y  et  z  qui  sera 
la  solution  de  la  proposée  (5 18). 

5oi.  Considérons  maintenant  les  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre  à  quatre   va- 
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riables  x  ^  y ,  u,  z  dont  la  forme  la  plus  générale 
est 

dx  dy^      du  V (5ao). 

ou    M'z+B{yz+œzz=:D      j 

A,  B,  C  et  D  représentant  des  fonctions  des  va- 
riables qui  entrent  dans  l'équation.  Eliminant  d*z  entre 
réquation  proposée  (620)  et  celle 

dz=^d'z  +  d^z  +  J"« (a)  , 

on  a  réquation 

iAdy-Bdx)^^^  +  iAdu-Cdx)^ 

=zAdz'^Ddx (Sai)  [*], 

dans  laquelle  --7-  et  --r-  sont  encore  des  quantités  in- 
déterminées. Soient  6=f(a7,  y),  6'=  f (u,  a?)  et 
6*=f'(a:,z)  les  facteurs  intégians  respectifs  des  trois 
binômes 

Ady'-^Bdx,  Adu  —  Cdx  et  Adz'^Ddr, 

en  ne  considérant  comme  variables  dans  chacun  des 
binômes  que  celles  dés  quatres  lettres  x  ,  y  ,  z  etu, 
dont  les  différentielles  affectent  les  termes  ;  ce  qui 
donnera  exactement 

/"^6'  (Adu  —  Cdx)  =  F,(x,y,z,u)  =  lA (i), 

p'b\Adz'^Ddx)=F^(x,y,z,u)  =  H 


[^3  II  est  évident  que  si  on  élimine  encore  successivement 
drz  et  d^z  enlre  les  c'q nations  (Sao)  et  (a) ,  on  aura  deux  équa- 
tions analogues  à  celle  (5a i)  que  le  lecteur  trouvera  aisément. 
Ainsi  on  aura  trois  équations,  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui 
sera  la  plus  favorable  aux  calculs  que  nous  allons  indiquer  relative" 
ment  à  la  seule  équation  (5a  i). 
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€n  représentant  respectivement  par  î/,  JV  et  V  ces 
trois  intégrales. 

DiiTérentiant  chacune  des  trois  équations  précédentes 
par  rapport  aux  quatre  variables ,  on  a 

ù'iAdu—cdx)+d^rr+d^rrz=drr\ (c). 

6\Adz  —  Ddx)  +  dyr  +  d^r  =  dFJ 

Multipliant  la  première  de  ces  trois  équations  par 

dyz  d^z 

jj- ,  la  seconde  par  ^rr  »  ^^  divisant  la  troisième 

par  6",  on  a 

j.     ^t      dr    dfv    d-r 

Adz—Ddx  =  ^ ■^, -gf^. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (621)  ,  isolant 
dVf  et  multipliant  par  6",  il  vient 

""  n^  ldyrr+dW2+dyr+  dT (rf). 

Ici ,  comme  à  Tarticle  ^^j  ,  nous  distinguerons  deux 
cas ,  1°  celui  où  A  n'étant  fonction  que  de  a: ,  on  a 
B  qui  n'est  fonction  que  de  a;  et  de  j'  ;  C  qui  ne 
Test  que  de  u  et  de  x;  enfin  D  qui  n'est  fonction 
que  de  z  et  de  x,  2°.  Celui  où  A^  B,  C  et  D  sont 
indistinctement  fonctions  des  quatre  variables.   Or  , 
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}e  dis  que  dans  Tun  et  l'autre  cas ,  on  aura  égale- 
ment 

r=9(.ujn (Sas), 

En  effet ,  il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  U  ne 
sera  fonction  que  de  x  et  àe  y ,  TV  ne  le  sera  que 
de  X  et  de  u;  enfia  ^ne  sera  fonction  que  de  x  et 
de  z  \  donc  l'équation  [d)  se  réduira  à  celle 

qui  ne  peut  être  intégrable  qu'en  faisant  le  coefficient 
de  dL'=  fV^  et  celui  de  dTV-=z  U ,  ce  qui  donne 

F=urr (e): 

ou  bien  en  faisant  le  coefficient  de  dU=iÇi{U),  et 
celui  de  drV=  ç%{TV)  ,  d'où  résulte  l'équation 

dr~(p,{U)dU  +  <pa  {JV)dTV, 

dont  rintégrale  est  /^  =  ç>',(C/) +Ç)'a(^r)  qui,  plus 
brièvement  et  plus  généralement,  peut  s'écrire  sous 
la  forme  de  l'équation  (Saa)  dont  celle  (e)  n'est  évi- 
demment qu'un   cas  particulier. 

Dans  le  second  cas  ,  mettant  dans  l'équation  {d)  les 
diff^érentielles  partielles  efî^ectuées  f^Udz  ,  ("Udu , 
iyJVdy  et  {''TVdz  à  la  place  des  respectives  indiquées 
d'^U^  d**U,  d>TV  et  d'-fV ^  on  verra  évidemment  que 
le  second  membre  de  l'équation  [d)  ne  renfermant  que 
les  diff^érentielles  dy  ,  dz,du,  dU  eidlV^  la  diff'é- 
rentielle  dF^  qui  est  exacte ,  se  composera  de  la  somme 
des  diff^érentielles  partielles  exactes  c?^/^+c?*/^+c?"^ 

+  rf^/^+ r^^/^';  ainsi  substituant  ce  quintinome  à  la 
place  de  dF"  dans  l'équation  {d),  et  effaçant  de  part 
et  d'autre  dyF+d"F',  cette  équation  deviendra 
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d'r+  à^r->rà^^rJ~  du 
-  ^  ^^^ày+  ^'r^'^) (/)• 

Mais  dj^  étant  une  difTérentielle  exacte ,  il  est  clair 
que  les  différentielles  partielles  de  V  par  rapport  à 
TJ  et  TV  ne  peuvent  avoir  lieu  qu'en  tant  que  V  est 
fonction  de  U  et  de  TV  ;  c'est  ce  qui  est  exprimé  par 
l'équation  (Sas)  qui,  conséqtreminent ,  a  également 
lieu  dans  les  deux  cas  que  nous  avons  examinés. 

L'équation  (/*)  étant  affectée  delà  différentielle  par- 
tielle de  V  par  rapport  à  z  et  non  de  celles  de  V 
par  rapport  k  x  ^  y  eX  u\  nous  en  conclurons  que  f^ 
est  toujours  fonction  de  la  variable  principale  z^  et 
peut  ne  pas  Tétre  de  quelques-unes  des  variables  se- 
condaires a:,  y  et  u. 

De  même  qu'à  l'article  497  »  et  par  un  raisonnement 
parfaitement  semblable  y  on  démontrera  que  a^  b  et 
c représentant  des  constantes^  on  a  les  équations 

U=a,  TVz=b    et    /=^=c. 

donc  les  équations  (c)  se  réduiront  à  la  forme 

e  (^Ady  —  Bdx)=—d^U  —d^U  ^ 

b'iAdu—  Cdx)  =—dyTV'--d^TV\ {g). 

b\Adz  —  Ddx)——  dfV—  d^F) 

Mais  à  cause  que  les  intégrations  des  binômes  .^^Jy — Bdx^ 
Adu —  Cdx  et  Adz —  Ddx  ne  sont  respectivement 
relatives  qu'aux  deux  variables  qui  y  ont  leurs  diffé- 
rentielles, on  peut,  pour  effectuer  ces  intégrations, 
poser  de  suite  les  équations 

\^Ady^-'Bdx=:OiAdu'^Cdx=:o  etAdz^Ddx=zo^(h), 
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et  après  avoir  trouvé  les  facteurs  intégrans  respectifs 
e={(x,y),  6  =  P(u,  x)  et  b"=î"(z,x)  de  ces  trois 
équations  (h)\  on  intégrera  la  première,  ce  qui 
donnera  ¥(x,y,z,u)z=zU=2  a;d'oùu=  F'(a7,j^,z,a); 
substituant  cette  valeur  de  u  dans  la  seconde  équa- 
tion en  (h)  multipliée  par  son  facteur  intégrant  V  et 
intégrant ,  on  aura  Fi(x ,  y  ,  z,  d)-=iTV^=:b  \  d'où 
yz=zF\(x  ,  z,  a,b):  substituant  cette  valeur  de^  dant 
l'équation  u  =  F'^^^y,  z,  «),  il  viendra  u=F" (x^z^a^b)  : 
mettant  les  deux  valeurs  de  y  et  de  u  qui  ne  con-' 
tiennent  plus  que  les  variables  xetz,  dans  la  troisième 
équation  en  (h)  multipliée  par  son  facteur  intégrant 
6"  et  intégrant,  on  aura  Fu(x,  z,a,  i)  =  /^;  subs- 
tituant dans  cette  dernière  équation  et  dans  celle 
F,(x,  y,  z,  à)  =:  TV=2  b  la  valeur  de  a  =  F(x,  y,  z,  u), 
il  viendra 

F\(x,z,y,u,b)  =  F    et    F\ix,  y,  z,  u)=rV=b. 

Enfin  substituant  cette  valeur  de  b  dans  la  dernière 
trouvée  à  /^,  on  aura  les  valeurs  de  Z7,  fV  et  F'  en 
fonctions  des  quatre  variables  ,  et  formant  d*après  cela 
l'équation  (522) ,  celle  -  ci  donnera  Tintégrale  de-» 
mandée  de  la  proposée  (620). 

Mais  à  cause  de  la  fonction  arbitraire  caractérisée 
par  ç  qui  entre  dans  l'équation  finale  (622) ,  il  s'en- 
suit qu'en  considérant  abstraitement  la  proposée,  celle- 
ci  aura  un  nombre  infini  d'intégrales  particulières ,  et 
ce  ne  sera  que  si  l'équation  proposée  est  le  résultat 
de  l'analyse  appliquée  à  un  objetindiqué,  qu'on  pourra 
déterminer  la  fonction  arbitraire  par  des  moyens  sem- 
blables à  ceux  indiqués  à  l'article  499  pour  les  équa- 
tions à  trois  variables. 

5o2.  On  voit  assez  d'après  l'analyse  précédente, 
relativement  à  l'intégration  des  équations   aux  diffé- 
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rentielles  du  premier  ordre  à  trois  et  quatre  variablea , 
comment  on  devrait  s'y  prendre  pour  celles  qui  ren- 
fermeraient un  plus  grand  nombre  de  variables;  et  il 
«erait  facile  d'établir  une  règle  générale  pour  ces  inté- 
grations ,  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  ;  mais  il 
serait  trop  long  d'énoncer  ici  cette  règle  ;  et  le  lecteur 
pourra  j  suppléer  aisément. 

5o3.  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  considéré  que 
les  équations  linéaires  aux  différentielles  partielles, 
c'est-à-dire  dans  lesquelles  t'z^  {^z. , ,  ne  sont  élevées 
qu  a  la  première  puissance  :  nous  allons  maintenant 
nous  occuper  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  ,  et  nous  verrons 
que  l'intégration  de  ces  équations  se  ramène  à  celles 
ides  équations  linéaires  considérées  précédemment. 

En  effet,  soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

F(x,^,  2,  f'a,  {yz)z=io (a), 

dans  laquelle  les  cinq  quantités  sous  le  lien  de  F  , 
peuvent  être  élevées  à  des  puissances  quelconques. 
Résolvant  l'équation  (a)  par  rapport  à  f^z ,  on  sl 

fyz=:F,(x,y,z,  f-z) (é); 

donc  la  valeur  de  f^z  contenant  les  quantités  variables 
X ,  y  y  z,  f*z ,  on  aura 

d&z  =  j4dx  J^Bdy+  Cdz  +  Ddi'z (c) , 

en  représentant  par  A,  B^  C,  D  des  fonctions  dé- 
terminées des  variables  x,  y  ^  z  et  î'z  :  mais  d'après 
l'équation  proposée  (a)  ,  la  quantité  î'z ,  que  pour 
abréger  je  représenterai  un  moment  par  ^ ,  étant  fonc- 
tion âe  X,  y  et  25 ,  on  aura 

JS'z  ou  d^z=zi'ldx  +ïy:dy  +  ï-ldz {d). 
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et  substituant  cette  valeur  dans  Féquation  (  c  ) ,  il 
viendra 

d'où  il  suit  les  égalités 

Mais  comparant  identiquement  Téquation 
dz^f'zdx  +  îyzdy ,  ou  ^dx  +  £yzdy'-^dz=o..(f), 

avec   celle 

Pdx  +  Qdy  4.  Rdz='0  [  équat.  (SaS)  ,  art  Zb^. 
on  a    P=5,    Q=îyz    et    B=— 1, 

^=*'l'    •^=Pe.  enfin -3^=C  +  Z?P,; 

substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (33o)\^art.  55^], 
on  aura  pour  équation  de  condition  de  l'intégrabilité 
de  réquation  (/)  multipliée  par  un  facteur  intégrant , 
celle 

qui  est  une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  entre  les  quatre  variables  a:,  y  y  z  et  celle 
Ç  qui  est  la  variable  principale  ;  ainsi  en  intégrant  cette 
dernière  équation  [[art.  Soi],  on  aura  ^  ou  f^z  en 
fonctions  âex,y  ,  2  ;  et  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (i)  ,  on  aura  aussi  S'a  en  fonctions  de  x, 
yfZ}  donc  l'équation  dz:=2{^zdx  +  Ùzdy  ne  sera  plus 
qu'une  équation  aux  différentielles  ordinaires  ;  et  étant 
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intégrée ,  elle  donnera  1  mtégrale  demandée  de  Téqua— 
tion  proposée  (c). 

Remarque.  Je  dois  prévenir  pour  empêcher  mes 
lecteurs  de  commettre  une  pareille  erreur  ,  que  c'est 
â  tort  que  quelques  auteurs  ont  dit  qu'il  fallait  subs- 
tituer  les  valeurs  de  f'a  et  de  f^z  en  a: ,  z  et  y  dans 
Téquation  (a)  ,  ce  qui  serait  un  calcul  plus  simple  que 
celui  que  nous  ayons  indiqué ,  qui  exige  une  intégra- 
tion de  plus ,  mais  conduirait  à  Téquation  identique 
0  =  0.  Eu  effet,  puisque  l'équation  (i)  n*cst  autre 
chose  que  la  résolution  algébrique  de  Téquation  (a)  par 
rapport  à  &z  ;  il  est  clair  qu'en  remettant  dans  cette 
dernière  équation  la  valeur  de  P'z ,  elle  doit  y  satis- 
faire ,  et  par  conséquent  réduire  le  premier  membre 
de  réquation  (a)  à  zéro. 


CHAPITRE  V. 

intégrations  des  équations  aux  différentielles 
partielles  du  second  ordre  à  trois  variables. 

5o4.   X-iA  forme  la  plus  générale  des  équations  dont 
nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  est 

d^Jz  ct^'z        ^d'yz  d^z       jp^'^  Tji 


ou        Ai^yz  +  Bi^'z  +  Cïy^z  +  Dt>s  +  Eî* 

Les  lettres-^,  By  C ,  D  ,  E ,  H  représentent  des 
fonctions  de  o:,^,  z.  Mais  nous  ne  les  considérerons 
d'abord  que  commefonctionsdes  deux  seules  variables 
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X  et  y ,  et  lorsque  nous  supposerons  qu'elles  ren-* 
ferment  outre  ces  deux  variables  secondaires  ,  la  prin^ 
cipale  z  ,  nous  en  préviendrons. 

Nous  allons  successivement  considérer  cette  équa- 
tion (5a5)  avec  une  partie  seulement  de  ses  termes  ; 
et  ensuite  nous  la  considérerons  dans  toute  sa  géné- 
ralité ;  mais  nous  prévenons  d*avance^  que  pour  abréger 
nous  ne  donnerons  au  premier  terme  des  différentes 
équations  que  nous  traiterons ,  que  Tunité  pour  coef- 
ficienty  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  en  divisant  l'é- 
quation par  le  coefficient  du  premier  terme.  Cependant 
lorsqu'à  l'article  619  nous  intégrerons  l'équation  (523) 
prise  dans  le  cas  le  plus  général^  nous  ne  supprimerons 
aucun  coefficient. 

5o5.  Soit  donc ,  en  premier  lieu ,  proposé  d'intégrer 
Téquation  à  deux  termes 

d'yz 

■^=^ C5=«. 

laquelle  peut  être  mise  sous  la  forme  de  celle 

'dy£yz  =  Hdy  ; 

et  intégrant  cette  dernière  équation  en  y  considérant 
X  comme  constante,  on  aura 

{yz^fyHdy  +  çix) (a), 

en  représentant  par  ^  {x)  une  fonction  arbitraire  de  x 
qui  disparaît  par  la  différentiation  de  l'équation  pré- 
cédente par  rapport  à  la  seule  variable  y. 

dyz 

Substituant  à  f^z  sa  valeur  —  dans  l'équation  (a), 

et  multipliant  par  rfy  ,  on  a  l'équation 

JXfc  =  dyfyHdy  -f-  <p  {^x^dy  , 

qui  étant  encore  intégrée  par  rapport  à  la  seule  va- 

riablo 
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nabley ,  donne 

z=fydyfyHdy+y(prjc)  +  fXx) (5fl5); 

en  représentant  par  çi>(pc)  une  seconde  fonction  ar« 
bitraîre  de  x  qui  disparaît  par  une  première  différen- 
tiation  par  rapport  à  y  seuJe. 

So6.  Passons  à  l'équation 

^=» «■ 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme  d^ï*z:s.Hdy  ^  et 
intégrant  par  rapport  à  la  seule  variable  y ,  ce  qui 
oblige  d'ajouter  une  fonction  arbitraire  de  a:  i  l'inté- 
grale, on  aura 

i'z  =  fyRdy  +  ^(x)  ou  d*z = dxfyRdy  +  f  (x)ijr , 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  x 
eeule,  ce  qui  nécessite  l'addition  d'une  fonction  ar- 
bitraire de  ^  à  Tintégrale  ^  il  viendra  l'équatioa 

z-f'dxfyUdy  +  (^{x)'\'(^\y) (6517)  , 

dans  laquelle  I  â  cause  de  l'arbitraire  ^(j:),  nous  avons 

mis  cette  dernière  quantité  à  la  place  de  f^{x)dx. 

n  est  évident  que  l'intégrale  (5a7)de  l'équation  (Sâ6) 

d'yz 
Test  aussi  de  l'équation  ,    ,   ssH ,  puisque  d*ya=  d/*z 

(art.  494). 

607.  Considérons  maintenant  l'équation 
d^yz       -^  drz  ,.  -j. 

W'^   w ^^^' 

que  nous  mettrons  sous  la  forme 

^  =  D9z.    dou    -^^Ddy, 
•t  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  la 
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seule  variable  y ,  ce  qui  oblige  d'ajouter  à  l'intégrée 
une  fonction  arbitraire  de  x,  on  aura 

Wz  ==  pDdy  +  ç{x) , 
d*où  Ton  tire 

en  substituant  à  la  place  de  la  fonction  arbitraire 

e^v*)de  X  celle  ^(x).  Intégrant  cette  dernière  éqna* 
tion  par  rapport  à  la  seule  variable  j' ,  ce  qui  oblige 
d'ajouter  à  l'intégrale  une  seconde  fonction  arbitraire 
de  a;  ^  on  aura  pour  intégrale  de  Téquation  (5a8)  ^  celle 

z=  ^(x)/re/^^4r  +  ^Xx) (529). 

5o8.  Soit  encore  Téquatioâ 

dy*z  itfz  -- 

•3^=^-^ (53o). 

qu*on  peut  mettre  80US  la  forme  de  celle -TT — zznDdx  qui, 

étant  intégrée  par  rapport  à  la  seule  variable  x ,  donne 
/fya=/'Dda?  +  <PCy),  d'où  Ton  tire 

et  intégrant  actuellement  par  rapport  à  la  seule  va- 
riable ^i  il  vient  Téquation 

z=fydyef'^^^ç  (y)+f  (x) (53i), 

dans  laquelle  nous  avons  mis  ç(y)  à  la  place  de  e(^\ 
et  qui  est  Tintçgrale  delà  proposée  (53o). 

609.  Parcûi  les  équations  à  deux  termes  qu'on  peut 
déduire  de  l'équation  générale  (SaS) ,  il  y  en  a  encore 
trois  distinctes  que  nous  n'avons  pas  encore  intégrées,  et 
qui  offrent  beaucoup  plus  de  difficultés.  Ces  équations 
binômes  sont  celles  où  l'un  des  termes  renfermant  la 
différentielle  seconde  de  la  variable  principale  z  par 
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rapport  à  uii«  seule  des  deux  variables  secondaires  y 
et  a;  ^  le  second  terme  renferme  la  différentielle  pre- 
mière ou  seconde  de  z  par  rapport  i  Tautre  variable 
secondaire  x  o\x  y.  Nous  ne  nous  occuperons  d'abord 
que  de  deux  de  ces  équations  dans  le  cas  le  plus 
simple,  qui  est  celui  où  la  lettre  capitale  qui  est  dans 
le  second  terme  ^  est  une  quantité  constante  :  car  l'in- 
tégration de  ces  équations  lorsque  la  lettre  capitale 
représente  une  fonction  variable  ,  exige  qu*on  sache 
auparavant  intégrer  des  équations  aux  différentielles 
partielles  du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes. 

Soit  donc  en  premier  lieu  Téquation 

fva  =  a*f*'2i (53a), 

célèbre  parmi  les  Géomètres ,  parce  qu'elle  est  re- 
lative au  mouvement  des  cordes  vibrantes  et  de  gros- 
seur uniforme ,  et  qu'elle  sert  à  faire  connoître  la 
figure  que  doit  prendre  cette  corde  dans  ses  vibra- 
tions. 

On  a       d&z  =dyîyz  +  d^&z  =  P^sdy  +  î^zdx  , 
et  dï'z  —  dyî'z  +d*Pz  =  ï'yzdy+  f^zdr. 

Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations  la 
valeur  f^^z  donnée  par  l'équation  (53a) ,  ensuite  mul- 
tipliant la  seconde  équation  par  a;  enfin  combinant 
successivement  les  deux  équations  résultantes  par  voie 
d'addition  et  de  soustraction ,  on  aura  ' 

adf'z  -f.  d&z  =  (af^z  +  f'^z)  {ady  +  dx) 

=  (af*'z  +  f'yz)  d(^ay'\'x) (a) 

et        adt'z  —  dfVz=z=  (f*yz  —  oP'a)d(ay  —  x)...  (b): 

Or,  l'intégrale  du  premier  membre  de  la  première 
de  ces  équations  étant  af'z  -f-  f^z  ;  il  faut  nécessaire- 
ment que  le  second  membre  soit  une  fonction  difr 

a5. . 


i 
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fércntielle  exacte,  ce  qui  exige  que  aP'z  +  f*^z  soît 
égal  à  une  fonction  de  ay  -^-x  que  je  représente  par 
f'(ay  +  x)  ;  donc  l'intégrale  de  l'équation  (a)  est 

aî'z  4-  P'zziz^Cay +x) (c). 

De  même ,  Tintégrale  du  premier  membre  de  Téqua^ 
tion  (b)  étant  exactement  af*a  — •  P'a ,  il  faut  néces- 
sairement quef'^z — af**«  soit  égal  à  ?'i(ay— Jc)i 
donc  Tintégrale  de  Téquation  (b)  est 

al^z — P'a=:^,(ay  —  x) (d). 

Ajoutant  les  deux  équations  (c)  et  {d)  ,  divisant  la 
somme  par  22a  ,  et  à  cause  que  ç  et  ^1  sont  les  caracté* 
ristiques  de  fonctions  indéterminées^  mettant  respec- 
tivement les  expressions  ç(ay  4~^)  ®^  f  i(^  '^^)  ^  '* 

place  de  î(^L±fÙ.  et  Î^^S:=^ ,  on  aura 

f'a=:  <}>(ay  +  a;)  +  (p,(ay— x) (c). 

Actuellement ,  retranchant  de  Téquation  (c)  celle  (d)  , 
et  faisant  dans  le  second  membre  de  Téquation  ré- 
sultante les  mêmes  changemens  que  les  précédens  (ce 
qui  doit  être,  sans  quoi  ç(ay  +  x)  et  Çt(ay  —  x)  ne 
représenteraient  plus  les  mêmes  fonctions  dans  l'équa- 
tion (e)  et  dans  la  suivante)  ,  on  aura 

P'a=G(p  (ay+x)  —  a(p,(ay—x) (/)• 

Substituant  ces  valeurs  def'a  et  de  f'^s  dans  l'équation 
dz  =  {^zdx + &zdy ,  il  viendra 

dz=iç  (ay + x)  {ady+dx)'-^^  (ûy— x)  (ady—dx) , 

ou    dz=  (p  iay+x)d(ay+x)  —  ç^(ay—x)  dÇ^iy—x)  ; 

mais  d*  (ay +x)=  ç(ay+x)d(ay+x} 

et  d^^(ay—x)  =  (p^Çay  —  x)d(ay  —  x)  ^ 

donc         dz=:d^  (ay  +x)+  d^,  (ay  —  a?) , 
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et  intégrant  il  vient  Téquation 

z  =  9{ay  +  x)  +  *^(ay  —  x) (533)  , 

qui  est  la  yraie  intégrale  de  la  proposée  (532). 

5io.  Considérons  en  second  lieu  l'équation 

fra=:a*f'y« (534), 

on  ^dfyzz^Lf'yzdy+i^zdxet  d('z={*yzdy+f^zdx: 
Substituant  dans  la  première  de  ces  deux  équations 
la  valeur  de  P^s  donnée  par  Téquation  (534) ,  mul- 
tipliant la  seconde  par  a  ,  ensuite  combinant  succes- 
âyement  les  deux  équations  résultantes  par  yoie  d'ad- 
dition et  de  soustraction^  on  aura 

d£yz+ad{*z=£'yz[aia+i)dy+dx}+a{'''zdx (a) 

itt>2H-adPa==f'y<a(a— i)dj+djc]--flf*'ttir. . .  •  (6). 

Ajoutant  ces  deux  équations ,  et  divisant  la  somme 
par  â  ,  il  yient  l'équation 

d{yz  =  {'yzla^dy  +  dx]  =  f^yzd(a»jf  +  x) (c), 

dont  le  second  membre  ne  peut  être  comme  le  pre- 
mier une  fonction  différentielle  exacte  ,  qu'en  faisant 
î*yz=:p'(ay  +  x).  Substituant  cette  valeur  dans  l'é- 
quation (d)  et  intégrant,  il  vient 

fyz=3 (p,  (ay  +x) (d). 

On  voit  que  jusqu'à  présent  la  marche  du  calcul  est 
la  même  que  dans  l'article  précédent;  mais  ici  il  faut 
la  changer ,  car  la  soustraction  de  l'équation  (6)  de  celle 
(a) ,  ramènerait  à  la  valeur  de  d£'z  que  nous  avons 
trouvée  directement  en  diiférentiant  f'2  par  rapport 
aux  deux  variables x et jf.  Or,  j'observe  que  la  pro- 
posée (534)  étant  mise  sous  la  iorme  dyîyz=z  a*dyî^z , 
«t  intégrant  par  rapport  à  la  seule  variable  j^ ,  on  a 

fr2=a*f';5+*'(x),d'ou  l'on  tiref'z=  f'^  — ^'(^)  . 


a* 
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et  substituant  dans  cette  équation  la  valcnr  de  iH 
féquat.  (d)']  ,  il  vient 

a* 

Substituant  ces  valeurs  de  &z  (équat.  (c?)]  «t  de  f'z 
dans  réquation  dz  =z£yzdy  +  f'zdx  ,  on  a 

dz=^  ,(a^  +x)(a*dy +  rfx)  —  ^Xx)dx (c)  , 

en  mettant  respectivement  ^,(rt^  +  ^)  et  4>'(x)  à  h 
place  de  ces  mêmes  fonctions  arbitraires  diviséespar 
a*.  Or  ,  a*dy  +  c£jp  =  d(a^j'  +  x)  ;donc  intégrant Fé- 
quation  (e)  ,  il  viendra 

z  =  ^(û*jr+x)— 4>(x) (535), 

ce  qui  est  Tintégrale  de  Téquation  (534)- 

5ii.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  Tin* 
tégration  de  quelques  équations  auxdilFérentielles  par- 
tielles du  second  ordre  de  plus  de  deux  termes^  qui 
8*intègrent  aisément  par  des  méthodes  qui  leur  sont 
particulières.  Nous  nous  occuperons  en  premier  lieu 
de  l'équation 

f'yz^Dîyz+H (536), 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

dyfyzz=zD(yzdy+Hdy (a). 

Or,  si  prenant  a;  constante,  on  considère  f^setycommê 
deux  variables  respectivement  représentées  par  ^' et  jc 
dans  l'équation  (298)  ,  []art.  54a3  ,  celle  (299)  donnera 
pour  intégrale  de  Téquation  (a)  ^  la  suivante 

et  intégrant  cette  dernière  équation  par  rapport  à  la 
seule  variable  y  ,  on  aura  pour  intégrale  de  ia  pro- 


AUX  TROIS  PREMIÈRES  SECTIONS.  331 

posée  (536)  ,  réqnation 

x=pdyef''^ri/He-f''^^rdy+^(xy]+çXx)  (537) 
5ia.  Examinons  encore  Téquation  à  trois  termes 

{y'z^zEt'z  +H (538), 

^i  peut  être  mise  sons  la  forme 

dy{'z^E{'zdy+Hdy (a). 

Or,  si  nous  prenons  x  constante,  et  si  nous  considérons 
f^z  tty  comme  deux  variables  respectivement  repré- 
sentées par  ^  et  X  dans  Téquation  (298)  [art.  34^3  p 
nous  aurons  celle  (299)  qui  nous  donnera  pour  inté- 
grale de  (a),  r équation 

f*z=ef''^^r]j'Hé-f'^^'^rdy  +  i(ixy], 

qui  étant  multipliée  par  dx  et  intégrée  par  rapport  à 
la  seule  variable  x ,  en  faisant  attention  que  {^zdx=d'z, 
donne  Féquation 

qui  est  l'intégrale  de  la  proposée  (558). 

5i3.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  les  lettres 
capitales  qui  entrent  dans  les  équations  que  nous 
avons  intégrées,  que  comme  des  fonctions  des  deux 
seules  variables  a:  et^  :  mais  s'il  entrait  dans  les  va- 
leurs que  représentent  ces  lettres  capitales ,  la  troi- 
sième variables,  alors  les  intégrales  que  nous  avons 
données  ne  pouri  aient  pas  servir;  il  est  vrai  que  dans 
ce  cas-là ,  et  lorsqu'il  n'entre  dans  l'équation  proposée 
que  les  difierentieiles  partielles  de  z  par  rapport  à  une 
seule  des  deux  variables  ,  telles  sont  les  équations 
(5a4)>  (528)  et  (536),  on  peut  parvenir  à  trouver  les 
valeurs  de  z  par  l'intégration  d'équations  aux  différen- 
tielles ordinaires  du  second  ordre.  En  effet,   consi- 
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dérant;  par  exemple  y  x  comme  constante ,  on  anra 

d^yz        d^z       dfz       dz  •     /j  • 

^ —  2~    —  et  -î—  =  -ï- ,  ce  qm  redmra  respective- 

dy''        dy^       dy       dy'        ^  ^ 

ment  les  trois  équations  (5a4)f  (5â8)  et  (536)  à  celles 

difTérentielles  ordinaires  du  second  ordre. 

d^z  =  jffdy*,  d*z=  Ddzdy  et  d*z=  Ddydz  +  JEWy» , 

qu'on  cherchera  à  intégrer  par  les  méthodes  enseignées 

dans  la  troisième  section  ;  mais  ayant  toujours  Tatten- 

tion  d'ajouter  à  la  première  intégrale  et  à  Fintégrale 

finale  ^   une  fonction  arbitraire  de  la  variable  x  qui 

a  été  prise  comme  constante. 

Il  est  aisé  devoir,  i®  que  la  méthode  d'intégration 

que  nous  venons  d'indiquer,  pourrait  avoir  de  même 

lieu  ,    si  outre  les  trois  variables  x  ,y  ,  z,le$  valeurs 

que  représentent  les  lettres  capitales  ^  contenaient  en- 

dz 
core  la  quantité  -p.  a*.  Qu'on  pourrait  se  servir  de  la 

même  méthode  lors  même  que ,  comme  dans  les  ar- 
ticles 5o5^  5o7  et  5ii,  les  valeurs  représentées  par 
les  lettres  capitales  ne  sont  fonctions  que  de  x  et  de 
y  ;  mais  le  calcul  en  serait  bien  plus  long ,  puisqu'on 
aurait  à  intégrer  des  fonctions  différentielles  du  second 
ordre  ,  au  lieu  que  par  les  méthodes  enseignées  dans 
lesarticles  que  nous  venons  de  citer,  il  n'y  a  à  effectuer 
que  des  intégrations  de  fonctions  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 

5i4.  L'équation  (538)  ne  pourrait,  comme  celle 

(556)  ,  s'intégrer  par  la  méthode  des  intégrations  des 

équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre  ; 

^i  E  et  H  étaient  des  fonctions  des  trois  variables  x^ 

y  et  z:  mais  cherchons  du  moins  à  intégrer  l'équation 

fy^z  =Ei'z+  Hz (54o)  . 
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"dans  laquelle  E  et  H  ne  sont  fonctions  que  de  x  et^. 
Soit  fait 

z:=n»Z (a); 

en  représentant  par  «  une  fonctioq  quelconque. et  ioh- 
déterminée  de  a:  et  j^ ,  et  par  Z  une  fonction  inconnue 
des  deux  mêmes  variables. 

DiiTérentiant  Téquation  (a) ,  il  yient  dz=itdZ+Zd<ii, 
Afais  Z  et  m  étant  fonctions  de  x  et  de  y ,  on  a 
dZ={^Zdx  +fyZdy ,  etdêt=  {'»dx+  ly^dy  ;  donc 

fz=:  «PZ  +  ZPtf (i) 

et  {Vz=fi)fyz+  Z&A».  De  cette  dernière  équation  , 
comme  de  celle  Çh)  on  tire 

fy'z  =  fy«f'Z  4-  fi)  fy'Z  +  P'ZPfi»  4-  Zîf'eif. 

1/lettant  cette  valeur  de  iy'z ,  ainsi  que  celle  de  Pz 
et  de  £[]équat.  (b)  et  (a)3  dans  la  proposée  (54o)  » 
il  vient 

4M  [f/'Z — iEPZ — HZr\  +  [£>"•—  JBP»3Z 

+  f>'«f*Z  +f>Zf'â)  =  G (c). 

Mais  d'après  Téquation  (5^0) ,  il  est  clair  que  le  tri- 
nome  facteur  de  a  est=o.  Ainsi  l'équation  (c)  se  ré- 
duit à  celle 

(fy*^—  Ei^ù>)Z+{yî'Z+  {ycùZî'ûf  =  o (d): 

or ,  puisque  fi>  est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée de  X  et^.  Nous  pouvons  faire  {y^cs^^Ei'ca  =  o, 

d'où        û)=/'da:e/^^^^fi»(x)+(p'(jr)....(c)[éq.  (53i) 

art.  5o8]]  ;  donc  la  fonction  représentée  par  ai  ^tant 
actuellement  déterminée^  en  donnant  telle  valeur  qu'on 
voudra  aux  fonctions  arbitraires  ç{x)  et  ^Xy)  ,  on 
aura  i^tt  et  f'cù  qui  seront  aussi  des  fonctions  détermi- 
nées de  X  et  dey  que  je  représente  respectivement 
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par  êfj  et  <»« ,  ainsi  l'équation  (J)  se  réduira  i  celle 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

«,f'Z+ft'.fyZ=o (/), 

par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
Z  en  fonctions  de  x  et  y  (art.  497)*  Mais  cette  valeur 
de  Z  ainsi  que  celle  de  es  [|équat.  (e)3  >  étant  indépen- 
dante de  H  y  il  s'ensuit  que  si  nous  substituions  ces 
deux  valeurs  dans  l'équation  (a)^  nous  aurions  aussi 
pour  z  une  valeur  qui  serait  indépendante  de  H  et  qui, 
conséquemment  ^  ne  satisferait  pas  à  la  proposée; 
nous  substituerons  donc  seulement  la  valeur  de  Z  dé- 
duite de  l'équation  (/)  dans  le  dernier  terme  de  celle 
f^^'Z— £f'Z— ^Z  =0  ,  ce  qui  nous  donnera  une 
équation  de  la  forme 

dans  laquelle  ff  n'est  plus  qu'une  fonction  de  x  et 
à.ey  y  ainsi  on  pourra  intégrer  cette  équation  (g)  par 
la  méthode  enseignée  à  l'article  Sia,  ce  qui  donnera 
la  vraie  valeur  de  Z ,  qui  substituée  ainsi  que  celle 
de  »  (*)  dans  l'équation  (a) ,  donnera  la  vraie  inté- 
grale de  la  proposée  (54q). 

5i5.  L'intégration  dont  nous  venons  de  nous  oc- 
cuper^ va  nous  servir  à  trouver  l'intégrale  de  l'équation 

iy^z  +  Dirz  +E{'z=o (54i), 

dans  laquelle  Z>  et  £  ne  sont  que  des  fonctions  de  x 
et  y. 
En  elTet ,  soit  fait 

a  =  e»Z (û), . 

(*)  Cette  valeur  de  •  reste  tonjonrs  indcpendante  de  H  ;  mais 
cela  n'inflne  en  rien  sur  la  vraie  valeur  de  z ,  puisqu'elle  n^a 
été  introduite  dans  le  calcul  que  comme  une  fonction  qoelconqnt 
de  X  et  jr. 
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en  représentant  par  «  une  fonction  quelconque  et  in^ 
déterminée  de  a;  et  ^  >  et  par  Z  une  fonction  in- 
connue des  mêmes  variables.  DifTérentiant  l'équation 

(a) ,  il  vient  dz  =e*  {ZdtÊ  -f-  dZ]  ;  mais  «  étant  fonc- 
tion des  deux  variables  x  ety,  on  a  di>  =  f'^ix-l-P'û  dy, 
et  par  la  même  raison  on  a  dZ=z£'Zdx  -f-  fyZdy , 

donc  dz  on  f'zdx  +{yzdy  =e*  [  Zf*«  +  f *Z  ]  Ac 

+  e''[Z£yêÊ '^  &Z2dy ,  d*où  l'on  tire  les  deux  équa* 
tions 

f*z=e«[Zf*ir+f*2ri..(i)  etP'2=e«[Zf>'#+f>Z]..(c). 

DifTérentiant  l'équation  (b)  par  rapport  a  j'^  ou  celle  (c) 
par  rapport  à  x  ,  on  a 

fy'z  =  e-[:Zfy*»f^ûi+frrf'Z+f>'Zf'aH.Zf>**+f^'Z]: 

substituant  cette  valeur  ,  sdnsi  que  celles  de  f'z  etf^z 
[équat.  (i)  et  (c)]  dans  la  proposée  (540,  «^  divisant 
par  A>^  on  a  l'équation 

£y'Z+(&a+E)f'Z+iîy»£'a+{y'ô,+Dîyc^E{*tf\z 

+({''^D)£yZ  =  o (d). 

Or,  puisque  cù  est  une  fonction  quelconque  et  indé- 
terminée de  j^  et  X ,  on  peut  faire  f*tf  +  J9=:o,  d'où 

«  =  —f'Ddx  +ç(y) (e) , 

ce  qui  réduit  l'équation  (d)  à  celle 

îy'Z+[E-£yf'Ddx+(p(y)JI['Z'-l&D+ED]Z==x)..(f). 

Or,  cette  dernière  équation  étant  exactement  de  la  même 
forme  que  celle  (54o)  ,  on  en  déduira  la  valeur  de  Z 
en  fonctions  de  x  et  y  ;  ainsi  substituant  cette  valeur 
ainsi  que  celle  de  a>  [^équat.  (e)3  dans  l'équation  (a)  , 
on  aura  l'intégrale  de  la  proposée  (54i)* 

Toutes  ces  différentes  intégrations  nous  servent  d'é- 
chelons pour  nous  élever  à  l'intégration  de  l'équation 
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A  deux  termes  de  la  forme  de  celle  (SSs)  ,  avec  cette 
différence  que  le  coefEcient  de  f"2  y  était  considéré 
comme  constant ,. et  que  nous  le  considérerons  comme 
Tariable.  Mais  avant  d*en  venir  à  cette  intégration  , 
nous  allons  y  d'après  Euler  9  résoudre  le  problème  aui* 
.vaut. 

5i6.  Etant  donné  la  diO^érentielle  du  second  ordre 
«{"s  d'une  fonction  z  de  deux  variables  t  et  u  par  rap- 
port à  ces  variables  5  trouver  la  valeur  de  la  même 
différentielle  d^z  par  rapport  à  deux  nouvelles  variables 
X  et  y  qui  ont  avec  celles  t  et  u  des  relations  semblables 
à  celles  qui  existent  entre  ces  deux  dernières  variables 
et  celle  z, 

La  relation  de  z  avec  têtu,  donne 

dz  =  i*zdt  +  f^zda (a). 

De  même  ,  les  relations  de  t  avec  x  et  y  y  et  de  u  avec 
les  deux  mêmes  variables  x  et  y,  donnent  les  deux 
équations. 

(6)...A=  {^tdx-^iytdy ,    du  zzzf^'udx  -f-  f^ucîy....(c). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  il  vient 

dz  =  PzPtdx+Pz&tdy+i''z{''udx+i''z{yudy. . .  •  (d). 

Cette  équation  résoudrait*la  question  proposée ,  si  elle 
ne  s'étendait  que  jusqu'au  premier  ordre  de  différent 
tielle.  Mais  pour  étendre  la  solution  jusqu'au  second 
ordre  ,  nous  observons  que  de  T  équation  (  c2  )  >  on 
tire  les  deux  suivantes 

d^z  dy^ 

Çe)...^=MH+î^zi^u  et  ^=fzfJ'^+f''af>a..(/). 

Diff^érentiant  l'équation  (e)  par  rapport  à  x ,  celle  (J) 
par  rapport  à  y  ,  ensuite  différentiant  1  équation  (e) 
par  rapport  à  j^ ,  ou  celle  (/  )  par  rapport  à  a? ,  on  a 
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l«a  trois   équations 

^^  =  f^'zS't  +  {*z£^t  +  f '«zf 'a  +  f«aP'tt (y) 

^4-  =  ï^aP'^  4-  PaP^^  +  P^'aP'i*  +  f'aP^tt (A) 

^j  =s=  £y«zp/  +  Pzfy*/  +  f>"zPit+  Pzf»yu (0-' 

Biais  fz  et  f"2  étant  aussi  des  fonctions  de  t  et  de 
tt,  les  équations  (e)  et  (J)  prises  relativement  i  f'2  et 
f^2  donneront  celles 

-^,  ou  f^'zrziP'rf'^+f^af*» 
-j-^ ,  on  &'a  =  f««fy^  +  f-»£>tt 
-^,  ou  f'««=Prf't+f''af*M 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  {g) ,  Qî)  et 
(i)  y  on  a  celles 

+  f-2if'a (543) 

^  ouf yz=  f ';5(&0"+2paf>'ufyi4.Pzpr/+p-z  (£>!*)• 

+  f'zPru....(543) 

-^^  ou  P'**  =  i^'zîy't  +Paf't  +  f  zP'i  +  f"zPif»tf 
oyor 

+  P"aP"i^  +  f "zP'a (544) 

Or  ,  la  valeur  de  d'z  par  rapport  à  x  et  j^  ne  se  com- 
pose que  des  trois  parties  f*'sîi* ,  i^^zdy^  et  l^'jdydx , 
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^nc  on  aura  par  le  moyen  des  trois  équations  pré- 
cédentes, toutes  les  parties  qui  entrent  dans  la  dif- 
férentielle seconde  de  2; par  rapport  aux  deux  nouvelles 
variables  a;  et  j^ ,  ce  qui  est  la  solution  de  la  question 
que  nous  nous  étions  proposé  de  résoudre. 

517.  Passons  maintenant  à  l'intégration  de  lequa* 

tion 

K^z—fyz=o (545), 

dans  laquelle  K^  représente  une  fonction  déterminée 
de  X  ety. 

Faisons 

{u=ity+px    et    t  =  Çy  +  qx} (a), 

en  représentant  par  et  etC  des  fonctions  indéterminées 
de  a:  et  y,  et  par  p  et  q  des  constantes  arbitraires. 
Prenons  successivement  les  différentielles  partielles  de 
Il  et  de  t  par  rapporta  x  et^  ,  ce  qui  nous  donnera 

f*a  z^yî'A  +p ,     pu  =szy{yjL  +  <t  , 
f't    =yï'C  +q,    {yt  :=zy{yC  +  C, 
î^u  =yi^A  >  t'yu—yï!'yA  4-  aP'a , 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  5^2  )  et 
(543),  ensuite  mettant  les  valeurs  de  P*a  et  f'^z  que 
nous  déduirons  dans  la  proposé^  (54^)  1  i^ous  aurons 
l'équation 

i''z[K\yl<  +  qy—  {yiyQ  +  OT  +  {'z[Kyf!^C 

—  Çyf-r^  +  af^O]  +  2^'i[Â^(yf-*  +p)Cyf  ^  +9) 

—  {yïfct  +  a){yiyC  +  0]  +  f"^^^* 
_  {yî^ytt+  2&tf)]  +  P-zC^^Cyf*  +py 
_  (yfy^4.a)^]=o (b). 

Mais  (t  et  C  étant  des  fonctions  indéterminées   de  x 
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et  jr  ^  nous  pouvons  faire  les  facteurs  de  t^z  et  de 
f^z  égaux  à  zéro  ,  ce  qui  donne  les  deux  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

xyfe^y&e=C-qK (c), 

Ayf^rt — y&ôt=A'^pK (d)  , 

qui  réduisent  l'équation  (&)  à  celle 

[A*(y£^«  +  pXyfC  +  q)-(y&ct+  *)C^C  +  C)]P-^ 

+ î  L^yf"'^  —(yf"yi+  af^O]  f** + ;  [A^f^A 

—  (^^*+a&*)]fVa  =o (c). 

Intégrant  les  deux  équations  (c)  et  (rQ  [art.  497J  >  nous 
aurons 

{*  =  F(a:,j)     et    e=F,{x  ,y)] (/). 

Substituant  ces   valeurs  dans  les  équations  (  a  )  »   il 
-viendra  celles 

{u=yF(x,y)+px  et  t=yF,(x,y)+qx]...(s), 

d'où  l'on  tirera 

{x=:F,(tf,  0     et    jr  =  F3(u,0} (A). 

Substituant  ces  valeurs  de  a;  et  ^  dans  celle  de  A  et 
dans  les  équations  (/)  >  nous  aurons 

Enfin  substituant  ces  valeurs  àex^y,  k^  a  et  6  en 
u  et  <  dans  l'équation  (e)  ,  elle  deviendra  de  la  forma 

f «'a  —  FyCu ,  t)Pz  +  FaCa,  0f«;5  =  o (/) 

et  pourra  par  conséquent  s'intégrer  d'après  la  méthode 
enseignée  à  l'article  5i5;  nous  aurons  donc  la  valeur 
de  z  en  fonctions  det  et  de  u  ^  et  par  conséquent  en 
fonctions  de  a:  et  3^  d'après  les  équations  (g-).  Ainsi 
nous  aurons  l'intégrale  demandée  de  l'équation  pro^ 
posée  (545). 
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5 18.  Nous  n*avons  considéré  dans  l'article  précédent 
la  quantité  h  que  comme  fonction  des  deux  seules 
variables  x  ety  :  mais  si  elle  était  en  outre  fonction 
de  f*»  et  f/z  ,  c'est-à-dire ,  si  on  avait 

?,=  F(x,y,{-z,fyz) (û), 

il  faudrait  opérer  de  la  manière  suivante. 

Prenant  successivement  les  différentielles  partielles 
de  l'équation  (a)  par  rapport  k  x  ety ,  on  a 

Px=  F\x ,y,î^z,  i'rz) et f^A  =F\x,y , f'Xz, f^r«)  : 

éliminant  entre  ces  deux  équations  f'^s ,  il  vient 

F\i'K,  C'A  ,  x,y,  f^z,  î'yz)  =0. . .  .(6). 

Si  Ton  peut  ramener  cette  équation  i  la  forme 

^=F-(x,jr,pA,&A) (c); 

alors  éliminant  7;^  entre  cette  dernière  équation  et 

celle  (545) ,  on  n'aura  plus  que  l'équation  aux  dif- 
férentielles du  premier  ordre 

A-  =  F'Xx,^,f-A,fVA), 

par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  la  valeur  de 
^  en  fonction  des  seules  variables  x ,  y,  et  l'intégra- 
tion de  l'équation  (545)  rentre  dans  le  cas  que  nous 
avons  traité  précédemment  (art.  517).  Mais  si  l'équa- 
tion (b)  ne  peut  être  ramenée  à  la  forme  (c)  ,  alors 
éliminant  £^z  entre  les  équations  (fr)  et  (545)^  il 
viendra 

f^rz=FXf%f%arjy,AO;  d'où  dr{yzz=dy(&?,,fK,x^,K^), 

et  intégrant  en  considérant  a: ,  &A  ,  f*A  et  A.*  comme 
des  constantes ,  on  aura 

frz  =  F^>(frA,  f'A,  x,y,  a')  +f(fr^,  f'A,x, A*)....(d). 

Actuellement 
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Actuellement  éliminant  i^^z  entre  les  équations  (545) 
et  (i),  il  viendra f»*a=F^"^i^,f*A,  x\y,  A«),dou 
^'Pz  =  rfxF^"(&A,  f^X  >  » ,  J^  ,  A*)  ,.et  intégrant  par 
rapport  àx  seule,  en  prenant P'a  ,  f'A  ,y  et  A'* cons- 
tantes^ on  aura 

f'z  =F^"'(f>A ,  f^A  ,  oî ,  jf ,  A»)+(p'(fVA ,  f'A  ,^,  A^)(e). 

Substituant  ces  valeurs  de  Pz  et  £^z  [jéquat.  (d)  et 
(e)]  dans  l'équatien  (a),  le  résultat  sera  une  équa- 
tion aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
«ntre  x  ^  x  et  y,  d*où  Ton  déduira  la  valeur  de  a  en 
fonctions  de  x  et  y ,  et  la  substituant  dans  Téquafion 
(545) ,  on  rentrera  dans  le  cas  d'intégration  que  nous 
avons  traité  à  l'article  517. 

619.  Occupons-^nous  enfin  de  Tintégration  de  l'é- 
quation (5a3)  prise  dans  toute  sa  généralité ,  et  les 
lettres  capitales  représentant  des  fonctions  quelconques 
de  z ,  ^^y,  ^^  et  i^z  :  mais  pour  simplifier  le  calcul , 
nous  ferons 

P  =  H-^D&z  —  Eï'z (a). 

Ainsi  Téquation  que  nous  traiterons  dans  cet  article  , 
sera  de  la  forme 

Aï*yz+Bi^*z  +  Ciy'^z  =  P (b). 

Différentiant  successivement  les  quantités  f^z  et  f'z , 

on  a       diyz  =  dy£yz  +  d'(yz  =  ^  -h  ^^^"^ 


dy  dy 

d^^z         d*yz 
et  di^xz=z  —-= f- --^ — ,     d'où  Ton  tire 

-.  ^  dîyzdy  —  d'H       ^     r,^  di^zdx  —  d^rz 

4y*  dx* 

substituant   ces  valeurs  dans  Téquation  (6),  et  mul- 
a.  26 


\ 
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tipliant  le  résultat  par  dydx ,  on  a 
Adl'tdx + Bd^tdy — Pdydx  =  i''lAdx*  -i-Bdy* 

•^Cdxdy-} (c). 

Soit  fait 
dî''!i  —  'rd{'L....(d)    et    dj'  =  »ir....Ce), 

en  repréaeatant  par  s-  et  »  deux  fonctions  indéter- 
minées de  j:  ,  y,  z ,  f's  et  f's  ;  mais  avec  cetle  dif- 
férence, que  la  dernière  de  ces  foactiona  peut  être 
prise  arbi(rair(?itisnt  àixas  toutei  les  circonstance!  du 
calcul ,  et  que  la  première  r  ne  doit  jamais  changer: 
en  effet,  si  l'on  a  une  équation    E:x=F(aj,^)  dani 

laquelle  les  variables  r  et  ^  sont  indépendantes  l'una 
de  l'autre,  et  F  indique  une  fouction  déterminée, 
il  est  clair  que  quelles  que  soient  tes  relatioiii  arbi- 
traires qu'on  voudra  successivement  supposer  entre  lei 
deux  variables  j:  et ^y,  la  quantité  F(x,  y)  no  chan- 
gera pas  :  or ,  4  chaque  changemeat  de  relation  m^ 
posée  entre  x  et  y ,  la  valeur  oi  qui  exprime  le  rap- 
port des  dilFérentielles  de  ces  variables  £  équa t.  (e)] 
changera,  au  lieu  que  F(r  ,  y  )  reïtaat  toujours  U 
même  dans  ces  differens  changemens  arbitraires,  la 
relation  •TT  des  quantités  (/fJ^F  (j,  _y)  et  df'F^i.y) 
l^équat.  (ii)2,  n'éprouvera  de  même  aucun  thanje- 
metit  (*).  Cela  posé,  substituant  les  valeurs  hypotht- 
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tiques  dé  d&z  et  de  dy  [éqaat.  (d)  et  (e)]  dans  Té- 
quadon  (c)  ^  on  aura  celle 

Or ,  é  étant  une  fonction  arbitraire  des  quantités  ya- 
riables  x,y  ^z^t'z  etf^z,  on  peut  faire    . 

te  qui  réduira  l'équation  (/)  à  celle 

ZA'jr+Bify{'z=Pi,dx (»). 

De  l'équation  (g) ,  on  tire 

•=F,(x,  y,z,  f'z,  P'z) (0. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (e) ,  il  yient 
celle 

^  =  r,(x,  jr,  z,{'z,  P'2).w..,(ft): 
miaiaoïi  a  généralement 

donc  combinant  les  deux  équations  (k)  et  (0  ,  en  y 
considérant  f's  et f^z  comme  deux  inconnues ,  on  aura 

£>'z=F,(x,j.,*,^.^) (m). 

et      f'z=F,(x.j,.*,|.  ^) in). 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (z)  ,  faisant  at- 


deê  xy,  alors  on  établira  pour  cliacune  de  ces  lignes  planes  une 
nouvelle  relation  entre  les  coordonnées  horizontales  x  et  jr  qui , 
ëvidemnient ,  ne  change  en  rien  Fexpression  analytique  ¥(xjjr} 
de  la  coordonnée  verticale  x. 

226.. 
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tention  qu«  -f^  étant  égal  ke»  ^lesecoad  membre  sera 

alTecté  de  00 ,  et  résolvant  l'équation  résultante  par 
rapport  à  à> ,  on  aura 

Différentiant  l'équation  (m)  par  rapport  à  y ,  divisant 
par    c?y  ,   et  faisant   attention   que    cr-^-  ^  -^-7 — - 

Par  un  raisonnement  semblable  on  trouvera  qihe 

«t  différentiant  Téquation  (m)  par  rapport  à  or,  ensuite 
divisant  par  dr  ,  ou  différentiant  celle  («)  par  rap- 
port à  j^  et  divisant  par  dy  ,  on  aura 

"Mais  Féquation  (i)  étant  successivement  différentiel 
par  rapport  à  a;  et  ^  ,  en  divisant  à  la  première  dif- 
férentiation  par  dx  et  à  la  seconde  par  dy  ,  donne 


J . . .  .  (^) . 


Substituant  ces  valeurs  de  i^a  ,  ï^m  ainsi  que  celle 
de  «  [équat.  (i)]  dans  les  équations  {p) ,  (^)  et  (r)  , 
on  aura  celles 


=  F,s(x.y,z,ïyz,f-z)\ (0, 

=  F,e{x,y,z,iyz,{'z)) 
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Coosidéraiit  daD6  ces  trois  équations ,  f**a ,  f*^a  et  f*J'z 
comme  trois  incoûques  dont  on  veut  aToir  les  valeurs  ^ 
on  trouvera  par  les  méthodes  ordinaires  de  1* Algèbre  , 
les  trois  équations 

£^yz=F,^x,y,z,{yz,{'z) 

f^'z 

î^yz  ^=i^\^{x,y 

Substituant  ces  trois  valeurs  dans  Téquation  (bi) ,  ou 
si  ]*on  veut  dans  l'équation  générale  (5d3) ,  et  ensuite 
mettant  dans  Téquation  résultante  les  valeurs  de  ï^z  et 
de  f*z[équat.  (m)  et  (ra)] ,  on  aura  une  équation  dif- 
férentielle ordinaire  du  premier  ordre  entre  les  trois 
variables  z,x  ety  qui  sera  immédiatement  intégrable  , 
ou  intégrable  par  la  multiplication  d'un  facteur,  si 
l'équation  (3ag),  ou  celle  (33o)|^art.  369]  est  satisfaite, 
et  en  supposait  que  cela  soit ,  on  aura  par  Vintégra- 
tion^  l'équation 

z=rzF\x^  y) (u)  , 

dans  laquelle  F'(^,  y)  n'est  pas  la  vraie  valeur  cherché* 
de  z  que  doit  donner  1  équation  générale  (5â3) ,  puis- 
que la  taleur  que  nous  venons  de  trouver  à  z  [éq. 
(u)],  dépend  absolument  de  la  relation  arbitraire  m 
qu'on  a  supposée  entre  les  différentielles  des  deux 
variables  indépendantes  l'une  de  l'autre  or  et  ^,  et 
change  avec  cette  relation  dont  elle  dépend.  Mais  à 
cause ,  comme  nous  l'avons  démontré  ci-dessus  ,  que 
la  fonction  tt  reste  toujours  la  même  indépendamment 
des  valeurs  analytiques  qu'on  peut  donner  arbitraire- 
ment à  0)  ,  et  par  conséquent  aussi  indépendamment 
de  F\x  ,  y)  qui  dépend  de  e»,  il  s'ensuit  qu'on  pourra 
se  servir  de  cette  dernière  fonction  de  jc  et  ^  pour 
trouver  tt,  ce  qu'on  obtiendra  de  la  îr.anière  suivante. 
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Par  le  moy^n  de  Téquation  (u)  ,  on  anra ,  par  nnà 
euite  de  différentiations  partielles ,  les  équations 

{f'z  =  F\x,  y),  frz^r'Qc.y)  ,  î'yz^F^x.y) 

et  F»*a=  TXx,y)} (i/). 

Substituant  les  valeurs  de  f*z  et  f^z  dans  les  valeurs^ 
de  jé,  B,  P  et  4»  [équat.  (u)  et  (i)3 1  Téquation  (A)  se 
changera  en  celle 

mais  éif*z  =  d^f'z+d'f'2i  =  f>'*ze^  +  P*2^;  donc 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (x))  et  divisant 
par  dx  f  on  aura 

en&n  mettant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur 
de  a  ainsi  que  celles  de  &^z  et  P'z  données  par  les 
deu3(  dernières  équations  en  (y),  on  aura  une  équa- 
tion entre  les  trois  quantités  tt,  x  ,  y  ,  d'où  Ton  tirera 

Mais  intégrant  Téquation  (d)  en  prenant  w  constante , 
on  aura  {^z  =  ^  f^z  +  ^(^),  et  substituant  la  valeur 
de  TT  donnée  par  i'éqnation  (y) ,  il  viendra  Téquatiou 
^ux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

F>^(a7jO  f'z  _  fy:5  =  —  <p[F»»(x,  ^)J (z> , 

jqui  étant  intégrée  par  la  méthode  enseignée  à  Varticle 
497 ,  donnera  l'intégrale  demandée  de  l'équation  gé- 
péralc  (523). 
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CHAPITRE  VI. 

Quelques  notions  sur  les  intégrations  des  équa^ 
tions'  différentielles  partielles  des  oidres 
supérieurs  au  second  ^  et  sur  les  solutions 
particulières  des  équations  aux  différentielles 
partielles  de  tous  les  ordres. 

5î20.  jLàjl  premier  soin  qu'on  doit  ayoir  lorsqu^on 
veut  intégrer  des  équations  aux  diiFérentielles  par- 
tielles des  ordres  supérieurs ,  est  de  chercher  à  les 
rabaisser  au  plus  petit  ordre  possible;  ce  qui  quel- 
quefois n'offre  aucune  difficulté;  telle  est  par  exemple 
réquation  de  l'ordre  m  +  n 

qui  se  réduit  à  une  équation  du  m'^^  ordre  ,  en  faisant 

î'''zz=zu (6), 

puisque  généralement  fC«*X/'/)j5=rf/'yf«a?j5  ^  et  que  d'après 
l'équation  (6)  ,  on  aura  fC"*Xpy)a:=;f/'rtt;  ainsi  l'équa^ 
tion  (a)  se  réduira  à  celle 

l^ipc.y,  u,  Pu,  f>'u...f'«yu)=o. (c): 

Ayant  intégré  cette  dernière  équation ,  et  supposant 
que  son  intégrale  est  u  =  F'(a; ,  y) ,  l'équation  (6) 
donnera  f"*z=:F'(a: ,  j')  ,  ou  rf'fC'-0*a=:=:djcF'(j7,y)  , 
d'où  P^'^-'^z—f^dxFXx,  y)  +  <P(y)  ou  d.rfC«-0^z 
z=dxf-^dxF\x,   y) -^  ç{y)dx ,   et   par   conséquent 

fCn-Ox^j  =  pdxf'dxrix ,  y)  +  <P(y)c  +  <p'  (y). 


4o8  SUPPLÉMENT 

On  trouvera  pareillement 

fCi,-3>^ —fxcLc  f'dx  f'dxrÇx ,  y)  +  ?^  X* 

^(p'(y)x  +  (f>\y). 

Continuant  de  même  jusqu*à  ce  qu'on  ait  au  premier 
membre  la  seule  variable  z,  et  de  plus  se  rappelant 
de  la  formule  (4o5)fart.  4^9] ,  on  aura 

ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée  (a). 

521.  Toutes  les  équations  aux  différentielles  par- 
tielles d'un  ordre  quelconque  à  trois  variables  ,  dans 
lesquelles  il  n'entre  que  les  différentielles  partielles  de 
la  variable  principale  par  rapport  à  une  seule  des 
variables  secondaires»  pourront  s'intégrer  par  les  équa- 
tions aux  différentielles  ordinaires  du  même  ordre  que 
les  proposées.  Telle  est ,  par  exemple ,  l'équation 

F(r ,  y  y  z  ,£^z  y  P^z  ,  P*z.  •.  .£"^2) (a)  qui ,  en  y 

considérant   y   comme  constante,   prendra  la  forme 

suivante 

^/  dz       d^z      d?z  d^zK  ,,. 

\'''y>'-'di'  dT^'  dp--'dp) (*>• 

Mais  an  lieu  d'ajouter  à  chaque  intégrale  dans  les 
intégrations  successives,  une  simple  constante  arbi- 
traire ,  on  ajoutera  une  fonction  arbitraire  àe  y ,  ce 
qui  donneradans  l'intégrale  finale,  une  série  de  ternies 
semblables  à  celle  qui  se  trouve  dans  réquation(cQde l'ar- 
ticle 620,  et  dont  les  termes  sont  affectés  de  fonctiont 
arbitraires  àey, 

522.  Si  dans  une  équation  primitive 

zr=F(x,  j,  a,  b) (a); 

les  deux  constantes  a  et  b  sont  combinées  avec  les 
deux  variables  x  et  y  par  voie  de  multiplication  ou 
de  division ,  indépendamment  de  ce  qu'elles  peuvent 
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encore  Têtre  par  simple  voie  d'addition  ou  de  sous- 
traction ,  je  dis  qu'on  pourra  toujours  par  le  moyen 
de  la  proposée  (a)  et  de  sa  diiFérentielle 

dz  =  Pdx  +  Qdy (i), 

éliminer  les  deux  constantes  a  etb^  et  que  le  résultat 
de  l'élimination  sera  une  équation  aux  différentielles 
partielles  du  premier  ordre.  En  effet,  a  été  étant  com- 
binées avec  les  deux  variables  x  %t  y  par  voie  de  mul- 
tiplication ou  de  division ,  il  est  clair  que  ni  P  ni  Q 
ne  seront  absolument  dépourvues  de  ces  constantes  a 
et  A  ;  mais  on  a 

(c) P  =  f^zi     et     Q  =  î^z (d); 

dune  tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  a  et 
h  y  il  viendra 

{é).,a=Y,{x,y,{'z,  Pz)  et  é  =  F(x,jf,f^z,  f>z)...(/). 

EnBâ^ubstituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée 
(a)  ,  on  aura  celle  aux  différentielles  partielles  du  pre- 
mier ordre 

z=F3{x , y ,  {'z ,  fa) (g), 

qui ,  évidemment ,  a  pour  intégrale  l'-équation  (a) ,  puis- 
qu'étant  ce  que  devient  cette  dernière  équation  lors- 
qu'on a  éliminé  a  et  b  entre  les  trois  équations  (a) 
(c)  et  (d),  elle  doit  reproduire  la  proposée  lorsqu'on 
y  substitue  à  la  place  de  f'z  et  t^z  leurs  valeurs 
respectives  P  et  Q.  Par  exemple,  soit  l'équation 

z=ia^xy  —  by^ (A), 

dont  la  différentielle  est  dz  :=r  aydx+  {ci^x  —  ^by)dy  ; 
doncP=  a^y  et  Q  '=.o^x —  ohy  :  substituant  ces  va- 
leurs dans  les  équations  (c)  et(d),  il  vient  celles 

c?y=.  iH  et  a^x — 12 iy  ==  ï^z ,  d'où  on  tire  a'=  — ^  et 
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b  = '-^ — .  Mettant  ces  valeurs  de  a*  et  b  dan» 

la  proposée  (A),  on  aTéquation  aux  difFérentielles par- 
tielles 

z  =  \xî-z  +  {yiyz (0, 

qui  a  pour  intégrale  l'équation   (h).    Si  Ton  intègre 
^rectement  Téquation  (/)  par  la  méthode   enseignée 

à  Tarticle  497  »  on  a  celle  zr=a:*ç  f-^-j  qui  reproduit 

la  proposée  lorsqu'on  fait  ^("ï  j  =:-2-f  a" — 6  —  J. 

523.  Observons  actuellement  que  si  en  supposant 
a  et  6  variables  dans  la  difFérentiation  de  l'équation 

z  =  F^x,y,   a,   b} (a), 

cette  hypothèse  ne  change  en  rien  Téquation 

dz=zPdx+  qdy (i)  , 

l'élimination  de  a  et  de  b  qui  conduit  à  l'équation  aux 
différentielles  partielles 

z  ==F3(x,  y  ,i^z,  &z) (g)  , 

se  fera  de  même  que  dans  l'article  précédent,  et  cette 
équation  (g*)  ne  sera  pas  altérée.  Or,  en  différentiant 
l'équation  (a)  par  rapport  àj;,j^>aet^,ona  celle 

dz  =  ï^zdx  +  ï^zdy  +  {"zda  +  Pzdb  , 

on  dz  =  Pdx  +  Qdy  +  {^zda  +  Pzdb  , 

qui  devient  identique  avec  l'équation  (b)  ,  si  l'on  a 
f^zda  +  Pzdb=o (//)  ; 

et  à  cause  qu'on  satisfait  à  cette  dernière  équation 
en  faisant  simultanément 

(0 ï'*z-=o    et    Pz=o (ft), 

il  s'ensuit  x|ue  les  valeurs  de  a  et  ^  en  fonctions  de 
X  et  y  déduites  de  ces  deux  dernières  équations,  étant 
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substituées  dans  la  proposée  (a)  donneront  une  équa-* 
tion  essentiellement  différente  de  cette  dernière  ,  et  qui 
cependant  satisfera  à  Téquation  aux  différentielles  par- 
tielles (g")  ,  puisque  cette  équation  étant  indépendante 
de  a  et  de  b  ,  et  Téquation  (b)  n'étant  point  altérée 
d*après  celle  (h)  ou  celles  (i)  et  (A*),  les  quantités 
f*z  et  &z  placées  dans  l'équation  (g)  resteront  les 
mêmes ,  et  toujours  respectivement  égales  à  celles  P 
et  Ç  qui  n*ont  pas  changé.  Ainsi  toutes  les  fois  que 
les  calculs  que  nous  venons  d'indiquer  seront  possibles^ 
et  ne  mèneront  à  aucune  absurdité  ^  alors  on  en  con-* 
dura  que  l'équation  aux  différentielles  partielles  pro- 
posée a  une  ou  plusieurs  solutions  particulières ,  suivant 
qu'on  a  tiré  des  équations  (i)  et  (Jk)  ,  une  ou  plusieurs 
valeurs  admissibles  de  a  et  de  &  en  fonctions  de  x  ety^ 
Prenons  pour  exemple  l'équation  aux  différentielle* 
partielles 

z  =  x{'z  +yîyz  +  ^[i+(f»a)»  +  (Pz)»] ....(/) 

dont  l'une  des  intégrales  déterminées  est 

z  =  ctx+  by'^A  (  1  +a*  •{-  i*). . .  .(m). 

De  cette  dernière  équation  on  tire  f*z  =  a:  +  nAa  et 
f*2==y+  ^Ab\  donc  les  équations  (ï)  et  (^)  donneront 

a '=31 V  eti=:-^-*~.  Substituant  ces  valeurs  dans 

f3LA  uA 

l'équation  (m)  ,on  a  celle  z  •=iA  —      ,  /-^>qui  est  la 

seule  solution  particulière  que  puisse  avoir  la  pro- 
posée (/). 

.  L'équation  (i)  de  l'article  précédent  n'a  pas  de  so- 
lutions particulières  y  car  de  son  intégrait  {)i)  on  tire 
i^z-=.*iaxy  et  P2i  =  — j%  et  ces  quantités  égalées 
fi  zéro ,  ne  peuvent  donner  les  valeurs  de  n  et  de  6 
^n  fonctions  de  x  et  y. 


4ia  APPLICATION 


SECTION  V. 

jdppïication  du  Calcul  intégral  à  la 

Géométrie. 


i*aM 


CHAPITRE  P\ 

Quelques  Problèmes  et  Théorèmes  relatifs 
aux  développées  et  déi^eloppantesdes  courbes 
planes. 

524.  .1  JES  équations 
(îy^=:Rds (lia)     et    dx-zsiRdc (ii3)> 

démontrées  à  Tarticle  i85,  et  que  je  rappelle  ici  avec 
les  mêmes  n°'  qu'elles  ont  dans  cet  article ,  donnent 
un  moyen  bien  simple  de  trouver  par  le  seul  secours 
de  la  valeur  du  rayon  osculateur  R  d'une  courbe  en 
fonctions  des  lignes  trigonométriques  j  (  le  sinus  )  ,  c 
(  le  cosinus  )  ,  ^  (  la  tangente)  de  l'angle  formé  par  Ta 
normale  avec  Taxe  des  abscisses,  l'équation  de  cette 
courbe  entre  ses  coordonnées  rectangulaires  x  etj^- 
car  tout  se  réduira  à  substituer  cette  valeur  de  R  dans 
\es  deux  équations  précédentes  ,  ensuite  à  les  intégrer, 
et  enfin  à  éliminer  entre  les  deux  intégrales,  les  lignes 
trigonométriques  qui  les  affectent,  ce  qui  est  toujours 
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possible  ,  puisque  toutes  les  lignes  trigonoméiriques 
peuvent  être  réduites  à  une  seule.  La  courbe  trouvée 
de  cette  manière  sera  algébrique  si  les  intégrations 
pouvant  s'effectuer  exactement,  les  intégrales  ne  ren- 
ferinent  point  de  quantités  transcendantes.  Elle  sera 
mécanique  ou  transcendante  dans  les   cas  contraires* 

Exemple  I.  Etant  donné  le  rayon  osculateur 

R  =  3- («) 

d^une  courbe  inconnue,  et  en  représentant  par  q  une 
quantité  constante  connue ,  on  demande  l'équation  de 
cette  courbe. 

Substituait  la  valeur  donnée  de  R  dans  les  équa* 
tions  (lia)  et  (ii3)^  on  a  celles 

dy=^-^=<,dt    et    d.=  S^;        ■ 

intégrant  ces^denx  équations^  il  vient 

(h) ,  ...y^qt-^- const .     et    a:  = ^  +const. . (c) 

Pour  déterminer  les  constantes ,  j^observerai  que  lors- 
qu'on fait  5  =  0,  l'équation  donnée  (a)  se  réduit  à 
R=2q  ^  donc  la  courbe  cherchée  coupe  Taxe  des  x; 
ainsi  prenant  l'origine  des  coordonnées  à  ce  point  de 
section ,  on  aura  jr:=  o  lorsque  t  =  o  ;  donc  const.  =o , 
ce  qui  donne  complètement  pour  l'équation  (3)  celle 

y=^^ "C^)- 

Quant  à  l'équation  (c),  ^'observe  que  o:  étant s=o 
lorsque  j>r=  o^  et  par  conséquent  c=  i  ,  on  a  const. 

=  -  ;  donc  on  a  complètement 

ae*  ^  a  a  ^  ^ 
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Mais  de  Véquation  (d),  on  tire  t'=r^,  donc  x  :^  — -^ , 

d'où  ^*  =  —  3(7jc  ,  équation  qui  ne  peut  donner  de 
valeurs  réelles  à  y  que  du  côté  des  x  négatives» ainsi 
on  a  j^'  =  iiqx ,  ce  qui  est  l'équation  demandée  de  la 
courbe  cherchée  qui ,  conséquemment ,  est  la  parabole 
vulgaire  ayant  pour  paramètre  2ç. 

Exemple  II.  On  demande  l'équation  entre  les  co^ 
ordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  dont  le  rctyon 

osculateurest  = 


CA* 


ds        dt 

Nous  avons  dy{z=:  Kds)  =  — ^  z=  — ^ ,  en  représentant 

es         s 

par  ZiTangle  de  la  normale  ;  donc^  =  —  cotZi  -f-const. 
Or  4  en  faisant  L  =  100%  la  valeur  donnée  de^^  donné 
71  =  00  ,  donc  i'  l'angle  L  est  toujours  >  loo**,  ce 
qui  rend  cot  L  négatif ,  et  change  la  valeur  de  y  en 
celley  =  cot  JL4-  const.  a**.  Puisque  L^  loo**  la  valeur 
de  R  est  négative  ,  par  conséquent  la  cou)^  cherchée 
tourne  sa  convexité  vers  Taxe.  3®.  L'axe  des  abscisses 
est  assymptote  de  la  courbe ,  par  conséquent  ^  =  o 
lorsque  Zr=  ico**,  ce  qui  alors  réduit  l'équation 
y  =  cot  L  -f-  const.  à  celle  const.  =?  o  ;  on  a  donc 
'bomplètement 

^'=cotZ, (a). 

Actuellement  mettant  la  valeur  de  R  dans  l'équation 

dx  =  Rdc ,  on  a  dx  =  — -  = -jiz  —  —  ;    donc 

es  cH  t 

x  =  — //ou  a:  =  /cot  L  +  conht.  Mais  l'angle  L  étant 
>  100** ,  on  a  a:  =  /  (  —  cot  L)  +  const.  Or ,  si 
nous  prenons  l'origine  des  coordonnées  au  point  de 
Taxe  où  Z,=  iSo®,  nous  aurons  o  =rz  /(  —  tangBc**) 
+con8t. ,  d'où  const.  = — /( — 1  )  ;  donca:=/( — cot  L) 
—  /  (  —  1  )  ,  et  par  conséquent  nous  aurons  complète- 
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ment  £  =/  cot  L ,  mais  y  =  cot  L  [équat.  (a)]  ,  donc 
a:=iiy  j  ainsi  la  courbe  demandée  e9t  la  logarithmiqae 
naturelle. 

SaS.  Représentant  par  Ç  et  y  les  coordonnées  rec-  ^'8«  '• 
tangulaires  Aq  eXqb  du  centre  b  de  l'osculation  en  un 
point  B  de  la  développante  AmBmfB'jnB'* . . .  dont 
les  coordonnées  AQ,  BQ  sont  respectivement  repré-^ 
dentées  par  a:  et  ^ ,  je  dis  qu'on  aura  toujours  les 
deux  équations 

(546) dy  =  sdR    et    rfg=—  cdR (547). 

£n  effet ,  dans  le  triangle  rectangle  aqb  ,  on  a 

bqr=z  ab  sin  baq  =^  ab  sin  BàX, 
et  aqzmab  cos  baq^^''^  ab  cos  BaX. 

Mais   fcg=— 7  ,   ai  =  Bi  —  Ba  =  /l  —  iV,   (en 

représentant  par  A'^  la  normale  )  =  iî B  ô^^^ 

sin  BaX  ^ 

yz=z — iJsinBaX+J'  o"  7  =  J' — /ls....(o). 
De  même  ag  =A(7—  AQ— <Ja=?  — a;  —  iVcosBaQ 
=  g  — .  a;  -f-  iV  cos  BflX  ;    donc   f —  jc  +  iVcos  BaX. 
= —  /î  cos  B,aX  +  A^cos  BaX  ,  d'où 

1=0;— /îc (6). 

Différentiant  les  équations  (a)  et  (i)  par  rapporta 
toutes  les  lettres  »  on  aura  celles 

dyK=idy —  Rds  ~  sdR. . .  »  (c)  , 

et  d^^==dx  —  Rdc — cdR  qui,  d'après  les  équations 
(112)  et  (i  i3),  se  réduisent  aux  deux  équations  (p4^) 
«t  (547)  que  nous  voulions  démontrer. 

52S.  Problème.  Etant  donné  Cequation  d'une 
courbe  ,  trouver  celle  de  sa  développée. 

Solution.  Parle  moyen  de  Tcquation  de  la  courbe 
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donnée^  on  cherchera  la  valeur  du  rayon  osculatear  eii 
fonctions  de  lignes  trigonom étriqués  de  Tangle  de  la 
normale  avec  Taxe  des  abscisses  (art.  186)^  et  diffé- 
rentiant  cette  quantité  ,  on  en  substituera  la  difiTé— 
rentielle  dans  les  équations  (546)  et  (547)  ;  ensuite  in- 
tégrant »  on  aura  ,  si  la  courbe  donnée  est  algébrique, 
deux  équations  finies  et  algébriques  qui^  combinée* 
ensemble  pour  faire  disparaître  les  lignes  trigonomé- 
triques ,  donneront  Téquation  de  la  développée  entra 
ses  coordonnées  rectangulaires. 

Exemple.  Trouver  Véquation  de  la  développée  de 
la  parabole  vulgaire  dont  le  paramètre  est  P. 

.   On  sait  que  la  sous-normale  de  la  parabole  est  jP, 

P  N^ 

donc  A''= ,  maisB=7^[équat.  (m)],    donc 

ZPdc  ZPtdL  ZPtdt 


dR  = 


ac^  2(?  2C 


Substituant  cette  valeur  dans  les  équations  (546)    et 
(547) ,   on  a.  dy= et  d^  = ;  d  où 

P^       ^     ,      5Pt^       ^  . 

éliminant  t   entre   ces  deux  ^^quations ,    on    a   celle 
Ç^  =  -|P>*,  ce  qui  est  Téquation  de  la  courbe  de- 


(*)  Quoique  k'v  valeurs  de  R  et  de  N  se  présentent  sous  la 
forme  nc'gative  ,  elles  sont  positives  ,  puisque  dans  la  parabole  , 
Tangle  L  de  la  norniiale  est  toujours  >  100°,  en  prenant  la  courbe 
comme  dau»  la  figure  i  se  prolongeant  du  côte  des  x  positives. 

mandée. 
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mandée.  Donc  la  parabole  vulgaire  a  pour  développée 
une  parabole  cubique  dont  le  paramètre  et  lest  ^t  de 

celui  de  la  développante.  £a  comparant  T équation  (a) 

Pi* 
avec  celle  a:  =  —  (  vcyez  le  renvoi  de  Tarticle  1 86 , 

tome  I, page 243)j  on  af=3x  ,  cequi  est  déjà  connu,  et 
procure  un  mojen  extrêmement  simple  pour  trouver  le 
centre  du  cercle  osculateur  d'un  point  quelconque  de 
la    première  parabole. 

On   a    le  rayon    osculateur   6B  =  arc  iD  +  AD,  Fig.  i. 
donc    en   supposant    que   la    courbe    ABB'B" .... 
est  une  parabole,  on  aura  /l=arc  tD-f-JiP;  d'où 

arc  iD  =  R  -  i  P  =  =^  -ÏP=-iP{i+t^y', 
mais  réquation  (a)  donne  ^  =  ^  ^  donc  arc  bD  =s 

—  -^ 'j^-  :  ainsi  on  voit  que  la  'développée  de  la 

y\/5P 

parabole  est  une  courbe  algébrique  et  recti&able. 

627.  De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment ,  il 
suit  1®.  qu'on  peut  successivement  déterminer  les  dé- 
Teloppées  de  tous  les  ordres  d'une  courbe  algébrique, 
en  tant  qu'on  n'est  pas  arrêté  par  la  difficulté  attachée 
à  la  résolution  des  équations  d'un  degré  trop  élevé, 
inconvénient  qui  doit  être  entièrement  rapporté  à  l'in- 
suffisance de  la  simple  algèbre  sur  cet  objet;  a?,  qua 
les  développées  de  tous  les  ordres  d'une  courbe  al- 
gébrique ,  sont  elles-mêmes  des  courbes  algébriques  ; 
mais  que  TinvOTse  de  cette  proposition  peut  n'avoir 
pas  lieu  ;  c'est-à-dire  que  la  développée  d'une  courba 
algébrique  peut  être  une  courbe  transcendante  ;  3°.  qu'é- 
tant donnée  l'équation  d'une  courbe  algébrique  ,  on 
peut  connaître  si  la  développante  de  cette  courbe  est 
géométrique  ou  mécanique,  et  que  môme  dans  le  pre- 
a.  27 
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mier  de  ces  cas ,  on  peut  déterminer  Téquation  de  la 
développante.  En  effet,  représentant  par  iî' les  rayons 
osculateurs  de  la  développante  inconnue  d*une  courbe 
connue  dont  les  coordonnées  sont  >  et  ^  ,  soit  qu'on 
considère  cette  dernière  courbe  comme  tournant  sa 
concavité  vers  Taxe  des  abscisses ,  soit  qu  on  la  con- 
sidère comme  convexe  vers  le  même  axe  ;  de  plus, 
représentant  toujours  par  j  et  c  les  sinus  et  cosinus 
de  Tangle  correspondant  de  la  normale  avec  Taxe  des 
abscisses  de  la  développée ,  on  aura  toujours  les  for- 
mules 

dH'=— ^....(548)     et    dK^^ (549)> 


c  s 


qui ,  évidemment ,  dérivent  de  celles  (546)  et  (547)  > 
en  faisant  attention  que  le  rayon  osculateur  de  la  dé^- 
veloppée  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  développante. 
Intégrant  celle  de  ces  deux  équations  qui  offre  le 
moins  de  difficulté  dans  cette  opération  ,  on  obtiendra 
la  valeur  du  rayon  osculateur  de  la  développante  en 
fonction  de  lignes  trigonométriques ,  d'où  par  la  mé- 
thode enseignée  à  l'article  5q4  >  on  pourra  conclure 
l'équation  de  cette  dernière  courbe  ,  en  tant  du  moins 
que  l'intégrale  de  l'équation  (548)  ou  de  celle  (54$)  est 
exacte  et  algébrique  :  mais  si  le  cas  contraire  a  lieu  , 
on  en  conclura  que  la  courbe  proposée  n'est  pas  rec- 
tifiable ,  et  que  par  conséquent  sa  développante  est 
transcendante. 

Exemple.  Trouver  la  développante  de  la  seconds 
parabole  cubique  ayant  pour  paramètre  Vunité,  et  dont 
conséquemment  Véquation  est 

>*=r («)• 

On  a  (S.n)[^=  ^|-]]c  formule  (94)  art  1 16]  =  ff  ; 
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donc  7 [=  (S .  n)Q  =  ^^t  et  7»  =ÎÇ^**;  égalant  cette 
valeur  de  y'^  avec  celle  donnée  par  l'équation  (a)  ,  on 
a  ^=1  cot^L' ,  en  représentant  par  L'  Tangle  de  la 
normale  de  la  développée  ,  d'où  0  =  -ift-  cot^  L';  donc 

g 

et  intégrant  il  vient  /l'=  •; — 3-  +  const.  Prenant /î'=  ^ 

lorsque  ce  rayon  osculateur  est  perpendiculaire  à  l'axo 

des  X  ,  c'est-à-dire  que  L'=:  100^,  on  aura  complète- 

g 
ment  l'équation  R'  = j  ,    dans   laquelle   s   repré- 

sente  le  sinus  de  l'angle  formé  par  la  normale  de  la 

développée  avec  Vaxedesx;  ainsi  si  nous  considérons 

l'angle  L  formé  par  la  normale  de  la  développante  avec 

g 

Taxe  des  jc,  nous  aurons  jR'= -j ,  donc  dy[=Rds] 

on  a  complètement  ^= — -^t  et  x=z-^t*  :  car  lors- 
que Z,  =  oona^  =  o  eta:  =  o.  Eliminant  t  entre  ces 
deux  dernières  équations  ,  on  a  celle^*  =-2^  jp,  qui 
est  l'équation  demandée.  Ainsi  la  développante  de  la 
seconde  parabole  cubique,  est  une  parabole  vulgaire 
dont  le  paramètre  est  les  <^  de  celui  de  la  développée , 
ce  que  nous  savions  déjà  par  l'inverse  (art.  5a6). 

Exemple  II.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver 
la  développante  de  la  parabole  vulgaire  ayant  pour 
paramètre  l'unité. 

cot*  r/ 
De  l'équation  y^  ^^ondédirftj^  = ^et^-  ^cotZ#' 

^renvoi  de  l'art,  i86] ,  donc  dJR'  =  — ;^  [  éq.  (649)  ]  ; 

37.. 
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et  intégrant  par  le  moyen  de  la  formule  (262)  [[article 

Ccot  là  "T" 

•-^. — p+ZcotïL'  l:ains' 

Bl  étant  une  quantité  transcendante ,  on  en  conclura 
que  la  développante  de  la  parabole  appoUonienne  est 
une  courbe  transcendante  \  ce  qu'au  reste  on  aurait 
pu  conclure  à  priori ,  en  faisant  attention  que  la  pa- 
rabole en  question  nest  pas  rectlGable  ,  ainsi  qu'on 
l'enseigne  dans  les  Elémens  de  Géométrie  analytique  > 
et  que  nous  le  démontrerons  par  le  calcul  intégraldan» 
le  chapitre  suivant. 

Les  équations  (1 12 ,  (1 13),  (54^)  et  (647)  sont  utiles 
dans  la  physique  céleste ,  j'ai  employé  les  deux  pre- 
mières dans  mon  Traité  de  Navigation  à  la  note  pre- 
mière sur  la  figure  de  la  terre  ;  mais  l'angle  L  de  la 
normale  qui  indiquait  la  latitude  ,  était  toujours  prit 
du  côté  de  l'axe  dont  s'approchait  le  plus  la  nor- 
male. 

628 .  Retranchant  respectivement  les  équations (54S) 
et  (547)  de  celles  (112)  et  (n3),  on  a 

dy—dy=::Rds  +  sdR  et  dx  —  d^  zzzRdc  +  cdR^ 

et  intégrant ,  il  vient  celles 

(55o)  y^=y — R^+const.  etf=rx — flc4-const..(55i), 

qui ,  au  reste ,  ne  sont  autre  chose  que  les  équations 
(a)  et  (6)  de  l'article  525  ,  et  qui  par  leurs  formes 
primitives  ,  sont  presque  toujours  plus  utiles  que  celles 
(546)  et  (547)  pour  les  mêmes  recherches  que  celles 
qui  nous  ont  occupé  dans  les  articles  52G  et  627  , 
puisqu  elles  épargnent  des  intégrations  qui  quelquefois 
peuvent  présenter  beaucoup  de  difficultés.  Nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à  faire  des  applications  de  cea 
formules  remarquables  par  leur  aimpliçité ,  et  l'usage 
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dont  elles  peuvent  être,  même  pour  découvrir  les 
propriétés  de  certaines  courbes ,  parce  qu'ayant  été 
données  par  l'analyse  ordinaire ,  et  n'exigeant  dans 
Jeurs  applications  que  de  Talgèbre,  elles  ne  font  plus 
partie  des  objets  que  nous  traitons  dans  cet  Ouvrage. 
I^ais  nous  engageons  les  jeunes  analystes  de  s'en  oc- 
cuper pour  s'exercer  à  résoudre  des  problèmes  re- 
latifs aux  développées  et  développantes. 


CHAPITRE  II. 

De  la  rectification  des  courbes  planes  et  à 
double   courbure  ,    et  de  la  quadrature  dei 
courbes  planes. 

629.  V-^N  sait  que' la  rectification  des  courbes  con- 
siste à  trouver  la  longueur  absolue  d'un  arc  de  cette 
courbe  compris  entre  deux  ordonnées,  ou  depuis 
l'origine  delà  courbe  jusqu'à  une  ordonnée  quelconque. 

Soit  donc  considéré  la  courbe  AmBm'^B'm"B* 

et  cberchons  l'expression  générale  de  la  longueur  ab- 
solue de  l'arc  AmBm^B' ,  en  prenant  le  point  A  pour 
origine  de  la  courbe. 

Soit  mené  les  ordonnées  QB  ,  cB^ ,  eB''  à  des  dis- 
tances AQ  ,  (^c  f  ce  égales  entre  elles  ;  menons  les 
cordes  AB,  BB',B'B"  et  la  droite  GB'E  parallèle  à  Taxe 
AX  des  abscisses.  Cela  posé,  représentons  par  y  et  x 
les  coordonnées  B'c ,  Ac  qui  limitent  l'arc  A^nBm'B' 
qu'on  veut  mesurer  ;  par  A  la  longueur  de  cet  arc,  et 
par  a'  la  longueur  de  la  portion  ABB''  du  polygone 


Fig.  f  ► 
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Fiir.  I.  ™crit;  ce  qui  donnera  B"E  =Ay,  B'E  =  ce=zAx  l 
BV^iAx'  ;  on  aura  donc  dans  le  triangle  rectiligne 
rectangle  B'£B''  ^  Téquation 

AA'=V/Ay»+Ax»,  ou  -^  z=  \/^+i '•-■  («)• 

Or,8inou8  concevons  maintenant  qu'entre  le  point  A  et 
l'ordonnée  cB'de  position  invariable,  les  distances  égales 
entre  les  ordonnées  diminuent  de  longueur,  et  que  celle 
ce  diminue  de  même  et  en  même  quantité,  il  résultera 
1®.  que  le  nombre  des  côtés  delà  portion  de  polynôme  ins- 
crite à  l'arc  AmBm'B'  augmentera^  que  par  conséquent 
le  périmètre  a'  de  cette  portion  de  polynôme  augmen- 
tant de  longueur,  se  rapprochera  sans  cesse  de  celui 
X  de  l'arc  ArnBm'B'  ;  a*'  que  cette  variation  s'opérera 
en  même  intensité  que  la  diminution  de  ce,  et  par 
conséquent  que  le  rapprochement  de  l'ordonnée movible 
B"e  de  celle  fixe  B'c  ;  de  manière  qu'à  l'instant  où  la 
première  de  ces  deux  ordonnées  se  confondra  avec 
la  seconde  ,  on  aura  rigoureusement 

a'=:A (b). 

Mais  l'ordonnée  B^e  s'identifiant  avec  celle  B'c ,  on  a 
^yz=20  ,  A  oc  =  o  et  A  a'  ou  A  A  [  équat.  (b)J  =  o  ; 
donc  d'après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4) 

l'équation  (^)  deviendra  ^=  \/^'+i  ,  d'où 

dx       y    ax^ 

A=:/djci/|  -j-^  +  i   j  +  const. . .  .(SSa). 

Telle  est  la  formule  générale  des  rectifications  des 
courbes ,  et  comme  l'équation  de  la  courbe    donne 

y  ^  F(x))  d'où  -^=X,  en  représentant  par  X  une 
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fonction  de  a?  ^   il  s'ensuit  que  la    rectiGcation  des  Fig.  i< 
courbes  planes  rapportées   à  leurs  coordonnées ,    dé- 
pend seulement  de  Tintégration  des  fonctions  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  à  une  seule  variable. 

Pour  déterminer  la  constante  deTéquation  (55a)  ,  on 
observera  que  si  l'arc  qu'on  veut  rectifier  est  pris  à  l'ori- 
gine A  delà  courbe  ^  onapour  x  =  o  ^  A  =o  ;  mais  si 
l'arc  qu'on  veut  rectifier  ne  commence  qu'au  point 
Bdont  Tabsciste  AQ  est  je  suppose  a,  alors  pour  x=a 
on  fera  a  =  o  ^  et  on  déterminera  la  constante  d'après 
cette  condition  ;  ou  bien  on  pourra  calculer  la  lon- 
gueur absolue  de  Tare  d'après  la  condition  que  pour 
3:=:o  onaA  =  o,  ensuite  mettre  dans  la  formule 
résultante  a  pour  x ,  ce  qui  donnera  la  longueur  ab- 
solue de  Varc  AB ,  et  retranchant  ce  résultat  du  pre- 
mier trouvé ,  on  auia  celle  d'un  arc  quelconque  de 
la  courbe  à  partir  du  point  B.  Enfin  si  l'arc  qu'on  veut 
rectifier,  est  compris  entre  deux  limites  BQ  et  B'c, 
dont  les  abscisses  respectives  sont  x  et  xf\  alors  la 
rectification  de  la  courbe  dépend  de  l'intégration  des 
fonctions  variables  prises  entre  des  limites ,  que  nous 
avons  traité  au  chapitre  YI  de  la  première  section  du 
Calcul  intégral. 

Il  est  évident  que  la  courbe  proposée  n'est  recti- 
fiable  que  si  l'intégration  indiquée  dans  l'équation  (552) 
peut  s'effectuer  exactement ,  ou  si  dans  l'intégrale  il 
n'entre  pas  des  quantités  transcendantes.  Dans  le  cas 
contraire  ,  on  ne  peut  avoir  le  rapport  de  la  longueur 
absolue  de  l'arc  à  une  longueur  de  mesure  rectiligne , 
tel  qu'un  mètre,  que  par  approximation.  Mous  allons 
faire  quelques  applications  aux  courbes  les  plus  connues  , 
et  nous  commencerons  par  celles  du  second  degré  ^ 
dont  nous  savons  que  l'équation  générale  est 

j^»  =  Px  +  Qx" (c)  (art.  io4) , 
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dans  laquelle  P  représente  le  paramètre  et 

Îr=  o     1            f  la  parabole^ 
positif  (            j  l'hyperbole  I  ,^ 

Négatif  [  P""-- ]  l'ellipse       f ^^- 
=  —  1 J            (^  le  cercle     } 

De  plus ,  représentant  respectivement  par  nA  et  par 
siB  Taxe  transverse  et  le  second  axe  de  ces  courbes  , 
on  a 

{"==?  «  0=*?} w. 

En  opérant  immédiatement  sur  Véquation  générale  (c) 
pour  former  celle  des  rectifications  (55a) ,  on  aurait 
l'équation 

rd.vzP'+4P(Q+r).+4QCQ+^)^2  +const...cf)  > 

dont  Vintégration  rentre  dans  les  cas  traités  au  cba- 
pitre  III  de  la  première  section  ,  particulièrement  à 
l'article  25 1  ,  et  offre  beaucoup  trop  de  difficultés  lors- 
qu'on la  considère  dans  toute  sa  généralité  ^  ainsi  nous 
nous  contenterons  d'examiner  successivement  les  cas 
indiqués  dans  le  groupe  (d). 

Le  cas  de  Q  =  o  qui  est  le  caractère  delà  parabole, 
réduit  réquation  (^f)  à  celle 


^fdx\/^ (g)' 


dans  laquelle  a  représente  la  quantité  ^  P»  Soit  fait 
pour  effectuer  l'intégration 
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d'où  X  =4^^  et«îx=  ,\  .  *.-, ,  ce  quî  transforma 
le  second  membre  de  réqaation  (g)  en  la  formule 

aa^/-  ^f^J^.y (0- 

/z^dz  z 

arc  (tang  =z)  -| /  ^t,  \  >  ^®°^  '*  formule  (0  dc- 

yient  a  V/—  i  arc  (  tang  =*)  +  — ^^- — ,  et  substi- 
tuant dans    cette    dernière   formule    la    yaleur    de 

X  s=  w     ^  ■  |/— .  1  [[équat.  (A)] ,  on  aura 
A=av/— larc^tangasy/î^  |/— ij 


\/E+^ 


4"  «  \/  +  const. 

Or ,  la  formulc(  1 87)  donne  V/— 1  arcj  tang  =1/ ^^—  1  | 

=  5/[aV^aj;  +  x*— ax — û] ;  donc  remettant  à  la 
place  de  a  sa  valeur  jP  ,  et  faisant  attention  que  pre- 
nant Torigine  de  l'arc  à  celui  de  la  courba,  on  a  pour 
3P=  o,  d'où  A=  o  ,  const.  = — JjP/C — jP'}»  ^^ 
Tiendra  complètement 

d*où  Ton  voit  que  la  parabole  vulgaire  ne  peut  se  rec- 
tifier qu  avec  approximation.  Mais  il  y  a  ub  nombre 
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infini  de  paraboles  des  ordres  et  genres  supérieur»  qui 
sont  rectiEables.  En  effet ,  de  l'équation  générale  à 
toutes  ees  courbes  qui  est  y  =Paf  ,  en  représentant 
par  a  un  nombre  réel,   positif  et   fractionnaire ^.  on 

tire  X  =fdx\/i  +  P^a'x<*^''> .  Or,  cette  formule  dif- 
férentielle est  exactement  et  algébriquement  intégrablc 
si  l'on  a  2  (a—  1)  =  1 ,  ou  a  =  |  (art.  2i3)  5  ainsi  b 
représentant  un  nombre   entier  et  positif,  toutes  le», 
paraboles  de  l'équation  ^*^  =  Pjc^*  sont  rectifiables. 

Mettant  dans  la  formule  (J^  les  valeurs  de  P  et  de 
Q  en  fonctions  des  axes  [équat.  (e)]  ,  et  représentant 

par  E  l'excentricité,  laquelle  est  égale  à  V^^^+^fi*  dans 

l'hyperbole,  etk^A^ — B^  dans  l'ellipse;  enfin  pre- 
nant pour  plus  de  simplicité  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  y   on  aura  pour  l'hyperbole 

et  pour  Fellipse 

Faisant  dans  cette  dernière  équation  JE"  =0,  ce  qui 
est  le  caractère  du  cercle  ,  on  a  pour  cette  courbe 

^^fyjLa^)  =  ^  arc(sin=  J)cfonn.  (i34)3. 

L'intégrale  indiquée  qui  entre  dans  cette  équation , 
ainsi  que  celles  des  équations  (/)  et  {m)  ne  pouvant 
s'effectuer  qu'avec  approximation  ,  et  nous  rappelant 
de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  relativement  à  la 
parabole  ,  nous  en  conclurons  qu'on  ne  peut  rectifier 
exactement  les  courbes  du  second  degré. 
Nous  avons  démontré  à  l'article  11a,  que  prenant 
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r origine  des  coordonnées  rectangulaire  de  la  cycloïde 
a  celle  de  la  courbe  ,  et  représentant  par  0  Tare  dé- 
veloppé du  ceicle  générateur  ^  relativement  au  point 
de  'ht  cycloïde  ayant  pour  coordonnées  x  ^X  y  ^  on 
avait  les  deux  équations 

ajzz: ©  —  sin  fl»     et    J'  =  r—  cos  •  , 

dans  lesquelles  r  représente  le  rayon  du  cercle  généra- 
teur ;  donc 

A  [  =/  ï/^*^r3!r^=/da>  v/sin»tf  +  (r— cosâ^y 

^t  par  conséquent  \  == —  4  ^^^  ï  *  +  const.  ;  mais  lors- 
que «  =  G  on  a  A  =  0,  donc  const.  =4'" >  ce  qui 
donne  complètement 

8  sin*xûi  ^  . 

^  =  — ~- («); 

ainsi  lorsque  «=  400**  ,  c'est-à-dire  pour  la  cycloïde 
entière,  on  a  sa  circonférence  totale  =8r= 4  dia- 
mètres du  cercle  générateur. 

53o.  Cherchons  maintenant  la  formule  de  rectifi- 
cations des  courbes  telle  que  celles  Ambm!Wm"V .  - .  ^'S« 
considérées  par  rapport  au  pôle  P. 

Soit  AttiBtti'B^  l'arc  dont  on  veut  avoir  le  rapport 
de  la  longueur  absolue  avec  Tunité  de  mesure  rec- 
tiligne.  Menons  les  deux  rayons  vecteurs  PA ,  PB'  le 
premier  passant  par  l'origine  A  de  Tare  qu'on  peut 
regarder  comme  l'origine  de  la  courbe  ;  le  second 
que  nous  représenterons  par  v  ^  passant  par  le  point 
quelconque  B'  de  la  courbe,  et  formant  avec  le  pre- 
mier PA  un  angle  d'anomalie  que  nous  représenterons 
par  A  :  de  plus  ,  tirons  entre  ces  deux  rayons  vecteurs 
un  nombre  quelconque  n  d'autres  rayons  vecteurs  tels 
que  celui  PB  ^  de  manière  que  les  angles  interceptes 
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soient  tous  égaux  entre  eux ,  et  par  conséquent  égaux  4 

»>?•».___.  ensuite  menons  en  dehors  du  rayon  PB'  qui 
11-^  i 

limite  Tare  qu'on  veut  mesurer^  celui  PB''^  qui  forme 
avec  PB'  un  angle  B'PB''= — ; — .    Enfin   tirons  les 

7l-f-  1 

cordes  AB  ,  BB'^  B'B''  ;  nous  formerons  par  ce 
moyen  une  portion  de  polynôme  ABB'  que  nous 
représenterons  par  à',  qui  sera  inscrite  à  la  portion 
d*arc  de  courbe  A/nBm'B',  que  nous  représente- 
rons par  A.  Cela  posé  ,  Prenant  Pa|=PB'  ,  et  me- 
nant B'a  ,  nous  aurons  B"a  =  A  v ,  B'B''=Aa', 
B'Pa  =  A  «e,  B'a  =  ai/ sin  i  A  *  et  B'aB"  =  1  oo* +i  A  *; 
donc  le  triangle  rectiligne  B'aB'^  donnera 

AA'  =  y/4i^siiJ^iAA+  Av^  +  4v/bin»iAceAi/, 
ou  développant  sin  ^  A  «& ,  et  divisant  par  A  ce  ^  il  viendra 


Mais  si  on  augmente  le  nombre  n  des  rayonë  vecteurs 
entre  ceux  PA  et  PB',  alors  le  périmètre  de  la  portion 
ABB'  de  polygone  inscrit  augmente  et  se  rapproche  en 
longueur  de  celle  de  Tare  Amm!h\  et  comme  cet  ac— 

croissement  se  fait  à  mesure  que  — ouAflcdiminue, 

71+1 

et  que  par  conséquent  le  rayon  vecteur  PB*  se  rap- 
proche de  celui  PB' ,  il  s'ensuit  que  lorsqu'il  se  con- 
fondra avec  ce  dernier  rayon  vecteur  ,  et  que  consé- 
quemment  Ait  et  Ai;  s'évanouiront ,  on  aura  rigoureu- 
sement a'=:  a  ,  donc  Aa'  qui  alors  devient  Aa  sera  =  o, 
et  d'après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (arr.  4) , 

Véquation  (a)  se  réduira  à  ceUe~  =  i/(i/*+^V 


A  LA  GÉOMÉTRIE.  ^tg 

d*où  Ton  tire 

dx  =z\/7dâr+'dv^ (553). 

Telle  est  la  formule  difFéMntîeDe  de  la  rectification 
des  arcs  de  courbe  rapportées  à  leurs  coordonnées 
polaires. 

Pour  faire  quelques  applications  de  ces  formules^ 
considérons  d'abord  les  spirales  de  tous  les  genres  dont 
l'équation  est 

«'=/'*» (i), 

b  pouvant  représenter  un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire y  et  dans  ce  dernier  cas  ayant  son  numérateur 
positif  ou  négatif.  De  cette  équation  on  tire 

Jv*=  Z;*p***C*-OdA»  et  v»:=  p V*  ;  donc 

dx=pA^'d%\/ce+b^ (c), 

ce  qui  est  la  formule  différentielle  de  la  rectificatioii 
des  spirales  paraboliques  et  hyperboliques  de  tout 
l€s  genres  ;  et  à  cause  que  l'intégrale  de  Téquation 
(c) ,  soit  qu'elle  s'obtienne  immédiatement ,  ce  qui  a 
toujours  lieu  lorsque  b  est  un  nombre  entier ,  positif 
et  pair  [art.  2i3J  ,  soit  qu'elle  ne  puisse  s'obtenir  que 
par  les  séries ,  ou  par  des  fonctions  transcendantes  de 
«,  renferme  toujours  une  fonction  de  Tare  de  cercle  « 
qui  n*est  pas  rectiiiable  ^  nous  en  conclurons  que  gé- 
néralement les  spirales  ne  peuvent  se  rectifier  que  par 
approximation. 

Dans  la  spirale  logarithmique  dont  l'équation  est 
log.  v  =  fit(art.  143)  >  en  représentant  par /og.  le  lo- 
garithme  dans  un  système   quelconque   ayant  pour 

module  m,  on  a  v*  =  e^'"*,  û?v*=mV"*fl^a^  Subs- 
tituant ces  valeurs  dans  l'équation   (  555  )  ,   on    a 
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=:!!!! /^T^  +  *'°^'* (^  ' 


€t  si  Von  prend  Torigine  de  la  courbe  à  rextrémlté 
du  rayon  du  cercle  directeur ,  qui  est  le  premier 
rayon  vecteur ,  on  aura  a  =  o  lorsque  ci=  o  ,   ce  qui 

donne  const.  = —  ^- — ^ —  ;  on  a  donc  complètement 

m 

m  771 

Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  dont  l'équa- 
tion est  /v=  «  ,  l'équation  de  rectification  (e)  se  réduit 
à  celle 

A=(v-l)l/2 (/), 

d*où  Ton  voit  qu'un  arc  quelconque  de  la  spirale  lo* 
garithmique  naturelle,  est  égal  à  la  diagonale  du 
qaarré  formé  sur  la  partie  du  rayon  vecteur  corres- 
pondant y  comprime  depuis  l'intersection  de  ce  rayon 
avec  le  cercle  directeur  >  puisque  dans  une  telle  spi- 
rale le  rayon  du  cercle  directeur  est  évidemment  =  i . 
Donc ,  quoique  la  spirale  logarithmique  tourne  à  Tin- 
fini  autour  de  son  pôle  où  v=o  ,  cependant  toute  la 
longueur  de  la  partie  négative  de  la  courbe ,  c'est- 
à-dire  de  celle  comprise  dans  le  cercle  directeur  n'est 
égale  qu'à  celle  du  quarré  inscrit  à  ce  cercle  ;  en 
effet,  V  =  o  réduit  l'équation  (/*)  à  celle  A= —  \/a. 
Si  l'on  fait  v  =  2,  ce  qui  donne  *=  /a  =  J^^y  127, 
alors  l'équation  (y)  devient  A=  ^/a^donc  la  longueur 
absolue  de  Tare  positif  de  la  spirale  logarithmique 
naturelle  qui  correspond  à  une  anomalie  de  Z^"*^  127 
est  sensiblement  égale  à  celle  de  toute  la  partie  nén- 
gative  do  cette  courbe. 
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53i.  Une  courbe  à  double  courbure  étant  donnée  par 
ses  équations  de  projections 

(a)....,^  =  F(x)     et    zz=zr(x) (b) 

sur  les  plans  des  oy  et  des  xz  ,  imaginons  qu'à  partir 
d*un  point  quelconque  de  cette  courbe,  qu'on  peut 
considérer  comme  son  origine  et  celle  des  coordonnées 
en  y  plaçant  le  sommet  de  l'angle  trièdre  des  trois  plans 
coordonnés  y  on  prenne  des  longueurs  égales  Ar,  et 
qu'on  joigne  par  des  cordes  tous  les  points  de  la  courbe 
correspondans  aux  coordonnées  Ax,  F(Aj:)  ,  F'(Ax), 
ensuite  nAx,  F(2Ax)  ,  F^(i2Ax)  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au point  qui  a  pour  coordonnées  x + Ar,  F(jc  -f-  ^^) 
et  FXx  H-Ar)  ,  en  représentant  par  x,  F(x)  ,  F'(x)  , 
ou  x,y,  aies  coordonnées  du  point  extrême  de  Tare 
quon  veut  rectifier;  on  aura  donc    par  cette  cons- 
truction une   portion  de   polygone  inscrit  à   l'arc  à 
double  courbure  terminé  en  x  ,  ^  ^  z  dont  trois  côtés 
contigus  ne  seront  plus  dans  le  même  plan,  et  dont 
la  différence  Aa'  (  en  représentant  par  a'  la  longueur 
absolue  de  la  portion  de  polygone  inscrit  terminé  en 
07,  y,  z)  sera  la  corde  sous-tendant  l'arc  compris  entre 
X  ,  ^  ,   z  et  x+Ax,   F(x+Ax),  F'(x  +  Ar)  ou 
x-j-^^>  ^  +  Ajr,2-f-^-  Or,  on  sait  que  la  lon- 
gueur d'une  droite  considérée  dans  l'espace  est  égale 
a  la  racine  quarrée  de  la  somme  des  quarrés  de  .sa 
projection  sur  les  trois  axes  des  coordonnées  ^  donc 

Aa'         ^  /Ay»    ,    Aa*    .  .  . 

Mais  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  x,  y  ,  z  sur 
le  plan  desxy  restant  fixe  ,  et  celle  abaissée  du  point 
a;-|-Ax,  j^+Ay,  z-i^Az  sur  le  même  plan,  se  rapprochant 
sans  cesse  de  la  première ,  à  mesure  que  Ax diminue  et 
que  par  conséquent  le  nombre  des  côtés  de  la  portion  du 
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polygone  inscrit  augmente^  ce  qui  rapproche  lagrandenr 
du  périmètre  de  la  portion  du  polygone  inscrit,de  celui  de 
Tare  circonacrit  ;  il  s'ensuit  que  lorsque  la  perpendicu- 
laire mobile  se  confondra  avec  la  fixe  qui  limite  l'arc  à 
double  courbure  que  je  représente  par  A ,  ce  qui  donne 
Ax=:o  ,  Ay  =  o,  A2  =  o  et  AA=  o;  on  aura  a'=a, 
d'où  Aa'=  A\  ==  o  )  donc ,  d'après  la  notation  du  Cal- 
cul différentiel ,  l'équation  (c)  se  réduira  à  la  forme 


dx  ""V  dx-^lx^^ 


ou 


dA=v/dx"+c(y^+f/s"  (554), 

ce  qui  est  l'expression  de  la  différentielle  des  arci 
de  courbe  à  double  courbure ,  et  par  le  moyen  de 
laquelle  on  pourra  obtenir  la  rectification  d'une  pa- 
reille courbe  donnée  par  ces  équations  (a)  et  (i)  , 
en  intégrant  une  simple  formule  différentielle  du  pre- 
mier ordre  à  une  seule  variable  ,  puisque  des  équations 
(a)  et  (i)  on  tire  respectivement  d^  =  F,(a?)da:*  et 
dz^z=L  F',(a:)cir*  :  substituant  ces  valeurs  dana  l'équa- 
tion (554)  ,  on  a  dA  =  rfx  V^F.(jc) -f.  F',(x)  +  i. 

Ainsi  la  rectification  des  courbes  à  double  courbure 
n'offre  guère  plus  de  difficultés  que  celle  des  courbes 
planes. 

532.  La  quadrature  des  courbes  planes  consiste  , 
comme  on  le  sait ,  à  trouver  le  rapport  de  l'unité 
de  mesure  de  surface  plane  tel,  par  exemple,  que  le 
mètre  quarré ,  à  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  la 
courbe  qu'on  veut  quarrer ,  les  deux  ordonnées  qui 
limitent  cet  arc  et  la  partie  de  l'axe  des  abscisses  in- 
terceptée entre  ces  deux  coordonnées.  Ainsi  la  quadra* 
Fig.  I.  ture  de  la  courbe  AmBm'B'  depuis ,  par  exemple  , 
l'ordonnée  BQ  jusqu'à  celle  B'c  consiste  à  trouver  l'ex- 
pression analytique  de   l'aire  du  quadrijatère  mixti- 

ligne 
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ligne  BmWcQB,  de  manière  qu'en  substituant  ensuite  «• 
les  nombres  aux  lettres  que  représentent  ces  dernières , 
on  ait  le  rapport  de  cette  aire  an  mètre  quarré.  Lors- 
que l'expression  analytique  qu'on  trouye  est  limitée  €t 
algébrique  ,  alors  la  courbe  proposée  est  quarrable  ; 
dans  le  cas  contraire  ,  elle  est  dite  inquarrable ,  c'est- 
à-dire  ,  qu'on  ne  peut  trouver  la  mesure  de  sa  surface 
qu'avec  approximation. 

Nous  allons  dans  cet  article   cbercbei*  la  formula 
générale  des  quadratures. 

SoitAmBm'B'cQA  l'espace  courbe  qu'on  veut  quarrer; 
faisons  la  même  construction  qu'à  l'article  639 ,  et 
représentons  respectivement  par  ^v  et  <tr' l'espace  courbe 
que  nous  voulons quarrer et  lespace polygonal  ABB'cA 
de  la  portion  de  polygone  ABB'  inscrit  5  nous  aurons 
donc  A<tr'  =  au  trapèze  cB'B"e ,  dont  les  deux  côtés 
parallèles  B'c  et  B"e  sont  y  et  ^  +  Ay ,  et  dont  la 
hauteur  ce  est  Ax  ;  donc  ùât^  :=iyùx^  i  AorAyi  d'où 
l'on  tire 

^=y  +  iùy (a). 

Mais  en  diminuant  Ax,  ce  qui  rapproche  l'ordonnée 
variable  B'^e  de  la  fixe  B'c ,  le  nombre  des  côtés  de 
la  portion  de  polygone  inscrit  augmente ,  et  par  con- 
séquent son  aire  augmentant ,  se  rapproche  sans  cesse 
en  grandeur  de  celle  de  Tespaca  courbe  ;  et  comme 
toutes  ces  variations  ont  lieu  simultanément,  il  s'en-* 
suit  que  lorsque  l'ordonnée  mobile  B'e  se  confondra 
avec  la  fixe  B'c,  ce  qui  donnera  ùx  =  o ,  Ay  =  o  et 
At/  =  o  ,  on  aura  ^  =  V,  d'où  Am  =  A<fr'  =  o  ;  donc 
d'après  la  notation  du  Calcul  différentiel  (art.  4) ,  l'é*- 
a.  a8 
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fig.  ï-  quatioh  (a)  se  réduira  à  celle  ^  =y  >  d'oà 

dfvzzzydx (555)  'j 

et  cotnme  j^  est  donné  en  fonction  de  x  par  Véqns- 
tion  de  la  courbe ,  il  s'ensuit  que  la  quadrature  de» 
courbes  est  donnée  par  la  simple  intégration  de  fonc- 
tions différentielles  du  premier  ordre  à  une  seule  va- 
riable. 

Si  la  quadrature  de  la  courbe  doit  commencer  à 
son  origine  A  ^  alors  la  constante  indéterminée  ajoutée 
à  l'intégrale  de  l'équation  (5S5),  doit  se  déterminer 
d'après  la  condition  queâ;  =  o  donne  4r=  o.  Si  ao 
contraire  la  quadrature  ne  doit  commencer  que  de- 
puis une  ordonnée  BQ  dont  labscisse  AQ  est^  je  sup- 
pose a  ^  alors  l'intégrale  de  Téiquatibiï  (555)  étant 
4r  =  F(x)-f-  cônst.  ,  on  y  fera^==o  pour  a;  =  fl,  ce 
qui  donnera  cônst.  ==— F(fl),  et  par  conséquent  on  aura 
complètement  •i==F(ar) — F(©).  Enfin  si  la  quadrature 
doit  être  prise  entre  deux  limites  ayant  respectivement 
pour  abscisses  a:  et  a/ ,  alors  il  est  clair  que  la  cons- 
tante F(a)  disparaîtra  ,  et  représentant  par  na-  et  ^^ 
les  aires  prises  depuis  l'origine  de  la  courbe  qui  ont 
ces   limites,   on  aura  tr,  —  ^z=F(a/)  —  F(x)  ^  ou 

dF{x)  ^      .  d^¥{x)  Ax»  .         ^.        ,^  , 
A^=-^^  £^+—^  — -fetc.[form.(39)art.38J 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit  à  l'article 
3i4. 

I.  Pour  faire  quelques  applications  de  la  formule  (555> 
des  quadratures  ,  proposons-nous  d'abord  de  quarrer 
les  courbes  du  second  degré,  dont  l'équation  générale 
est ,  comme  on  le   sait , 

y  =  VPx+Qa-, (6). 
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Substituant  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  (555) , 
il  vient 

dv  =  dxy/Px-^-^ (0  •• 

or ,  si  Von  fait  dans  cette  équation  Q  zn  o ,   ce  qui 

estle  caractère  de  la  parabole,  on  a  celle  dm-=Ldx^  Px> 
dont  Tintégrale  complète  ^  en  prenant  Forigine  du  seg- 
ment qu*on  veut  quarrer  à  celle  de  la  courbe  ^  est 

^mzirz^  x\/Px=i^xy (d)  : 

rioncla  parabole  vulgaire  est  exactement  quarrable^  et 
Faire  d'un  segment  quelconque  de  cette  courbe^  est 
égale  aux  deux  tiers  du  rectangle  formé  sur  tes  co* 
ordonnées. 

Mettant  à  la  place  de  P  et  de  Q  leurs  valeurs  res- 

nB^  B^      , 

pectives  — j-  et  ib  -^  [^  équation  (e)  article  Sag]  dans 

l'équation    (c),  on    a  pour  Thyperbole    et  l'ellipse 

B  — — _— — 

d^z=z-^dx  v/2^x±:j;*,  d'où 

'F  =  --  fdx  ^*iAx±  X*  -|-  const. ...(«). 

A 

Oty  Az=:B  étant  le  caractère  de  Thyperbole  équi- 
latère  et  du  cercle ,  on  a  pour  ces  deux  courbes 


t9=zfdx\/iAx  it:  jc*  +  const (/)  ; 

donc  les  aires  des  segmens  d*hyperbole  etd'ellipse^  sont 
respectivement  aux  aires  des  segmens  correspondais 
d'hyperbole  équilatère  et  de  cercle  décrits  sur  l'axe 
transverse  a,A  ^  comme  le  second  axe  aB  est  au  pre- 
mier fiA, 

Intégrant  l'équation  (c)  par  la  méthode  enseignée  à 
l'article  a34  »  ^kyeç  la   dondition  que  ^  =  o  lorsque 
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07  =  0,   en   prenant  Torigine  du  segment  qu'on  Teut 

quarrer  à  celle  de  la  courbe ,  on  aura  complètement 

(a  Qx  +  P)  \/Px+  Qx*  P^ 

Xl[_^x  +  i  +  ^-S/iPx+Qx^)2 (g). 

Prenant  Ç  positif ,  et  substituant  à  la  place  de  P 
et  de  Q  leurs  valeurs  respectives --j- et  — ,  on  a  pour 
l'hyperbole 

Or,  cette  équation  étant  affectée  d*une  quantité  trans- 
cendante par  les  logarithmes,  qui  ne  peut  s'évanouir 
qu'en  faisant  x=  o  ,  nous  en  conclurons  que  rfay- 
perbole  ne  peut  te  quarrer  que  par  approximation. 
De  même  pour  l'ellipse ,  substituant  dans  Téquation 

q5*  B^ 

(g)  les  valeurs  respectives—  et  —  -^de  P  et  de  Ç  , 

et  faisant  attention  que 

-V'-'{-3+y[-(-3)']'^-} 

=arc  (co8=  1 — ^  Yéquat.(i89)  art.  247],  on  aura 

Ainsi  les  quadratures  du  cercle  et  de  l'ellipse  dépen- 
dent de  la  rectification  du  cercle ,  et  par  conséquent 
ne  peuvent  s'obtenir  que  par  approximation. 
3        Prenant  l'origine  des  coordonnées  au  centre  C  de 
l'ellipse  AQP  et  du  cercle  circonscrit  AMN ,  la  fw- 
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mule  (j)  se  réduit  à  celle  Pig,  3. 

'»=;;^|—  arc  (coszsa:) ^ j («). 

Or ,   il  est  évident  que  le  triaogle  MDC  a  pour  ex-^ 

*P  \/  ji^  _  ^ 

pression  de  son  aire  — î- ;  de  même  l'expres- 

s 

•ion  de  Taire  du  triangle  QDC  est  -^ « 

d*oùilsuit^  i**.  que  le  secteur  circulaire  AMC=ï^*X 
arc  (  cos  =  x  )  =  ^  udf  arc  AM  ,  ce  qui  se  démontre 
dans  les  premiers  élémens  de  Géométrie  ;  ^.  que  le 

secteur  elliptique  AQC  =  —  X  ^  arc  (  cos  =  x  ) 

z=i\B  arc  AM  :  donc  Taire  d'un  secteur  elliptique 
s'obtient  en  multipliant  Tare  correspondant  du  cercle 
circonscrit  par  le  quart  du  petit  axe  de  Tellipse  ;  ainsi 
Taire  entière  de  Tellipse  est^=A£w,  en  représentant  par 
cr  le  rapport  delà  circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
Actuellement  prenant  pour  Thyperbole  AB,  que  noua 
supposons  avoir  les  mêmes  axes  que  Tellipse  AQP, 
Torigine  des  coordonnées  au  centre  C,  Téquation  (h) 
se  réduira  à  celle 

Or^  Taire  du  triangle  BEC  est  évidemment 

donc   le  secteur  hyperbolique  ACB  a  pour  expres- 

,                     AB  jrx+ l/x»  —  ^ -1 
sion    de   son   aire  / 1  — -^ ;  et  fai- 

a      L  ^  J 

sant  la  quantité  qui  est  sous  le  lien  de  /  égale  à  la  base  e 

du  système  des  logarithmes  naturels  ^  ce  qui  donike 
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x= —     7^      f  on  aura  Taire  du  secteur  hirperbo- 

lique  correspondant  à  celle  du  triangle  rectangU  formé 
par  les  deux  demi-axes  et  une  asymptote. 

II.  Nous  avons  vu  précédemment  que  la  parabole 
vulgaire  estquarrable^i)  en  est'de  même  des  paraboles 
de  tous  les  genres.  En  effet,  Téqualion  générale  de  ces 
courbes  est  j^=  Pxf*^ ,  d*où  Ton  tire  y dx-^^Pac^dx  et 

Px*-*-»  yx       , 

*mz=: — ; —  zxz-^ —  ,  donc  etc. 

III.  L'équation  générale  aux  hyperboles  de  touê  les 
genres  étant  yoc^=z  M,  d'où  ydx  zziMxr'^dx  ,  on  aura 

«•=s— r N— r— ;+  const.  :   ainsi  hors  le  cas  de 

a:=x  i ,  qui  est  celui  de  Thyperbole  vulgaire  considérée 
entre  ses  asymptotes  et  pour  lequel  on  a 

4r  =  Mlx  +  const (m) , 

toutes  les  autres  hyperboles  sont  quarrables. 

i^our  déterminer  la  constante  de  Véquation  (m) ,  il 
Fig.  3.  ne  faudra  prendre  l'origine  des  aires  qu'au  point  de  la 
courbe  où  a:  =  i ,  ce  qu i  donnera  complétera enttr=^/x, 
et  prenant  la  puissance  Af  =  i ,  il  viendra  simplement 
*tt  r=z  Ix  ',  d'où  il  suit  que  chaque  espace  asymptotique 
AFGR ,  AFHL  etc.  est  le  logarithme  naturel  de  V abs- 
cisse correspondante  CG  ,  CH  ,  etc.  Ces  logarithmes 
ne  sont  naturels  que  dans  l'hyperbole  équilatère,  et 
dans  les  autres  hyperboles  ils  ont  pour  module  la  co- 
sécante  de  l'angle  des  asymptotes.  En  effet,  espaçant 
également  les  ordonnées  AF  ,  KG,  LH,  MI,  menant 
les  cordes  AK ,  KL  ,  LM,  et  du  point  M  la  droite 
Mb  parallèle  à  l'asymptote  Cor  prise  pour  axe  des  x  ; 
enfin  représentant  par  a>  l'angle  des  asymptotes  ,  et 
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par  «'  Taire  de  Tespace  polygonal  AFHLa'KaA  ,  on  Fig.  3. 

^        I     *       ^        rori^^r       (HL+-IR4)HI  8inLHI 
aura  le  trapèze  LBÏMti'L'=> î '        ,ou 

A  -w'  =  (j^  — i  Ly')^x  sin  fl»  )  d'où 

àfm'                       Av  sîn  #  ,  ^ 

— =j.«m«^-^-^— (n). 

MaîssiVordonnéeLH  restant  fixe  ainsi  que  celle  AF, 
on  diminue  les  espaces  Aa?  entre  les  ordonnées ,  alors  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  limité  par  AF  et  LH 
augmente  y  son  aire  diminue  et  par  conséquent  se  rap- 
proche sans  cesse  de  celle  4r  de  l'espace  asymptotiqae  ; 
et  à  cau^e  que  cette  variation  se  fait  avec  la  même 
intensité  que  le  rapprochement  de  l'ordonnée  mobile 
MI  de  la  fixe  HL  ,  il  s'ensuit  que  lorsque  Ar  sera  =0^ 
c'est-à-dire  que  les  ordonnées  IM ,  LH  se  confondront, 
on  aura'»'=ir',  d'où  A'»'=Aflr'  =  o  ;  ce  qui  ,  d'après 
la  notation  du  Calcul  différentiel ,  réduira  l'équation 
(72)  à  celle  à/m  -^zzydx  sin  «  \  mais  la  puissance  de  l'hy- 

1  doc 

perbole  étant  =  i ,    on  a J'  =- ,donc d'ïr=sinaX  —, 

wb  JC 

Ix 
d'où  on  tire  coipplètement  '«rnrssinûj  Zx,  ou^rz: — ; — . 

^  cosecâ. 

ce  que  nous  voulions  démontrer. 

IV.  Dans  la  logarithmique  dontl'équalion  estx=(£j)y 

h' 
ouj'  =  i^  [|art.  107],  onadir=i*dr,  d'où'wr^  — 

^  const.  en  représentant  par  m  le  module  du  système 
logarithmique  qui  apour  base  h  \  or  si  l'on  prend  l'ori- 
gine des  aires  depuis  l'ordonnée  y  =  i  qui  correspond  à 

j7=:o,  ou  aura  const.  = ,  d'où  il   ?uit  qu'on  a 

m 

complètement 
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fc'— 1 


ou 


«tr=*<  (o). 


m  m 

Faisant  jf  =  o ,  l'équation  précédente   se    réduit    à 

vz=—  — ,  ce  qui  est  Taire  de  l'espace  infiniment  long 

compris  depuis  l'origine  de  la  logarithmique  entre  cette 
courbe  et  son  asymptote. 

V.  Pour  quarrer  la  cycloïde^nous  pourrions  nous  servir 
de  son  équation  diflTérentielle  entre  ses  coordonnées 
rectangulaires ,  qui ,  comme  nous  l'avons  démontré  â 
l'article  114»  est 

,  y^y      ,.  .       r    y%     _^  ^ 

dx  =  77y     "^      ^.  dou  <r=  /     ,,^    "^ — ;r-+-conjt.; 

mais  l'intégration  à  effectuer  exigeant  d'assez  longs 
calculs  f  il  est  plus  simple  de  se  servir  des  équations 
trigonométriquesdé  la  courbe  qui,  comme  nous  l'avons 


3  sm*  i  ù> 


démontré  à  l'article  112,    8ontjf= —  ,    et 

j:= û>  —  sm  <tf  ;  d  ou  oj;  =5  -^ = =— ,  et  par  con- 

g 
séquent  dm  z=:ydx  =  —  sin^  i  «d  i  &>  ;  et  intégrant  par 

le  moyen  de  la  formule  (a37)[art.  281],  on  aura 
4r=  2  sina« — arsin  «  +  |  r«, . .  .(p)  » 

sans  constantes,  si  l'on  prend  l'origine  du  segment  qu*on 
veut  quarrer ,  à  rorigine  de  la  courbe;  car  pour  •  =  o 
on  aura  49- =  0. 

Faisant  â»=2rx ,  c'est-à-dire  ,=à  toute  la  cîrcpnfé- 
rence  du  cercle  générateur  ,  en  représentant  par  x 
lerapportdela  circonférence  du  cercle  à  son  diamètre , 
on  aura  l'équation  (p)  qui  se  réduira  à  cel\t^=Zf'r. 
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Maisr^  est  Taire  du  cercle  générateur;  donc  l'aire 
de  la  cycloïde  entière  est  triple  de  celle  du  cercle 
générateur. 

533.  Considérons  maintenant  la  courbe  quelconque  Fig.  a. 
AmB/n'B'm^B". , .  rapportée  à  son  pôle  P,  et  cherchons 
Texpression  générale  de  Taire  de  Tespace  AmBm'B'PA 
que  nous  représenterons  par  m  ,  compris  entre  le  rayon 
vecteur  FA,  qu'on  peut  toujours  considérer  comme  pas- 
sant par  Torigine  A  de  la  courbe^  et  celui  W{y)  formant 
avec  le  premier  unangle  d'anomalie  APB^(ct).  Cela  posé^ 
du  point  F  menons  un  nombre  quelconque  de  rayons  vec- 
teurs PB,  PB\  PB"  formant  entre  eux  des  angles  égaux 
APB  ,  BPB' ,  B'PB^CAa),  et  joignons  les  points  A,  B , 
B',  B"  parles  cordes  AB,  BB',  B'B".  Nous  aarons 
d'après  cette  construction ,  un  espace  polygonal  ABB'P 
{^*)  inscrit  à  celui  courbe  «» ,  et  dont  la  différence 
àffJ  est  le  triangle  PB'B"  ;  Or ,  si  nous  prenons  pour 
base  de  ce  triangle  le  côté  PB"(  =  v  +  Ai/)  ,  il  est 
clair  que  sa  hauteur  sera  B'P  ^  sin  WV  ou  i/  sin  A<e; 

donc  Taire  de  ce  triangle  ou  A  ir'= X  v  sin  La. 

a 

Développant  sin  Ltt ,  et  divisant  par  A^s ,  nous  au* 

rons 

Air'        v'4-vAv         V*  4- vAi/ Aât*    ,  ,  ^ 

Act  a  a         fl.3  ^ 

Mais  si  on  diminuela  grandeur  des  angles  égaux  Aet,  alors 
le  nombre  des  côtés  du  polygone  inscrit  augmentant^  il  est 
clair  que  Taire  ir'  de  Tespace  polygonal  s*agrandissant, 
s*approohe  sans  cesse  de  Tespace  courbe  <»•,  et  comme 
le  rayon  vecteur  PB"  se  rapproche  sans  cesse  de  celui 
fixe  PB'  à  mesure  que  Aee  diminue ,  il  s'ensuit  que  lors- 
que A  fit  étant  devenu  =  0,  le  rayon  vecteur  PB"  se 
confond  avec  celui  PB',  d'où  Av  =  0 ,  on  aura'w  •=«', 
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d'oùA«=AV=io;donc  d'aprèa  la  notation  du  Cal- 
cul difFérentiel ,  l'équation  (  a  )  se  réduira  à  «II» 


7  =  —  ,  d'où 


■'Ai.. 


..(556), 


ce  qui  est  la  Formule  demandée  de  la  différentielle  dm 
quadratures  des  courbes  polaires. 

Appliquant  cette  formule  aux  spirales  de  tous  1m 
genres  dont  l'équatioit  générale  est 


!-  =  ?*'... 


.(.h). 


en  aQtid»^=:\p'et'*tî*,  d'où  intégrant ,  on  wiicom- 
pUtement 

en  prenant  l'origine  des  aires  à  celle  du  rayon  rec- 
teur PA  quipaeee  par  l'origine  A  de  la  courbe.  Cetts 
valeur  de  «  étant  alTectée  de  la  quantité  traneceoduitc 
tt,  nous  en  conclurons  que  les  espaces  spiranxn*  lont 
quarrables  que  par  approximation. 

Dans  la  spirale  logarithmique  dont  l'équation  ett 
log.  v^«(art.  Ij^),  en  représentant  parlog.  lelo- 

rithme  dans  un  système  qui  a  pour  modulem,  oi 
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V*— 1 


OU  'y  =  —,  puisque  delà  proposée  on  tire  v=  e^*« 

Dans  la  spirale  logarithmique  naturelle  on  a  m  =:  1 , 

v» 1 

et  par  conséquent  *»•  = .  Faisant  v  =  o,  il  vient 

•w^s—  5^  ;  donc  Taire  de  l'espace  spiral  compris  dans 
^  le  cercle  directeur,  est  égale  â  celle  du  triangle  rec- 
tangle formé  par  deux  rayons  perpendiculaires  de 
ce  cercle  et  la  corde  de  100*  qui  joint  leurs  extré- 
mités. Mais  nous  avons  vu  à  l'article  53o  que  la  lon- 
gueur entière  de  la  partie  intérieure  au  cercle  direc- 
teur de  la  spirale  logarithmique  était  égale  à  cette 
corde-,  donc  l'aire  de  l'espace  spiral  intérieur  est  égal 

à  son  périmètre  multiplié  par — j— ,   ou  si  l'on  veut, 

à  son  périmètre  multiplié  par  le  rayon  vecteur  qui 
forme  en  dessous  du  premier  rayon  vecteur,  un  angle 
dont  la  valeur  est  a  moins  d'un  dix-millième  près 
66%  1968. 


CHAPITRE  III . 

De  la  quadrature  des  surfaces  courbes^  et  de 
la  cubature  des  volumes  terminés  par  depa- 
reilles  surfaces. 

534.   J30IT  BRI  la  partie  d  une  surface  courbe  con-  Fig.  4* 
tenue  dans  l'un  des  huit  angles  trièdres  formés  par  les 
trois  plans  coordonnés   rectangulaires  ,    et  que   nous 
supposerons  être  celui  où  toutes  les  coordonnées  sont 
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Fig-  4-  poaitÏTea  ;  soit  de  plus  un  segment  BCaU  de  cette 
surface  ,  limité  par  les  deux  plans  des  xz,  yz  et  par 
deux  autres  plans  GcG ,  MmN  respectivement  parallèles 
aux  deux  premiers  :  représentons  par  a:  ,  _y ,  s  les 
coordonnées  du  point  a,  et  par  S  l'aire  du  segment 
BCaMde  la  surface  courbe.  Nous  nous  proposons dani 
cet  article  de  trouver  l'expression  analytique  de  5,  ce  . 
qui  constitue  la  solution  générale  du  problème  dci 
quadratures  des  surfaces  courbes. 

Divisant  respectivement  les  deux  coordonnée»  Am  OUI 
etAcou^  du  pointa,  en  un  nombre  quelconquede  par- 
tics  égales  A  jc  et  Ay,  portant  l'une  de  ces  premières  par- 
tiesde  m  en  esur  l'axe  desx,  et  l'une  des  secondes  decea 
/surl'axe  des 3-  ;  ensuite  faisant  passer  par  tousles points 
de  division  Aa: ,  des  plans  parallèles  à  celui  des  yi , 
et  par  tous  les  points  de  division  A^  ,  des  plans  pa- 
rallèles à  celui  des  xz  ,  il  est  clair  que  les  intersec- 
tioni  de  tes  plans  avec  la  surface  courbe  ,  déternu- 
neront  sur  le  segment  BCaM  des  quadrilatères  courixi 
pareils  à  celui  abqp  qui  est  extérieur  au  segment  gn  on 
veut  quarrer ,  mais  qui  correspond  comme  les  petiti 
quadrilatères  intérieursà  l'intersection  de  quatre  plan 
parallèles  de  deux  a  deux  ,  et  dont  les  distances  r»* 
pectives  sont  ùx  etAy.  Maintenant  supposons  que  par 
le  sommet  de  l'un  des  quatre  angles  de  chaque  petit 
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latère  abqp,   les  deux  côtés   du  quadrilatère  plan  ,  pig.  4. 
tangent  en  a  à  la  surface  courbe  ,  qui  sont  tangens  aux 
arcs  ap  ,  ab  appartenant  aux  plans  respectifs  perpen- 
diculaires entre  eux  CcG  ,  MmN ,  forment  un  angle 
droit ,   et  que  les  deux  plans  CcG  ,  F/H   étant  pa- 
rallèles entre  eux  ,  la  partie  de  la  tangente  à  Tare  ab 
comprise  entre  ces  deux  plans  ^  sera  égale  à  la  partie  de 
la  trace  du  plan  tangent  en  a  sur  le  plan  £eD  interceptée 
entre  les  plans  CcG  et  F/'H  ;  on  aura  donc  par  cette 
construction  la  surface  BCaM  couverte  d'un  système 
de  petits  parallélogrammes  rectangles  plans  ,  dont  le 
nombre    sera    égal   à  celui  des  petits  quadrilatère! 
courbes;  et  la  même  cbose  aura  lieu  pour  TespaceCF^a 
et  pour  celui  M&f  £  dans  lequel  est  compris  le  petit  qua- 
tirilatère  courbe  abqp.  Représentons  par  S' la  surface 
de  tout  le  système    de  petits  parallélogrammes  rec- 
tangles qui  couvre  le  segment  de  surface  courbe  BCaM, 
ou  iS,    et  par  P  le  parallélogramme  qui  couvre  le 
quadrilatère  courbe  abqp. 

Cela  posé  ,  il  est  évident  que  5'  étant  une  fonction 
^e  X  aly  ,  puisque  sa  grandeur  dépend  de  celles  de 
chacune  de  ces  deux  variables^  on  aura  en  faisant  varier 
S^  par  rapport  k  x^ty  des  quantités  respectives  Ax 
et  Ay  ,  la  surface  du  système  de  tous  les  parallélo* 
grammes  rectangles  qui  couvrent  Tespace  courbe  BFqK 
qui ,  d'après  la  formule  (67)  (art.  73),  sera  égal  à 

5'  +  Ary+A'5'+  -3^  AxAjr  +  -^^^  -^ 


C*)  Il  faut  faire  attention  que  toute  la  première  ligne  horizontale 
4#  la  formule  ($7)  est  :=  «  +  ^  -^^  »  <<  ^^  toute  U  seconde  ligne  ho- 
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l'»g-4-  Mais  si  l'on  ne  fait  varier  5'  que  par  rapport  à  x 
de  Ax ,  on  aura  la  surface  du  système  de  parallélo^ 
grammes  rectangles  quicouvrent  l'espace  courbe  BCpE 

Et  si  Ton  ne  fait  varier  5'  que  par  rapport  k  y  At 
Ay^on  aura  la  surface  du  système  de  parallélogram^mes 
rectangles  qui  couvrent  l'espace  courbe  BF6M  =  S' 

Ajoutant  ces  deux  dernières  égalités  ,  et  retranchant 
de  la  somme  Tégalité  surface  du  système  de  parais 
lélogrammes  qui  couvrent  îespace  courbe  BCaM=y, 
on  aura,  surface  du  système  de  parallélogrammes  qxjî 
couvrent  l'espace  courbe  BFiapEB=  S'+A'^'+A/^'  : 
enfin  retranchant  cette  dernière  égalité  de  celle  (a) , 
il  viendra  le  parallélogramme  qui  couvre  le  quadrila- 
tère courbe  abqp ,   c'est-à-dire 

dxdy         ^       dxf^dy        a  ctrdy*       â 

+  etc (i). 

Mais  X  y  y  ^  z  étant  les  coordonnées  du  point  a ,  et 
représentant  par  x\y\  2I  les  coordonnées  du  plan 
tangent  en  a  ,  et  dans  lequel  se  trouve  P,  on  aura 
pour  équation   de  ce  plan 

7:^zz=zA{x'  —  x)+B{^y'  —y^ (c)  ; 

donc  A  est  la  tangente  trigonométrique  de  Vangle  qua 
forme  la  trace  du  plan  tangent  en  a  sur  le  plan  des 
xt  avec  Taxe  des  x  ,  et  B  est  la  tangente  trigono- 
métrique de  l'angle  que  forme  la  trace  du  plan  tan- 


rizontale  cst=  A  '«^  ainsi  cette  formule  pourrait  sVcrire  cous  la  forme 
•'=  a»  -h  A/M  -h  A'»  -f*  tous  les  termes  inférieurs  aux  deux  pre- 
mières lignes  horizontales. 


A  LA  GÉOMÉTRIE.  447 

gent  en  a  sur  le  plan  des  yz  avec  l'axe  des  y  ;  donc  Fig  4« 
d'après  l'équation  (9a)  ,  on  aura 

(d)....^=^    et    -B  =  ^...(e)C*]. 
et  par  conséquent  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  le 


l,*']  Pour  rendre  pins  sensible  la  vente  de  ces  deux  ëqoationt , 
concevons  que  par  le  point  a  on  a  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
le  plan  des  xz ,  ce  qui  dcfterminera  sur  ce  plan  la  projection  da 
point  a  qui ,  consëquemment ,  aura  les  mêmes  coordonnées  «  et  x 
que  le  point  a.  Faisons  passer  par  la  perpendiculaire  un  plan  qui , 
cyidemment,sera  perpendiculaire  au  plan  des  xz  y  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  directrice  jusqu'à  ce  que  sa  trace  sur  le  plan 
des  xz  soit  parallèle  à  celle  sur  le  même  plan  du  plan  Ungent. 
Ainsi  représentant  par  x" ,  jr"  et  z"  les  coordonnées  de  ce  nouveau 
plan^  il  est  clair  que  sa  trace  sur  le  plan  des  xz  formant  ayec  Taxe 
des  X  un  angle  égal  à  celui  formé  avec  le  même  axe  par  la  trace 
du  plan  tangent ,  on  aura  pour  équation  du  nouveau  plan 

donc  ^  =  ^-ii (0  C^"*^*  (9^)1- 

Mais  tétant  une  quantité  constante  dans  toute  la  longueur  de  la 
trace  du  plan  de  l'équation  (et),  et  la  projection  du  point  a  sur  le  plan 
des  xz  étant  placée  sur  la  trace  en  question^  il  s'ensuit  qu^on  a  aussi 

^=È w. 

Or,  si  par  le  point  a  on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  celui  de 
xz,  et  dont  conséquemment  Téquation  sera^=  const.  ;etsi  en- 
suite on  fait  mouvoir  le  long  de  la  verticale  qui  passe  par  a  ,  un 
plan  parallèle  à  celui  'des  xy,  il  est  clair  que  les  intersections  du 
plan  del'éqaation  ^=  const.  avec  les  deux  plans  perpendiculaires 
k  celui  des  xz ,  Van  parallèle  au  plan  des  xy ,  Tautrc  ayant  pour 
directrice  la  perpendiculaire  abaissée  de  a  sur  le  plan  des  xz, 
formeront  un  angle  dont  les  deux  c6tés  seront  parallèles  chacun  k 
chacun  avec  ceux  de  l'an  gle  dont  la  tangente  est  A'^  ainsi  il  ne  faut 
différentier  z  dans  l'équation  (y)  que  par  rapport  k  x  j  ce  qui 
donne  l'équation  (d).  Il  est  clair  que  l'équation  {e)  se  démontrf 
exactement  de  même  que  celle  (d). 
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*■'!■  A-   plan  tangent  en  a  ayec  le  plan  des  ay  uia 

=(Biot ,  art.  65).  Or,  l'ai» 


v/D+(©v©"]^ 


du  parallélogramme  rectangle  P  se  composant  du  pro- 
duit de  ses  deux  côtéa  respectivement  tangvnt  en  oauz 
arcs  ap ,  ab  ,  ei  le  premier  de  ces  deux  cdtéa  Étant 
égal  au  quotient  de  sa  projeclinn  ng  ou  Ax  sur  le  plia 
des  xy  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fonnt 
ce  dernier  plan  avec  celui  tangent  en  a;  de  mëmeli 
côté  de  P  tangent  en  a  à  l'arc  ab,  étant  égal  i  s» 
projection  no  ou  Ay  sur  le  plan  des  jy  ,  divisée  par  le 
cosinus  de  l'angle  formé  par  le  plan  tangent  en  a  aies 
le  plan  des  xy,  on  aura 

-=-V'+(S)"+(f)- 

Suhstitnant  cette  valeur  de  P  dans  l'équation  (&}  ,  et 
divisant  l'équation  résnltaitte  par  ù.x^ ,    il  Tiendra 


v/D+©)" 
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et  qui  terminent  la  surface  courbe  qu'on  veutquarrer,  Fig.  4« 
ce  qui  donnera  A  x=:o  et  A^y=ô,  Taire  S  de  cette  der- 
nière surface  sera  rigoureusement  la  même  que  celle  S^ 
du  système  des  petits  parallélogrammes  rectangles  qui 
la  couvrait;  ainsi  Féquation  (/")  se  réduira  à  celle 

Muldpliantles  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion par  drdy ,  et  intégrant  succôssiveihent  par  rap^ 
port  à^  et  a: ,  ou  l'inverse  ,   suivant  que  le  premier 
calcul  présente  moins  ou  plus  de  difficulté  que  le  second^ 
on  aura 


ou 


*=/'*/-^v/C'+(S)"+(^)"] 


(557) 


535.  iDans  les  surfaces  de  révolution ,  les  formules 
précédentes  se  réduisent  à  une  seule  qui  ne  renferme 
qu'une  intégrale  simple.  En  effet,  la  surface  BCKDIMB 
étant  considérée  comme  engendrée  par  la  révolution  de 
la  courbe  BMI  tournant  autour  de  Taxe  AX ,  toutes 
les  courbes,  telles  que  celles  BCK,  MaN  ,  EpD  seront 
des  arcs  de  cercle  ayant  respectivement  pour  raj'^ons 
les  droites  AK  ,  mN,  eD  qui  sont  les  ordonnées  de 
la  courbe  génératrice  IHK,  et  qui  conséquemment 
«ont  des  fonctions  des  abscisses  x.  Soit  donc  représenté 
par  X  une  telle  ordonnée  Ntti  ,  on  aura ,  d'aprcs  la 
propriété  du  cercle  et  relativement  au  pointa,  l'équa- 
tion an  =  (  Nm  +  mn)  (iVm  —  mn)  ou  z^  =(X  +  J'  ) 

(X-j.)=X«-y.donc^=-^7==p^,   et 
a.  39 


mais 
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-7-=  w^  :  substituant  ces  valeurs  dans  la  pre- 

miëre  des  deux  équations  (557)  ,  il  vient 

lis  le  dernier  facteur  intégral  est  =  arc  (  sin  =  ^^  j  ; 

ainsi  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  Ça),  on 
aura  la  valeur  de  S  relative  au  seul  quadrilatère  courbe 
BCaM^  et  si  Ton  veut  avoir  l'aire  de  tout  le  seg- 
ment BKNM,  il  faudra  faire  ^=  miV:=^i   ce  qui 

donnera  arc  (sin  =:  -^)  =  arc  (sin=i)=  -  :  or  cette 

\  A/  "^2 

bande  courbe  BKNM  comprise  dans  Tangle  droit 
formé  parles  plans  des  x;&  et  ay  ^  n'est  que  le  quart 
de  la  zone  faisant  tout  le  tour  de  la  surface  de  révolu- 
tion et  correspondante  à<l^absciàse  x  =  Am  ;  donc 
pour  avoir  la  surface  de  cette  zone ,  il  faudra  mettre 

à  la  place  de  arc^  sinzs  ^^  la  quantité  av  ;  ainn  la 

formule  (a)  se  réduirai  celle  5  ac  27r  fX^^dX^'+dx^'^ 
ou  représentant  par^  les  ordonnées  Mm  ou  Nm  de 
la  génératrice  de  la  surface  courbe  ,  à  la  place  de  les 
représenter  comme  précédemment  par  X ,  nous  aurons 

S  —  2^/y/rfy +  ^F. (558); 

ce  qui  est  la  formule  générale  des  quadratures  des 
surfaces  de  révolution. 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule ,  pro- 
posons-nous de  trouver  l'aire  de  l'ellipsoïde  alongé 
de  révolution  ,  ayant  son  centre  à  l'origine  des  coor- 
données. L'équation  de  l'ellipse  génératrice  rapportée-i 
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«OBC«otrec8t^=-jK^-x»,doncdy=-j^  -Ç^Z^» 

doù    v/(rfy+dx-)=  — -j^^^-^ — 

^z=z  — —'-^  — -^ ,  en  représentant  par  E 1  excentn- 

cité.  Substituant  ces  yaleurs  dans  Téquation  (558)  «  il 

—  ^-^fyy^jl,  —  /t-x»  3  '  «"f***"*"*^**  intégrations 
par  le  moyen  des  formules  (i34)  ^xct.  3063  ^^  (i^i) 
[art.  aao3  :  on  a 

5=ai?»|^  arc  (sin = §^)-f^  *  V^^^^Ë^  (b), 

sans  constantes,  puisque  pour  x  =o  on  a «9 =o.  Fai- 
"^l  sant  x:=^  A ,  ensuite  doublant  le  résultat ,  on  trouvera 
J  que  l'aire  de  l'ellipsoïde  entier  de  révolution  est  égaie 

k^Bw  /:Jarc(sin=^)+JE:ifl. 

En  faisant  A=^B  ,  d'où  E=:o,  ce  qui  est  le  ca- 
ractère de  la  sphère  ,  l'équation  (b)  dans  laquelle  le 

dernier  terme  s'évanouit ,  se  réduit  à  5  =  -.  Maispar 

la  méthode  enseignée  à  l'article  60  »  on  trouvera  en  dif- 
férentiant  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier 
terme  du  second  membre  de  l'équation  (6),  qu'il  se  ré* 

duit  à  — — ^ajJt  I  quantité  qui  est  égale  k  ^Atx 

lorstpi'on fait  A^B,  d'où E'sso',  ainn prenant  x=ji, 

as- 
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Fig-  4-  et  ensuite  doublant ,  on  a^  pour  Texpression  de  Taire  de 
la  sphère  entière  dont  le  rayon  est  A  ,  la  quantité 
^A^TTy  ce  qu'on  sait  déjà  par  les  premiers  principes  de 
Géométrie. 

556.  Nous  occupant  maintenant  de  la  cubature  des 
volumes  terminés  par  des  surfaces  courbes  ,  représen- 
tons par   F'  la  solidité  du  volume   BCaMAcnm ,  et 
cherchons   l'expression   analytique    de    F'   en   fonc- 
tion  des    coordonnées  a; ,  y  y  £  du  point  a  par  où 
passent  les  deux  plans  CcG ,  MmN  qui  ,  respective* 
ment  parallèles  aux  plans  des  xz  etyz  ,  terminent  ce 
volume. 

Faisant  la  même  construction  qu'à  l'article  554  >  ^ 
est  évident  que  nous  formerons  entre  les  quatre  plans 
qui  limitent  /^,  une  suite  de  petits  volumes  dont  le 
nombre  sera  égal  à  celui  des  Ax  multiplié  par  le 
nombre  des  Ay.,  respectivement  compris  entre  J  et 
m ,  et  entre  Aet  c  :  tous  ces  petits  volumes  ayant  même 
base  A  X  Ay,  auront  chacun  pour  face  supérieure  ie 
petit  paraÛélogranime  rectangle  qui  couvre  le  petit 
quadrilatère  courbe  correspondant;  la  même  chose  aura 
lieu  pour  le  volume  CFbacfon  et  pour  celui  MEqbmeho , 
dans  lequel  est  compris  le  petit  solide  à  faces  planes 
'  correspondant  au  petit  volume  à  face  supérieure  courbe 
abqpnohg.  Cela  posé,  représentant  par  f^'  la  solidité 
du  système  des  petits  solides  à  faces  planes  correspon- 
dant kV  ytt  par  U  le  petit  solide  à  faces  planes  ayant 
pour  base  nohg ,  on  trouvera  par  un  raisonnement  par- 
faitement semblable  à  celui  employé  à  l'article  554  > 
que 

rfW-'  ...  d^'àyr  ^  ,  ^ 

^  -^^^  ^  ^  ^ J'^+ etc (a) 


F 


fi 


i 
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Or,  il  est  évident  que  U-^^xù^yXon  ,  et^àx^y 
Xqh',  mais  anzssiz  et  qh  est  ce  que  devient  z  lorsque 
a:  et  y  ont  simultanément  varié  de  leurs  difFérences 
respectives  A  a;  et  Ay  ;  donc  le  volume  U  est  comprit 
entre  z  à^y  A  a:  et  (a—  A  z)  Ay  Ax}  ainsi  1/  z=2j  A  y  A  x 

AyAa7Az  ,  , 

—  —^ ,  en  représentant  par  n  un  nombre  po- 
sitif et  réel]>  i.  Egalant  cette  valeur  de  l/avec  celle 
donnée  par  l'équation  (a) ,  et  divisant  par  Ay  A  x  , 
on  aura 

z  — •     .  r—  ■Ir-     I  A  X 

71  <£xc^         dx^dy 

d'd'yV 

+-1^  ^J'+^*'^ (*5- 

Faisant  Ax=o,  d*où  A^  r=  o  et  Az  =  o,  nous 
avons  vu  à  l'article  534  m^^  ^^  surface  du  système 
des  petits  parallélogrammes  qui  couvrent  le  segment 
de  surface  courbe  BCaM  s'identifie  avec  cette  der- 
nière surface  ;  donc  alors  on  aura  ^et  V  qui  ne  dif- 
féraient que  par  cette  face,  qui  seront  égaux,  et  par 
conséquent  tous  les  termes  de  l'équation  (Jj)  affectés 
de  Ax,  A  y  et  A  2  s' évanouissant ,  cette  équation  se 
réduira  à  celle 

s 

d'â^V 
z=    ,    ,     ,  d'où    d'd^T^zzzzdxdy ,  et 

{F=f'dxfyzdy     ou     r—pdyf'zdx]...i55^). 

Substituant  dans  celle  de  ces  deux  équations  qu'on 
choisira  ,  la  valeur  dez  en  fonctions  des  x  et  j^  donnée 
par  l'équation  de  la  surface  proposée  ,  on  aura  par 
deux  simples  intégrations  successives  de  formules  dif- 
férentielles du  premier  ordre  et  à  une  seule  variable, 
puisque  chacune  des  deux  intégrations  proposées  est 
partielle,  la  cubature  du  volume  proposé. 
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fig-  4>        557.  Dans  les  solides  de  révolution  ,  nons  avons  tq 
à  l'art.  535 ,  que  an  ou  (a*)=A^/7i  — nm  =  (X* — y^), 

donc     pzdy=fydy\/X^^=X-f'^^^= 

[^équat.  (i34)  et  (i5o)]]  :  substituant  cette  valeur  dans 
la  première  des  deux  équations  (659) ,  et  ensuite  in- 
tégrant par  rapport  à  a;  ,  on  aura  la  solidité  du  segment 
BCaM AcTim  du  volume  de  révolution  ;  mais  pour  avoir 
le  volume  de  B  AKNmM,  il  faudra  faîre yz=rn^=X,  ce 
qui  réduira  Téquation  précédente  à  celle  /yzdy=  }  X* 
X  arc  (  sin  =  1)  =  JttX*,  donc  f^=j  ^fX^d^x:  j  mais 
cette  cubature  étant  rapportée  aux  fonctions  des  seules 
coordonnées  Nm  (jr)  et  Am  {x)  de  la  courbe  géné- 
ratrice ;  nous  aurons ,  pour  la  tranche  entière  du  vo- 
lume de  révolution  correspondant  à  l'abscisse  a:,  et  qui 
est  quadruple  de  la  partie  que  nous  considérions  , 

;^=  ^fydx (5Go) , 

ce  qui  est  la  formule  générale  de  cubature  des  solides 
de  révolution. 

Application.  L*équation  générale  aux  courbes  du 
second  degré  étant  j^^  =Px  +  Qx^ ,  on  aura  pour  tous 
les  volumes  de  révolution  du  second  degré 

-?^=  -rP  fxdx-^-  7rQfjc*dx  ou 

^-L^+^l w. 

sans  constantes  ,  puisque  pour  x  =  o  ,  on  a  /^=o. 

Faisant  Q=o  ,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  para- 
rabole  ,  il  vient  pour  le  paraboloïde  de    révolution 
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^=  jr =  -sZ —  j  mais  v*ir  est  la  surface  du  cercle 

engendré  par^  dans  la  révolution  de  la  parabole  au- 
tour de  son  axe  ,  et  x  est  la  hauteur  du  cylindre  droit 
circonscrit  au  segment  de  paraboloïde  qu'on  cube  ;  donc 
la  solidité  du  segment  de  paraboloïde  de  révolution 
est  égale  à  la  moitié  de  celle  du  cylindre  circonscrit. 

Dans  l'ellipsoïde  alongé  ,  de  révolution ,  dont  les 

^B*  B^ 

caractères  sont  P  =  --^  et  Ç  =  —  -^,  l'équation  (a) 

se  réduit  à  celle 

+î¥=^+^-. («= 

donc  le  volume  d'an  segment  d^ellipsoïde  de  révoIu<« 
tion  est  égal  au  tiers  de  celui  du  cylindre  inscrit , 
plus  le  sixième  de  celui  qui  aurait  pour  base  un  cercle 
du  rayon  x,  et  pour  hauteur  le  paramètre  de  Veilipse 
de  révolution.  Si  l'on  fait  x  =  f^A ,  ce  qui  donne 
jf  =o,  la  valeur  précédente  de  adonnera  pour  Tex- 
pression  du    volume  entier  de  Tellipsoïde  alongé  de 


^««- 


révolution      .  u". ;  donc  le  volume  de  ce  solide  e^t 

o 

les  deux  tiers  de  celui  du  cylindre  circonscrit. 
Faisant  ^=u^  ^  ce  qui  est  le  caractère  de  la  sphère, 

la  formule  (i)  se  réduit  Ày  =z  ^ (-  — = —  ;  donc 

la  différence  du  volume  d'un  segment  d'ellipsoïde  de 
révolution  à  celui  correspondant  de  la  sphère  circons- 
crite ,   est   —  -=- ,  en  représentant  par  E  l'excen- 
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tricité  de  l'ellipsoïde.  Faisant  x  r=2y*, la  valeur  pri- 

cédente  de  /^ donne  pour  le  volume  de  la.  sphère  «h 

tière  ^-5-  I  c*  qu'on  sait  déjà  par  les  premien  élé- 
mens  de  Géométrie. 

Dana  l'hyperboloïde  de  résolution,  dont  les  carac- 
tères sont  P  =— -et  Ç  =—  ,     on    parviendra  i» 

même  à  l'équation  (b).  Nous  ne  noua  arrèterona  pu 
sur  la  discussion  de  ce  volume. 


CHAPITRE  IV. 

Application  du   Calcul  intégral  à  e/aehpiet 
questions  et  théories  générales  de  Géométn'e. 

538.  V./N  appelle  généralement  en  Géométrie  tra- 
jectoire,une  courbe  qui  coupe  sous  un  même  aiçl» 
une  famille  d&  courbes  d'un  même  genre  dont  les  in- 
dividus n'sultent  de  la  variation  d'une  constante  ar- 
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problème  des  trajectoires  consisteà  déduire  de  l'équa- 
tion donnée 

¥{x  ,y  ,P)  =  o....(a), 

d'une famSle  de  courbes  semblables,  celle 

f  (^,y)=o--.(6) 

de  leur  trajectoire.  Pour  parvenir  à  la  solution  de 
ce  problème ,  on  observera  que  représentant  par  a 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  sous  lequel  la 
trajectoire  coupe  tontes  les  courbes  semblablesde  pa- 
ramètre différent ,  on  aura  pour  l'une  quelconque  de 

ces  dernières  courbes,  a  = 5~T^  *  ^^>  d'après  l'é- 


quation  donnée  (a),  on  a-^  =f(x,P)  ;  donc 

Mais  au  point  où  la  trajectoire  coupe  l'une  des 
courbes  semblablesde  paramètre  variable,  on  ay=y 
et  x  =  x' ,  ainsi  l'équation  (c)  prendra  la  forme  de 
celle 

qui  est  particulière  à  l'une  des  courbes  variables,  mais 
qu'on  rendra  générale  à  toutes  les  courbes  de  l'équa- 
tion donnée  (a)  ,  en  éliminant  entre  cette  dernière 
équation  et  celle  (d)  ,  la  quantité  P ,  ce  qui  donnera 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  de  la 
forme 

F,(x,y,   dx,dy)  =  o (e)  , 

qui  étant  intégrée,  donnera  l'équation  demandée  de 
la  trajectoire. 
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La  trajectoire  est  dite  orthogonale  lorsqu'elle  doît 
couper  toutes  les  lignes  de  paramètre  variable ,  sous 
un  angle  droit ,  et  puisqu'alors  a  doit  être  =  ^  ,  l'é- 
quation (d)  se  réduira  à  celle 

F(x,  P)dy  +  dx=zo (f). 

Le  re9te  de  l'opération  comme  précédemment. 

Exemple  I.  Trouver  la  trajectoire  des  courbes  du 
second  degré, 

L*équation  générale  de  ces  courbes  étant 

y=Px+Qx* (g), 

on  aura  f  (x,  P)  ["=  ^1=  £±£2f .  Substituant 

ces  valeurs  dans  l'équation  (d)  ,  on  a  celle 

(aP  -f  aaQj:+2y)dy=  (P  +2Qx — 2ay)dx:, 

et  éliminant  P  entre  cette  dernière  équation  et  la 
proposée  (g)  ^  il  vient  ^  toutes  réductions  faites^  l'équa- 
tion différentielle 

iay*+aQx^+âxy)dy=(y*+Qxf' — zayx)dx (h) 

qui»  étant  homogène^  se  séparera  aisément  par  la  mé- 
thode enseignée  a  l'article  55q  :  mais  cette  séparation 
nous  menant  à  intégrer  l'équation  différentielle  et  ra- 


tionnelle 
dx 

X 


dans  laquelle  a  =  *^  [équat.  (a85)] ,  nous  n'entreprc- 

drons  pas>  à  cause  de  la  longueur  des  calculs  »  de 
l'intégrer  géaéralement  ;  nous  nous  occuperons  donc 
seulement  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  du 
second  degré  ,  ce  qui  réduit  l'équation  (A)  à   celle 
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{y*  +  Qotf'^dy  = —  s^yxdx. . . .  (A)  , 

et  sa  transformée  (i)  à  celle 

dx_        (z*  +  Q)dz zdz Q      dz 

lc~      z^z^+Q+2)'^     z*  +  Q  +  a       Ç  +  a   z 

y  Q      r  dz  dz  n 


m- 

dont  l'intégrale  e»t  x=  s^q ,enrepre- 

«entant  par  cune  constante  arbitraire.  Remettant  pour 
z  sa  valeur  j'oT"* ,  divisant  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion par  X  y  cbassant  le  dénominateur  et  élevant  les 
deux  membres  de  Téquation  à  la  puissance  Ç-f-a  , 
en  représentant  toujours  par  c  la  constante  arbitraire 

\/c ,  on  a     ^ 

y'*  \y+(.Q+ 3)^1=0 il), 

ce  qui  est  l'équation  générale  des  trajectoires  ortho- 
gonales des  sections  coniques. 

Faisant  Ç=o,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  pa- 
rabole ,  on  a  pour  trajectoire  orthogonale  de  cette 
courbe ,  la  courbe  de  l'équation 

y  +  9.x^  =  c (m), 

laquelle  est  un  ellipse  ayant  son  centre  à  Torigine 
commune  des  paraboles  du  paramètre  P  variable  de 

l'une  à  l'autre  ,  le  petit  axe  =v/2c  dans  le  sens  de 
l'axe  des  x  et  le  grand  axe=  ay'c  dans  le  Fens  de 
l'axe  de  y)  et  comme  c  est  une  constante  arbitraire 
qu'il  faut  seulement  prendre  toujours  positive ,  il 
s'ensuit  que  le  système  des  paraboles  de  paramètres 
différensP,  a  pour  trajectoires  orthogonales  un  nombre 
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infini  d'ellipfes  dont  le  rapport  du  grand  au  petit  azfl 

«t^  l/a;  aiosi  ces  deux  systèmes  de  courbes  sont 

réciproquement     trajectoires    orthogonales    l'no     de 

l'autre. 


Pour  vérifier  t 


ésultat,   obiervoRS  que  dans  la 
dy        P 


parabole  de  l'équation^'  ::=  Px ,  on  a  -J-  :=  — , 

est  la  tangente  trigo  nom  étriqué  de  l'angle  que  forma 
]a  tangente  de  ta  parabole  avec  l'axe  des  x  an  point 
de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sonta;  ety;àonc 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  l'axe 
des  abscisses  avec  la  droite  perpendiculaire  an  point 

a:  et^  à  la  tangente  de  la  parabole,  doit  être— ^- 

Or ,  en  différentiant  l'équation  y'-\-zx!^  ^  c  de  l'ellipM, 

on  aydy= — zxdx ,  d'où-^^ .  Mais  an  point 

où  l'ellipse  coupe  la  parabole,  on  ax=:^;  donc  la 

tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  forme  la 
tangente  de   l'ellipse  au  point  x  eXy,  avec  l'axe  d» 

X,  est ^,  et  par  conséquent  les  tangentes  des  dm 

courbes  à  ce  point ,  sont  perpendiculaires  entre  dl«, 
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— 

dont  il  est  impossible  de  déduire  Téquation  d'une  pa- 
rabole, et  même  de  toute  autre  section  conique,  tant 
qu*on  prendra  indifférent  de  A,  La  raison  en  est  qu'il 
n*y  a  qu'une  espèce  d'ellipse  qui  a  pour  trajectoires 
orthogonales  des  paraboles ,  c'est  celle  dont  le  quarré 
B^  du  demi-grand  axe  pris  sur  l'axe  desj^,  est  double 
du  quarré  A^  du  demi-petit  axe  pris  sur  l'axe  des 
X  ;  or,  dans  ce  cas  de  B*^  =  ^A^ ,  l'équation  (m)  se 
réduit  à  celle  y*  =cy*  à  laquelle  on  ne  peut  satis- 
faire par  les  valeurs  dey  ,  qu'en  faisant  y  ^=z  o.  Mais 
l'équation  (m)  prise  dans  toute  sa  généralité  ,  et  re- 
prenant Vellipse  dans  l'état  naturel  où  elle  est  ordi- 
nairement considérée  ,  c'est-à-dire  ayant  son  grand  axe 
^A  dans  le  sens  de  l'axe  des  x ,  est  celle  d'une  courbe 
algébrique  d'un  degré  supérieur  au  second  ,  et  qui  est 
la  trajectoire  orthogonale  des  ellipses  de  paramètres 
différens. 

Faisant  Bz=:  A  ,ce  qui  est  le  caractère  du  cercle  , 
l'équation  (/) ,  en  y  faisant  Ç  =  —  i ,  se  réduit  à  celle 

y^  +oc^  =  cy (n)  , 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  décrit  sur  l'axe  de.*y, 
comme  les  premiers  cercles  de  paramètres  ou  diamètres 
qA  variables  d'un  cercle  à  l'autre  ,  sont  décrits  sur 
l'axe  des  x  -,  et  à  cause  que  c  reste  arbitraire  ,  il 
s'ensuit  que  les  premiers  cercles  ont  un  nombre  in- 
défini de  trajectoires  orthogonales,  et  que  conséquem- 
ment  les  deux  systèmes  de  cercles  ayant  respective- 
ment leurs  centres  sur  l'axe  des  x  et  sur  l'axe  des  j' , 
et  l'origine  commune  à  celle  des  coordonnées  ,  sont 
respectivement  trajectoires  orthogonales  l'un  de  l'autre. 
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Faisant  Q=-^  ,  ce  qui  est  le  caractère  des  hypcr^ 

lK>Ies9  réquation  (/)  donnera  pour  trajectoire  ortbo- 
^nale  de  ces  courbes  >  une  courbe  algébrique  d'un 
degré  supérieur  au  second^  cette  trajectoire  ne  sera 
que  du  troisième  degré  pour  les  hyperboles  équilatères  ^ 
puisqu*aIors  Ç  =  i . 

Exemple  II.  Une  droite  tournant  dans  un  même 
plan  autour  d'un  point  Jixe ,  on  demande  réquation 
de  la  courbe  qui  coupe  cette  droite  dans  toutes  ses 
positions  ,  sous  un  même  angle  donné. 

Prenant  Torigine  des  coordonnées  au  point  fixe  au** 
tour  duquel  tourne  la  droite  ,  on  aura  pour  équation 
de  cette  droite 

y  =:Px (o), 

P  représentant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 
que  forme  la  droite  avec  Taxe  des  abscisses  ,  et  qui 
conséquemment  varie  d'une  position  à  l'autre  de  ia 

droite.  De  l'équation  (o)  on  tire  -~  ouf  (x,p)  =:P. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (d) ,   il  vient 

(ûP-f-i)^=(P — a)dx;  mais  Pz=:^  'j  donc 

(  ay  +  x)dy=:  {y  —  ax  )dx  ,  équation  qui  intégrée 
d'après  la  méthode  enseignée  à  larticle SSg ,  donne 

ce  qui  est  l'équation  de  la  trajectoire  demandée.  Si 
l'on  veut  passer  de  l'équation  de  cette  courbe  rap- 
portée à  ses  coordonnées  rectangulaires  ,  à  son  équa- 
tion  polaire  ^  alors  se  servant  des  équations  de  trana* 
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V 


formation  (gg)  ,  on  aura  aZ  -  =  «  ou  alv  —  aie  =  «. 


c 


Prenant  vr=i  lorsque  ct=OyOn  aura  complètement 
fi/i/  =  «  ,  ce  qui  est  l'équation  de  la  spirale  logarith- 
mique dans  le  système  qui  a  pour  module  -^  c*e8t-4- 

dire  la  cotangente  de  l'angle  constant  sous  lequel  la 
courbe  doit  couper  tous  les  rayons  yecteurs;  ce  qui 
est  conforme  â  ce  que  nous  ayons  dît  de  cette  courbe 

à  l'article  i^a.  Faisant  dans  l'équation  (p)  a =-,  elle 

se  réduit  à  celle /V^x^H-^  =/c,  d'où  a:'-f-jr»=c; 
ce  qui  est  l'équation  du  cercle  ayant  pour  rayon  |/c; 
ainsi ,  comme  cela  est  évident  de  soi-même ,  la  cir^ 
conférence  de  cercle  est  la  trajectoire  orthogonale  de 

ses  rayons. 

53g.  On  appelle  en  Géométrie,  tractoirela.  courbe 
qui  a  la  propriété  d'avoir  toutes  ses  tangentes  cons- 
tantes. Cherchons  Téquation  de  cette  courbe  qui , 
d'après  sa  propriété ,  a  pour  équation  diflférentielle 

r^±È^=a. . .  .(a)[éq.(g5)L 

en  représentant  par  a  une  constante  déterminée.  De 
cette  équation  (a)  on  tire  celle 

^^éîJ^ (,), 

qui  est  l'équation  différentielle  de  la  tractoire  ,  et  ne 
peut  s'intégrer  que  par  approximation.  Pour  opérer 
cette  intégration  ^observons  que  l'équation  précédente 

peut  se  mettre  sous  la  forme  de  dx  ;=  dly  y/  a^  ~J^% 
et  faisant 

(c).,,./y  =  «,    d'où  ^^  =  6*. . .  .(d), 
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la  formule  précédente  deviendra 

dx  =  dz  V^o*  —  e" . .  • .  4 .  (e). 

Comparant  le  dernier  membre  de  Téqiiation  (e)  ayed 
XPdx  (art.  a57),  onap  =  l  etX=a*  —  e",  d*où 
^'  =—  2c**,  X"=— 4c",  A^=  —8e**  etc.  ;  et  subs- 
tituant ces  valeurs  dans  la  formule   (aco)^  il  vient 

^,     / fa* — e*0*r       2fa*-e^) 

/d*t/a»-.e»*oux=const.-^^  ^i_Jl_J 

i6(a»_e**V  "1 
^7 — <~  —  etc.     • 

Mais  e"  =  V*.  donc 

i 
(a»_y)»p         (a*— y*) 
a;=:const.  — >  ^  r      1   i— a     ^  Z 

,6(a»— y*)»             -I  ,^^ 
k#^-^^^J ^f^' 

Pour  déterminer  la  constante  ,  reprenons  Téquation  (6) 

que  nous  mettrons  sous  la  forme  dx  =  — tt-t- z 

■^-^ —  ,    et  intégrant  il  vient  x  =  ^/a*  —  ^ 


+a*  / —  +  const.    Faisant  x  =:  o  ,   on  a 

JyVa^—y' 

a»  r     ^J^ r+ const.  =  —  v/a*— y*,etdifféreil- 

tiant ,  il  vient       f^^  ^^—^Èf       ,  d'oùa*=  y-, 

tXy  ==  a  ,  donc  x  ==  o  lorsque^  =  ^>  ^insi const.  =o, 
et  on  a  complètement 
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3y*     L        5.y^  5.7  y  J^' 

Faisant  y  =  o  on  ajc=oo,  donc  la  tractoire  est  une 
courbe  asymptotîque,  et  son  asymptote  est  l'axe  des  x. 

DeVéquation  (a)ontire/v/(dy*+ir*),  ou  ><  :^=aî{yc) 
(formule  SSa) ,  en  représentant  par  c  une  constante  in- 
déterminée ;  or,  si  Ton  prend  lorigine  de  l'arc  A  à  celui  de 
la  courbe  où  x=:o  etj^==  a^    on  aura  à  ce  point 

o=:/(ac),d*oà  aci=  1  et  c=-  ;  ainsi  on  a  complètement 

ce  qui  est  la  formule  de  rectification  de  la  tractoire  ; 
donc  cette   courbe  n'est  pas  exactement  rectifiable. 

De  l'équation  Qî)  on  tire  fydx  ou  ^  =  a*  /         ^ 

—  f—&=  [form.  (555)]  =1  a»  arc(  sin  =  ^) 

^ly{/a^ — J'*+  const.  ,  et  prenant  l'aire  de  la  trac* 
toire  à  commencer  de  l'origine  de  la  courbe  oûyz=:a, 

on  aura  const.  = û*  —  ;  donc  on  aura  complète- 

ment 

<r  =  1^  y/^mp  —  ^  a*  arc  fco      i^\ (t). 

Faisant  jr  =o  on  a  'wzzr — ^a*«-;  donc  l'aire  de 
l'espace  entier  et  se  prolongeant  à  Tinfini,  compris  entre 
la  tractoire  et  l'axe  des  abscisses  ,  est  égal  au  quart 
de  l'aire  du  cercle  décrit  avec  la  tangente  constante 
a.  comme  rayon. 

22.  5& 
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Multipliant  les  deux  membres  de  Téquation  (  A  ) 
par   iry^ ,    et    intégrant  ,   on  aura  pTry^dx   ou    /^= 

-5T/yc?y  V^a**  —  y*  +  const.  [for m.  (56o)],  et  effectuant 
Tintégration  [form.  (142),  art.  212],  on  aura  com- 
plètement 

r=-èT(a«-y)f (6); 

en  prenant  la  solidité  du  volume  de  révolution  à  To- 
rigine  du  volume  o\i  y=za.  Faisant j^  =  o ,  on  a  le 
volume  entier  et  d'une  longueur  infinie  =  —  ^a%, 
et  par  conséquent  égal  au  quart  de  la  sphère  ayant 
pour  rayon  la  tangente  constante  a, 

540.  Problème.  Etant  donnée  une  équation  de 
relation  entre  la  rectification  d'un  arc  de  courbe  in- 
connue et  les  coordonnées  correspondantes  à  Fextré^ 
mité  de  cet  arc,  trouver  l'équation  de  la  courbe. 

Solution.  L'énoncé  de  ce  problème  n*est  évidem- 
ment que  la  traduction  géométrique  de  celui  d'analyse 
que  nous  avons  résolu  à  l'article  598  ;  car  l'équation 
donnée  étant  F(\ ,  a; ,  ^)  =  o  ,  on  sait  qu'on  a  d'ail- 
leurs c?a^i=:  dy^  -f-  ^^^  [équat.  (552)3  *,  il  ne  s'agira  donc 
que  de  déduire  de  ces  deux  équations  celle  delà  courbe; 
c'est  ce  qui  a  été  l'objet  de  nos  recherches  à  l'article 
3^8  auquel  nous  renvoyons  le  lecteur. 

541-  Nous  avons  vu  à  Tarticle  54j  qu'une  même 
intégrale  telle  que  l'équation  xP y""  n:  const.  ,  qui  ap- 
partient aux  hyperboles  de  tous  les  genres ,  pouvait 
satisfaire  à  un  nombre  infini  d'équations  différentiellei 
de  la  forme  de   celle 

axdy+  ^ydx  +  x'y^'Çnxdy  +  pydx)  =  0 (a)  , 

en  y  faisant  varier  â  volonté  les  quantités  a»  m    et 
x:  dont  l'intégrale  xfy''  =  const.  «it  indépendante.   Ce 
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fait  analytique  qui  a  toujours  lieu  lorsque  réquation 
différentielle  proposée  se  compose  du  produit  d'une 
équation  primitive  par  une  équation  différentielle,  no 
prouve  pas  pour  cela,  ce  qu'on  pourrait  croire  au  pre- 
mier aspect,  que  par  un  même  point  de  la  courbe  dont 
réquation  est  Thitégrale  de  la  différentielle  proposée, 
on  puisse  mener  un  nombre  infini  de  tangentes  dif- 
férentes :  car    en  prenant  dans   Téquation   différen-* 

tielle  proposée ,  la  valeur  de  ^ —  qui  est  l'expression 

générale  des  sous-tangentes  (  art.  1 0*2) ,  il  est  évident 
que  cette  valeur  doit  avoir  pour  facteur  commun  de 
son  numérateur  et  dénominateur  ,  la  fonction  primi- 
tive qui  renferme  les  lettres  dont  est  indépendante  l'in- 
tégrale ;  ainsi  en  réduisant  cette  valeur  à  sa  plus  simple 
expression,  on  n'aura  pour  expression  de  la  sous-tan- 
gente de  la  courbe  ,  que  celle  qu'on  aurait  en  opé- 
rant directement  sur  l'équation  de  cette  courbe.  Par 

exemple  de  1  équation  (a)  on  tirer-i—= "^—l 

^  ^  ^^  dy  ap  +  npjfy'* 

Or,  les  deux  termes  de  cette  fraction  ont  pour  facteur 
commun  a  -|-  nx^y""  ;  ainsi  en  réduisant  la  fraction  à 

sa  plus  simple  expression  ,  il  ne  reste  que-^-j-^  =  _^ 

dy  p 

qui  est  la  même  valeur  de  la  sous-tangente  de  la  courbe 
ar^ly*  =  const. ,  que  celle  qu'on  déduit  immédiatement 
de  cette  dernière  équation  ,  en  la  différentiant  et  pre- 
nant dans  l'équation  différentielle  résultante  la  valeur 

de& 
dy 

54^.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  exemple 
des  solutions  particulières  des  problèmes  de  Géométrie , 
c'est-à-dire  de  celles  dont  les  expressions  analytiques 

3o.. 
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et  primitives  ,  satisfont  à  Téquation  diiférentielle  dont 
Tintégrale  complète  donne  la  solution  générale  du  pro- 
blème ,  quoique  ces  expressions  soient  absolument  in- 
dépendantes et  étrangères  à  Tintégrale  complète. 

Trouver  P équation  d'une  ligne  telle ,  que  si  d^un 
point  déterminé  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
toutes  les  droites  qui  touchent  la  ligne  cherchée  en  un 
point  quelconque ,  sans  la  couper  ,  toutes  les  perpen- 
diculaires ainsi  menées ,  soient  égales  entre  elles. 

Une  droite  qui  en  touche  une  autre  sans  la  couper  » 
étant  de  la  nature  des  tangentes ,  l'équation  de  cette 
droite  sera 

y-J'  =  ^(^'  -^) («)Céq«at.  (88)  art.  993  ;  _ 

donc  prenant  Forigine  des  coordonnées  au  point  d*où 
sont  abaissées  les  perpendiculaires ,  Téquation  de  la 
perpendiculaire  abaissée  au  point  ^  et  x  commun  à 
la  ligne  cherchée  et  à  celle  de  Téquation  (a),   sera 

y=_|a/(6), 

et  d'après  la  condition  du  problème ,  toutes  ces  per- 
pendiculaires devant  être  d'une  longueur  constante  que 
je  représente  par  a,   on  aura 

V/y^+a/^=a (c). 

Eliminant  y\  x'  entre  les  trois  équations  (a)  ,  (Jji)  et 
(c),  on  a,  toutes  réductions  faites, 

ydx  —  xdy'=^ay[dy'^  -^-dx"^ {d). 

Or,  nous  avons  vu  à  Tarticle  4oi  que  cette  dernière 
équation  qui  y  est  indiquée  par  la  lettre  (/")  ,  avait  pour 
intégrale  complète 

y—Cx^a\/{(>-i) Ce). 
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€n  représentant  par  C  une  constante  arbitraire^  et  pour 
solution  particulière  Téquation 

Donc  il  y  a  un  nombre  infini  de  lignes  droites  qui  sa- 
tisfont à  l'énoncé  de  la  question ,  et  ces  droites  sont 
celles  placées  autour  de  Forigine  des  coordonnées ,  de 
manière  que  leur  plus  courte  distance  à  ce  point  soit 
=  a;  mais  il  n'y  a  qu'une  courbe  (  le  cercle  )  qui 
satisfait  à  la  question  ;  ainsi  cette  courbe  dont  Té-- 
quation  (f)  est  absolument  étrangère  à  l'intégrale  corn- 
plète  (é)  y  est  une  solution  particulière  du  problème 
géométrique  proposé  :  cependant  elle  a  un  point  de 
commun  avec  toutes  les  solutions  données  par  l'inté- 
grale complète  (e)  ,  puisqu'il  est  évident  que  toutes  les 
droites  qu'on  obtient  de  cette  dernière  équation ,  en 
faisant  varier  de  l'une  à  l'autre  la  quantité  C,  sont 
tangentes  au  cercle  de  l'équation  (/). 
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SECTION  VI. 


Calcul  des  variations. 


CHAPITRE   PREMIER. 

INTRODUCTION. 

543.  J5oiT  ^  =  ç  (x)  ,  la  caractéristique  ^  indiquant 
une  fonction  variable  pour  une  même  valeur  de  x , 
c'est-à-dire  passant  de  sa  forme  primitive  ç(x)  à  une 
autre  que  je  représente  par  (f>'(.r)  ;  de  plus,  repré- 
sentons parj'ï  ,  ce  que  devient  j^  =  ^  (x)  dans  cette 
variation  de  ^{x)  ,  et  représentons  respectivement  par 
y  et^/,  ce  que  deviennent^  et^,  lorsque  x  croît  ou 
décroît  de  sa  différence  constante  Ax.  Cela  posé  ,  nous 
aurons ,  abstraction  faite  des  signes  qui  peuvent  af- 
fecter A  X  ,  les  quatre  équations 

{y  =<P  W,  y  ~<P(.^+  Ax)}....(a) 
{y,  =  ç'  (x) ,  y[  =  ÇXX+  Ax)}. . .  .(i). 

De  la  seconde  des  deux  équations  (a)  retranchant  la 
première  on  a,  y  — y  =  Ay\-=z  A  Ç)(x)  ;  ainsi  Ay  est  la 
différence  de  grandeur  de  j^ ,  provenant  de  celle  Ax 
qu'éprouve  x  dans  une   même  fonction  ^  de  x  et  de 


DES  VARIATIONS.  471 

^-)-Ar.  Maïs  si  de  la  première  des  deux  équations  (b)  on 
retranche  la  première  en  (a) ,  on  àyi — y  =  Ç'Xv) — ç(x)  , 
qui  est  une  quantité  absolument  différente  de  celle 
y^  '^y  =  ^y ,  puisque  celle-ci  provient  du  change- 
ment qu^éprouye  x  dans  une  même  fonction  de  x ,  et 
que  celle  yi  — y  résulte  de  la  variation  de  la  fonction 
ç  pour  une  même  valeur  de  x  :  nous  appellerons 
variation  de  y  cette  dernière  quantité  j^, — y  ,  et  l'in- 
diquerons ,  comme  Ta  fait  Lagrange  (*)  par  la  ca- 
ractéristique /qui,  conséquemment,  est  dans  le  calcul 
des  variations  l'analogue  de  la  caractéristique  A  em- 
ployée dans  le  calcul  des  différences. 

544*  On  a ,  d'après  cette  notation ,  les  équations 

De  la  seconde  équation  on  tire  y^  =y  -f-  ^  ,  d'où 
Aj^,  =  A  y -(- A  ^.  Substituant  cette  valeur  dans    la 
troisième  équation  en  (c)  ,  on  ay[  =yi  +  Ay-^- A  Jy, 
«t  éliminant  j,  ,  il  vient 

fi  =y+^+^y  +  ^^y (^. 

La  quatrième  équation  en  (c)  donne  yi  z=iy^  +  J'^' 
=y+^y+Ky  +  ^y)yOuy[  =y+  Ay+^y+^^y. 
comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  {d)  ,  on  a 

A^y  =  iAy (e). 

Cette  équation  donne  celle  A/ (Aj^  )  =  «J"  A  (Ay), 
ou  A^Ay=z^Ay  \  donc  d'après  la  même  équation 
(e) ,  on  a  A*^  =  /A*yr,  et  continuant  de  mcme  ,  on 
trouvera  que  généralement 

A^^z=z^Ay (56i). 


(*)  On  sait  que  c'est  cet  illastre  Géomètre  qui  est  navonleus 
«le  la  Méthode  générale  des  variations. 
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545.  La  variation ^y  étant  aussi  une  fonction  de*; 
noDB  aurons  ,  en  substituant  dans  le  théoième  de 
Taylor  [form.  C33)3,J>'  à  la  place  de_y, 

ou  mettant  dans  le  premier  membre  /A_yâla  place 
de  Ajy  [équat.  (560  ,  et  divisant  par  Ax,  il  viendra 

ûa:        dj;        djc'    2 
Donc  pour  une  même  valeur  de  x  ,  ce  qui  donne  n- 
multanément  Ax  =  o  et  A jf  ^o,  on  aura,  d'après  la 
notation  du  Calcul  dilTérentiel 

•  ^=g.    ou    «^  =  ^^,...(56»,., 

donc  la  variable  de  la  différentielle  iTune  variable, 
estégaleà  la  différentielle  de  sa  variation;  et  on  dé- 
montrera par  an  raisonnement  exactement  sembUble 
à  celui  qui,  dans  l'article  précédent ,  nous  a  conduit 
de  l'équation  (e)  à  caile  (  56i  )  ,  que  généralement 
on  a 

d-'fy=^d'y (563). 

Ainsi  on  peut  à  volonté  faire  passer  la  caractéristiqne 
(^des  variations  en  avant ,  ou  après  celle  d  des  diffé- 
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d'où  Ion  voit  que  dans  les  intégrales  redoublées  des 
quantités  variées ,  on  peut  mettre  à  volonté  la  carac- 
téristique des  variations  en  avant  ou  après  celle  des 
intégrations. 

547-  Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède ,  que  si  nous 
représentons  par  U  une  fonction  différentielle  d'un 
ordre  quelconque  n  entre  les  variables  x^  y  y  z. . ,  , 
dans  laquelle  nous  supposons  pour  le  moment  et  pour 
plus  de  généralité  que  se  trouvent  les  difFérentielles  de 
tous  les  ordres  des  variables  jusqu'à  celui  n  de  L\ 
on  aura  la  variation,  en  différentiant  à  l'ordinaire  L\ 
et  mettant  seulement  la  caractéristique  ^  à  la  place 
de  la  nouvelle  caractéristique  qu'il  faudrait  introduire  d, 
et  plaçant  ^  immédiatement  en  avant  de  la  variablo 
correspondante  ,  afin  de  n'avoir  dans  tout  le  cours  de 
la  variation  de  U,  que  des  différentielles  des  quantités 

variées  i'x  ,  Sy,  ^z Nous  ne  nous  arrêterons  pas 

plus  long  -temps  sur  les  détails  de  cette  opération  , 
parce  que  nous  en  avons  déjà  parle  au  chapitre  III  de 
la  quatrième  section. 


CHAPITRE  II. 

Méthodes  des  variations  dans  les  c/uestions 
de  maximis  et  minimis ,  lorsque  la  fonction 
différentielle  proposée  riest  quentre  deux 
variables ,  et  quune  de  ces  variables  varie 
pour  une  même  valeur  de  Vautre. 

548.  k5oiT  la  formule  difFérentielle  de  Tordre  n, 
L'=^^+5^|  +  Cg...+  Hg (5GG). 
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dans  laquelle  Jx  étant  considérée  comme  constante  | 
les  lettres  A^B,,  .£r  représentant  des  fonctions  dex, 
y  et  des  différentielles  du   premier  ordre  de  ces  va- 
riables  élevées   à  des  puii^sances  quelconques  ,  mais 
telles  cependant ,  que  la  somme  des  indices  des  ordres 
et  puissances  des  différentiel  les  de  a;  etj^  est  la  même 
dans  tous  les  termes;  puisque,  ainsi  que  nous  Tayons 
démontré  au  commencement  de  cet  Ouvrage,  le  terme 
qui  se  soustrairait  à  cette  loi  serait  =  o  ou=  oo.Cela 
posé  ,  il   est  clair   que  représentant  par  u  rintégràle 
de   l/,  cette  intégrale  ne  peut    être   significative    et 
déterminée  qu'en  tant  qu'on  a  d'ailleurs  ,  ainsi  que  nous 
Tavons  supposé  jusqu'à  présent,  une  relation  déterminée 
entre  x  et  y  donnée  par  une  équation 

fC"^»  J')  =  o (o)> 

dans  laquelle  f  représente  la  caractéristique  d*une  fonc- 
tion déterminée.  Cette  équation  (a)  étant  donnée,  on 
pourra  aisément  par  les  méthodes  ordinaires  enseignées 
au  chapitre  IX  de  la  première  partie  de  cet  Ouvrage , 
trouver  les  extrêmes  grandeurs  (  maxima  et  minima  ') 
de  l'intégrale  u  àe  U ,  mais  s'il  n'y  a  pas  de  rela- 
tion connue  entre  !es  variables  x  et  y  ,  ce  qu'on  peut 
exprimer  analytiquement  par  l'équation 

y=^(.^) W, 

en  représentant  par  ç>  la  caractéristique  d'une  fonc- 
tion variable  pour  une  même  valeur  de  x',  alors  l'in- 
tégrale u  àe  U  est  vague ,  indéterminée ,  et  il  paraît 
au-dessus  des  forces  de  l'esprit  humain  de  pouvoir  dans 
ce  cas-là,  déterminer  les  extrêmes  grandeurs  de  l'in- 
tégrale u  de  U  entre  certaines  valeurs  fixes  de  x, 
comme  nous  les  considérerons  dans  ce  chapitre,  ou  varia- 
bles, comme  nous  le  considérerons  dans  le  chapitre  sui- 
vant. Cependant  les  Newton,  Bernoulli  frères,  et  Euler 


\ 
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avaient  résolu  des  questions  semblables  dans  plusieurs 
cas  particuliers ,  lorsque  Lagrange  ,  par  un  effort  de 
génie  qui  fera  époque  dans  Tbistoire  des  sciences , 
inventa  la  méthode  générale  pour  résoudre  toutes  ces 
questions  :  cette  méthode  est  celle  des  variations  dans 
laquelle  plusieurs  grands  Géomètres ,  tels  que  Legendre 
et  Poisson,  ont  fait  de  nouvelles  et  belles  découvertes. 

La  méthode  des  variations  ne  s'applique  pas  seule- 
ment SL13X  qnestions  de  maximis  et  minimis  de  Géo- 
métrie et  de  Mécanique  ,  mais  elle  s'applique  aussi 
à  d'autres  parties  de  cette  dernière  science.  £n  effet, 
il  est  aisé  de  concevoir  ,  par  exemple  ,  que  si  un  corps 
de  figure  donnée  et  soumise  aux  lois  de  la  Géomé^ 
trie ,  parcourt  dans  l'espace  une  trajectoire  dont  la 
£gure  est  donnée  par  le  genre  et  la  direction  des 
puissances  qui  agissent  sur  le  mobile ,  il  y  aura  deux 
choses  à  considérer,  savoir,  i®.  les  points  du  pro- 
jectile ;  a",  les  points  de  la  trajectoire.  Or  ,  si  les  pre- 
miers points,  ou  les  seconds  considérés  entre  eux,  ad- 
mettent les  différences ,  il  est  clair  que  les  premiers 
points  considérés  avec  les  seconds  admettront  les  va- 
riations, ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  chapitre  précédent.  Cependant ,  afin  de  ne  ])as 
dépasser  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  restreint 
cet  Ouvrage  ,  nous  ne  considérerons  la  méthode  des 
variations  que  relativement  aux  questions  de  maximis 
€t  minimis, 

54.9.  L'intégrale  u  de  Z7  étant  une  fonction  de  x , 
nous  aurons ,  en  représentant  par  u'  ce  que  devient  u 
lorsque  x  augmente  de  Ax,  l'équation 

n'=u^PxAx+r'x-^+P''x~+etc 00 

[form.  (1),  art.  3]. 
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Or,  ai  la  relation  entre  x  et  y  était  connue,  alors  ç 
indiquant  dans  l'équation  ^=:f(a:)  une  fonction   de 

forme  constante,  on  aurait  ix=-t-  **  ^^^^TTJ*®*^*  * 

et  par  conséquent  Px  =  o  ferait  connaître  Textrème 
grandeur  de  u  qui  serait  un  minimum  ou  unmaximum , 
suivant  que  la  valeur  de  {"x  serait  positive  ou  néga- 
tive ,  (art.  69).  Mais  lorsque  la  relation  j^  =  ^  (a:) 
entre  ^  et  a;  est  inconnue  ,  alors  la  fonction  u  n'est 
donnée  que  par  celle  U  dont  elle  est  Tintégrale  ,  et  les 
quantités  Fj7,  f'x. . . .  n'étant  prises  dans  ce  cas  que 
par  rapport  à  A  x  dont  x  est  supposé  augmenter  dans 
^(x)  ,  il  faut ,  pour  obtenir  les  caractères  d'extrêmes 
grandeurs  entre  certaines  limites  de  la  valeur  indéter- 
minée de  u  en  fonctions  de  la  seule  variable  x,  recourir 
à  la  formule  proposée  (566). 

55o.  Le  théorème  de  Taylor  donne 
V^-V  +  ^Ax+^-^  +  ^  — 4-etc      fa) 


ou 


A^  dy        dy  ^x       d?y    A  ir*  . 

A^  ~  35  "^  ^~  "*"  355 ITB""'"^*''- •  •  ^^^  ' 


équation  qui  devant  avoir   lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  A  a;,  a  encore  lieu  lorsque  Aa:=:o;  donc 


^  =  È (c): 


ùkX         dx 

ox ,  il  est  évident  que  si  dans  l'équation  y  =  ^(x), 
^  indiquait  une  fonction  de  forme  constante  ^  on  aurait 
A^=  o  lorsque  Ax=:  o  ;  mais  à  cause  de  la  forme 
variable  indiquée  par  ç ,  la  variable^  varie  pour  une 
même  valeur  dex,  c'est-à-dire,  lorsque  Ax  =  o,  et 
alors  cette  variation  étant  dénotée  par  <îy,  l'équation 
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(c)  deviendra 

^=i «• 

Mais  lorsque  Aa:=:  o,  il  est  clair  que  dx  qui  n'est 
autre  chose  que  la  représentation  de  A  a;  dans  cet 
état  d'absolue  nullité,  lui  est  identique  ;  c'est-à-dire, 
que  le  rapport  des  zéros  respectivement  représentés 
par  A  07  etdXf  est  l'unité  ,  ce  qui  réduit  l'équation  (d) 
à  celle  dy=z  ^y  :  cela  posé  ,  la  formule  (a)  dans  la- 
quelle les  deux  premiers  termes  du  second  membre 

sont  j^  +  -^  ùx  y  étant  mise  sous  la  forme 

y^'y-^Ii  Ax+fx-^  +  f  x|^+  etc (e)  , 

nous  en  conclurons,  d'après  la  théorie  des  suites,  dé- 
veloppée à  l'article  3  ,  que  chaque  quantité  représentée 
par  ix  accentuée  ^  se  composant  de  celle  qui  la  pré- 
cède de  la  même  manière  que  cette  dernière  se  com- 
pose elle  -  même  de  celle  qui  la  précède  >  on  aura 

F(j)=      V^^  =  ^,  et  de  même  ^(a;)  =  ^ 
^  ^  dx  dx**  ^  ^        dx^  > 

r^  07=  "7^.  etc. ,  donc 
dx^ 

Cette  formule  (/)  étant  démontrée ,  on  en  conclura 
sans   peine  ,    que    représentant   respectivement    par 

(•^)i  \'j^)  •  -«ce  que  deviennent  les  coefficiens  dif- 
férentiels-^ ,  -7^. . ,  lorsque  x  devient  a;  +  ^  ^  >    o" 


c 


h 
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aura,  relativement  aux  variations  de  ces  quantitéi|     1^ 

etc. 

Accentuant  T/ ,  ^  >  7/    >   T^  etc.dans  réquation(5G6), 

et  y  substituant  les  valeurs  de  ces  quantités  accentuée! 
déduites  des  équations  {f)  ,  (g)  ,  (A) . .  .on  aura ,  aprè» 
les  développemens  et  les  réductions  nécessaires^  Fé- 
quation 

Or,  nous  observerons  que  u  étant  l'intégrale  de  U 
lorsque  y  =  ^(x)  ,  la  quantité  (p{x)  représentant  une 
fonction  indéterminée  de  x ,  elle  le  sera  encore  lors- 
qu'on considérera  x  accrue  de  sa  différence  constante 
Ax,  donc  u'-=:fU''y  et  mettant  à  la  place  de  u'  et 
de  /C/'  leurs  valeurs  respectives  [équat.  (a)  art.  649  et 
équat.  (0D>  ^^  ûura  celle 

u+?x  A x+î'x^+  etc.  =f[u  +  ^  A X 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
A  X ,  aura  encore  lieu  lorsque  A  a:  =  o ,  donc  u  =/£/, 
ce  qui  est  conforme  avec  Thypothèse,   et  réduit  l'é- 
quation précédente  à  celle 


:d. 


DES  VARIATIONS.  ^7(j 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
de    Aa?,  aura    encore   lieu  lorsque  A  a:  =0,   donc 

forrz:  /-T-.  On  démontrera  par  un  raisonnement  sem- 

-r-^  ,  et  enfin  que  généralement 
î'^x=:l  -j-^.  Or,  je  dis  qu'on  a  généralement  fj:=-T-  ^ 

f  a:=  -7-j. .  .f^'o:  =  -7-^^;^ ,  ce  qu'on  pourrait  démon- 
trer d'une  manière  semblable  à  celle  que  nous  avons 
employée  ci-dessus  pour  parvenir  à  Téquation  (^f)  , 
mais  que  nous  démontrerons  encore  plus  simplement 
de  la  manière  suivante.  Si  Téquation  (a)  de  l'article 
549  était  considérée  par  rapport  aux  dilTérences^  on 

aurait  rx  =  -r-  =;7-  >  d  ou  drx  =  -j-  ;   mais  nous 

/^U         ,  ^U 

■j-  ,  d'où  dPx  =  g-  ; 

donc  égalant  les  deux  valeurs  de  dSx\  on  a  l'équation 
dTJz=.^l]  qui  ne  peut  exister    généralement ,    celle 

fa7  =  /--r— étant  démontrée^   qu'en  tant  que  la  ca- 
ractéristique d  du  premier  membre  se  change  en  celle 

J*  des  variations  ,  donc  Fx  z=z  -7—  ;  et  puisque  Px  dé- 
rive de  Hx  comme    cette  dernière   quantité   dérivait 

dx  a'^U 

de  M,  on  auraPx==  —-= — =  j— r  ,    et  ainsi  de  suite  ; 

dx       doc/ 

donc  i^u=ifW,  ^u-=:fi^U. .  .i^u=fi^U, 

55i.  Gela  posé,  il  est  clair  que  le  caractère  âei 
extrêmes  grandeurs  de  u  étant ,  comme  nous  l'avons  dit, 
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Fx=o  ou  ^u  =  o  ;  il  sera  aussi  indiqué  ^arfi'U'rr:  ô, 
ou  S^U-=^Q  ;  ainsi ,  variant  l'équation  proposée  (566), 
on  aura  pour  caractère  des  extrêmes  grandeurs  de  u 
r  équation 

Mais  dlffi'y]  =  B'di^y  +  dB'^y ,  d'où 

B'dSy  =:  d[_B'Sy-]  —  dB'S^y (6)  : 

de  même  Cd^^y=dlCd^y']  —  dCd^y,Qt  dCdiy 
=  d[dCi'y'\—  d^C^y  ,  donc 

Cd^Sy=d\Cà^y'\—  d{dCiy'\^d^Ciy. . . . (c). 

De  cette  dernière  équation  on  conclura  celle  Ud^^y 
=:d\p'd^iy'\  —d\dUd^'^  +  d^D'ftfy  ;  mais  d^Và:iy 

=  d{d^D'$y'\  —  d^U^y  \  donc 

iyd3J;y  =  d  \Ud^^y  ]  —  ^  [  dD'dcJy  ]  +  d[  d^D'iy  3 

-^'^'^J W, 

et  ainsi  de  suite.  Substituant  ces  valeurs  [[éqnat.  (J>) , 
(0  >  ('O  •  •  •  3  ^^'^  l'équation  (a)  ,  on  aura 

'r5'      dC  ,  rf^o'  -|^ 

I,  rc     dD'  ,       -1,^        ( 

+  à<^  \jb^  ~  d^+  etc.  Jc?<^y         \^^  ^ , ,  _    (^)  . 

-f-  etc. 

donc  représentant  par  k  le  coefficient  de  «Ty  dans  la 
première  ligne  horizontale ,  et  par  «©•  tout  ce  qui  est 
renfermé  entre  les  accolades  sous  le  lien  de  cî ,  on  aura 
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i'Uzrz  hi'y  +  £fo=:  o  ;  or  dtr  étant  une  différentielle 
exacte,  et  Ki'y  ne  pouvant  l'être  que  pour  des  va- 
leurs particulières  de  i^y  ^  il  s'ensuit  que  Téquation 
précédente  ne  peut  avoir  généralement  lieu  qu'en  fai- 
sant 

d'où  ^î/=d<tr  =  o.  Mais  i'u  z=ifi^U  ,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  à  l'article  55o  ,  donc 

^u  =  tr+  c (g"). 

Remettant  dans  ces  équations  {f)  et  (g)  ,  les  valeurs 
respectives  que  représentent  a  et  <tr  ^  on  aura  celles 

.,       dB'      d-C      d^D'  ^   ^  ._  ^ 

.       rB'       dC  ,  dJ'D'       ^  n  .     ,  r^ 
^"=Lâ^  - S^  +  :£?- ^'^ J  ^^  +  Vd^ 

-S+'*^-l^^J^  +Cè-  ''^-  ]^'^+  '*^+'-  •  •  (568). 

JL' équation  (567)  contient  la  relation  nécessaire  entre 
X  ety  pour  l'existence  de  l'extrême  grandeur  de  u,et 
peut  d'après  cela ,  comme  l'a  fait  Lagrange  ,  s'appeler 
équation  générale  du  maximum  ou  minimum.  Cette 
équation  appartient  en  géométrie  à  la  ligne  qui,  parmi 
le  nombre  infini  de  celles  qui  ont  pour  caractère  gé-^ 
jiéral  la  formule  (566)  ,  satisfait  de  plus  au  maximum 
ou  m,inimum  entre  les  limites  données. 

552.  Quant  à  l'équation  (568)  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  celle  (567)  donnant  la  relation  entre  x  et  y  qui 
doit  satisfaire  à  la  questioti  ,  tout  sera  déterminé  dans 
l'équation  (568)  :  or  ,  l'intégrale  i'u  de  i'U  devant  être 
prise  entre  les  limites  données ,  et  ^u  devant  être 
î=  0  entre  ces  limites  ,  il  est  clair  qu'à  la  première 
et  dernière  limite^    la  différence  des  valeurs  respec- 
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tives  de  i^u  sera  nulle  *,  donc  si  nous  représentons  pat 
fu^  et  i'Uf,  les  valeurs  respectives  de  iu  aux  première 
et  dernière  limites,  nous  aurons  Téquation 

«Ta,  —  eTi^a  =  o (5G9)  } 

et  indiquant  d*une  manière  semblable  les  quantités  qui 
appartiennent  respectivement  à  la  première  et  àlader- 
nière  limite,  nous  aurons  d'après  Téquation  (568)  ^  celle 

+— C(£).-Q.+->-[(é). 

—  etc.    Wy%  —  etc.  =  o. , . .  .(670) 

qui  s'appelle  Y  équation  des  limites. 

553.  L*équation  (5G7)est  la  condition  d'intégrabiïité 
de  U  pour  résoudre  la  question  de  maximis  ou  mi- 
nimis  proposée  ;  mais  nous  observeronj*  qu*à  cause  de 
la  coexistence  des  deux  équations  (667)  et  (5^8)  ,  on 
pourra  déduire  une  autre  équation  de  condition  d'in- 
tégrabiïité de  l/'pour  la  solution  en  question,  qui  sera 
indépendante  de  B\  En  effet,  représentant  dansl'équa- 
tien  (5G8)  ,  le  coefficient  de  ^y  parP,  celui  de  d^ 
par  Q  ,  celui  de  d'^^y  par  R  ,  etc.,  on  aura 

lu  —  P^y  +  q  dSy  +Rd^J'y  +  etc  +c. 

Mais ,  conformément  aux  équations  (^),    (c)....  dd 
l'article  55 1 ,  on  a 

Qd^y  =  d{Q^y)  —  dÇi'y 
Rd'^y  z=^d{Rdly)—  d(dRSy)  +d^R^y 
etc. 

donc  cTu  =  (P_rfÇ+  d'^R  '^etc.yy  +d{(Q'^dR 
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■4-  etc.)^+  (il— etc.)<Wy  +  «te. }  +  c,  et  remettant 
lea  Talenrs  de  P,  Q,  A. . .  il  vient 

—  ^  +  etc.  yy  +  Q^  —  etc.)dJ^+etc.  }+c. 

Or,  pour  que  ht  soit  =0,  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  les 
extrêaies  grandeurs  de  u ,  on  voit ,  comme  nous  l'avons 
démontré  relativement  à  l'équation  (e)  de  l'article  55 1, 
qu'on  doit  avoir 

di-^1^'^-3P etC.  =  o....(a). 

.t  ^=(^_-^+etc.>y  + 

(3;^  —  etc.)<«y+  etc (6). 

DiflTérentiant  l'équation  (a) ,  on  a  celle 

dB'        ad'C       5«Pzy  _ 

qui  étant  ajoutée  à  l'équation  (567) ,  donne  celle 

qui  est   Téquation  de  condition  d'intégrabilité  de   U 
dans  l'état  de  la  qilestioii  proposée. 

554*  Nous  allons  examiner  le  cas  où  la  formule 
différentielle  U  ne  serait  que  du  pretnier  ordre.  II 
est  clair  que  dans  ce-cas  lâ ,  les  termes  de  l'équation 
(a) (art.  55i)  afFectés  de  C,  D\  .  .sont  tous  égaux  à 

ftéro  :   car  ai  seulement  le  troisième  terme  -—rz^    ^^ 
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z4-Z(  art.  545)  existait ,  il  s'ensuivrait  que  la  varia- 

tion  i'U  de  U  serait  une  formule  différentielle  du  se- 
cond ordre ,  ce  qui  ne  peut  être  lorsque  U  n'est  que 
du  premier  ordre  ,  puisque  la  variation  n'altère  en 
rien  l'ordre  de  différentielle. 

Il  suit  de  là ,  que  dans  le  cas  où  U  est  une  fonction 
différentielle  du  premier  ordre  ,  Téquation  de  condi- 
tion (571)  se  réduit  à  celle 

^'=0 (a), 

et  l'équation  (667)  devient  — r-  =0,  d'où 

5j  =  a.......(6). 

en  représentant  par  a  une  constante.  Ainsi  cette  der- 
nière équation  (&)  est  celle  qui  satisfait  à  la  question 
du  maximum  ou  minimum  de  fU, 

555.  Puisque  -7-  est  égale   à  une  constante   a ,  il 
est  clair  qu'aux  première  et  dernière  limites^  on  aura 
égalementf -7-- j==r -7- j  =a,  ainsi  l'équation  aux  li- 
mites (570)  >  se  réduira  dans  le  cas  présent  à  celle 
ai^y,  —  ^y,)  =  o (57a) 

Exemple.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre 
des  termes  donnés  sur  un  même  plan. 

Quelle  que  soit  la  ligne  cherchée ,  nous  savons  que  sa 
longueur  absolue  entre  des  termes  donnés,  est  l'inté- 
grale dey/dy''  -f  cLc*  prise  entre  ces  deux  limites  ^art, 
629  ,  forni.  (552)]  ;  donc 

Uz=\/dy  +  d? (a) 
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et  /Z/=  f^dy^+dx^  doit  être  un  minimum  ^  ce  que 
nous  jugeons  pouvoir  toujours  s'obtenir  d'aprèsia  forme 
de  la  valeur  de  U  qui  est  du  premier  ordre ,  et  ne 
renferme  pas  la  variable  primitive^  (art  554).  Variant 

Téquation  (a),  il  vient  JJ7= — ^         d^y.  t\nnn. 

^  ^^'  \/dy^+dx*     ^' 

B'  dv 

T-  =  —7=====  =  a  [équat.  (b)  art.  5541  j  d*où  on 

dx        x^dy^  +  dx^         ^ 

tire  -f-  = —         ■ ,  et  intégrant  il  vient 
^^       \/i—a^ 

ce  qui  est  Téquation  d*une  ligne  droite  formant  avec 
l'axe  des  abscisses ,  un  angle  dont  la  tangente  trigo^ 

nométrique  est— ==.,  et  dont  conséquemment  le 

y  i  —  a* 

sinus  est  a  ;  ainsi  représentant  par  a  cet  angle  ^  Téqua- 

tion  aux  limites  est 

sin  A  (jy^— jya)=  o W 

[[équat.  572]  ;  or ,  si  les  termes  donnés  entre  lesquels 
on  doit  mener  la  plus  courte  ligne  possible,  étaient 
deux  points  fixes  ,  alors  les  ordonnées  y^  et^a  des  li- 
mites étant  invariables,  on  aurait  Jy,  =  o  et  /y^ r=o ; 
ainsi  Téquation  des  limites  (c)  seroit  satisfaite.  Mais 
dans  tous  les  autres  cas  ,  on  ne  satisfera  à  Téquation  (f) 
des  limites^  qu  en  faisant  ^^  —  <^^a=  o  ,  ce  qui  in- 
dique que  les  droites  sur  lesquelles  sont  prises  les  plus 
courtes  distances  sont  parallèles;  ou  en  faisant  sin  ct=o» 
d*où  ££=0;  ce  qui  indique  que  les  droites  successives 
5ur  lesquelles  on  prend  les  plus  courtes  distances  sont 
parallèles  à  Taxe  des  abscisses. 
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556.  Lorsque  les  coordonnées  j^,  ety»  sont  des  limites 

détenuinées^  ainsi  que  les  coef&ciens  différentiels  --^  > 

-7-^. . .  .  -r-  ,    T^  «...  alors  il  est  clair  que  les  ya- 

riations  de  toutes  ces  quantités  étant  nulles ,  l'équation 
aux  limites  (670)  est  satisfaite  d'elle-même  sans  con- 
dition ;  c'est  ce  que  nous  avons  vu  avoir  lieu  dans 
l'exemple  de  l'article  précédent ,  lorsque  les  ordonnées 
des  limites  sont  données  ,  c'est-à-dire  lorsqu'il  ne  faut 
trouver  que  la  plus  courte  distance  entre  deux  points 
donnés. 

Si  au  contraire  aucune  des  valeurs  précédentes  cor- 
respondantes aux  limites  n'était  donnée ,  alors  il  fau- 
drait égaler  dans  l'équation  (572)  chaque  coefficient  à 
zéro  ,  ce  qui  donnerait  autant  d'équations  de  condition 
qui  devraient  être  satisfaites  en  même  temps,  pour  que 
le  problème  des  extrêmes  grandeurs  pût  être  résolu. 
Enfin  si  une  partie  de  ces  quantités  relatives  aux  li- 
mites y  était  donnée  soit  immédiatement,  soit  par 
une  équation  de  relation  qui  existerait  entre  elles  » 
dans  le  temps  que  les  autres  resteraient  arbitraires, 
il  faudrait  réduire  le  nombre  des  variations  des  quan- 

titésj^,,^a,  S^>  •  •  •  ;ji  -•  •  •  au  plus  petit  nombre  pos- 
sible ,  et  égaler  à  zéro  les  coefficiens  de  chacune  di^ 
celles  qui  restent  indéterminées. 
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CHAPITRE  III. 

à 

De  la  méthode  des  variations  dans  les  ques^ 
lions  de  maxiina  au  minima  entre  des  li- 
mites variables  y  et  enne considérant  toujours 
que  les  fonctions  différentielles  à  deux  va^ 
riables. 

No„,  .  W  con^déré  i.^'à  pré»,  ,„  .»  .„ 

OÙ  les  ordonnées  des  limites  sont  à  dès  distances  fixes 
de  Taxe  des  ordonnées  y  mais  il  arrive  la  plupart  da 
temps  qu'on  est  obligé  dans  les  questions  d*extrêmes 
grandeurs ,  de  faire  varier  x  en  même  temps  que  y, 
Nous  allons  nous  occuper  dans  ce  chapitre  de  ces  deux 
variations  simultanées. 

557,  En  suivant  le  calcul  des  articles  55o  et  55i  , 
il  est  aisé  de  voir  que  si  on  avait  opéré  par  rapport 
aux  différentielles  ,  comme  on  Ta  fait  par  rapport  aux 
variations  ,  qu'ensuite  on  eût  représenté  par  Y  le  coef- 
ficient de  i'y  dans  l'équation  (e)  de  l'article  55 1,  et 
respectivement  par  Y',  Y"  ,  Y"'....  les  coefficiens  de  J^, 
dS'y ,  d'^^y, . . .  entre  les  accolades  et  sous  le  lien  de 
la  caractéristique  générale  d  ^  on  aurait  eu  l'équation 

dU=Ydy+dlTdy+Y"d'y+Y''<Py  +  etc.] . . . (a) , 

dans  laquelle  dx  a  été  considérée  comme  constante 
et  dy  comme  variable.  Mais  si  on  avait  opéré  en  sens 
inverse  ,  e'est-à-dire  si  on  avait  considéré  dy  comme 
constante   et  dx  comme  variable^    on  aurait  eu  uno 
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équation  de  la  forme  dJJ  ±=: Y,  dx+âA^  dans  laquelle 
Yj  représente  un  polynôme  analogue  à  celui  représenté 
par  Y  dansTéquation  (a)  ,  etfl  représente  un  polynôme 
oïdonné  par  rapport  aux  ordres  de  la  différentielle 
de  X ,  analogue  à  celui  ordonné  par  rapport  aux  ordres 
de  la  différentielle  dey  renfermé  entre  crochets  dans 
r équation  (a).  Donc  si  on  fait  varier  simultanément 
y  et  a;  dans  le  sens  des  différences ,  on  aura 
du  =  Ydy+  Y,dx  +  dnr (i), 

en  représentant  par  ^  tout  le  polynôme  renfermant 
lès  différentielles  de  tous  les  ordres  de  a;  et  y  jusqu'à 
celui  n  de  U.  Or  de  Téquation  (i)  ,  on  tire  celle 
U — ^  z=f(Ydy  +  Y^dx)  ,  qui  ne  peut  avoir  généra* 
lement  lieu  qu'en  faisant 

Y^'+Y,dx=o (c); 

puisqu'il  n'y  a  que  des  cas  particuliers  qui  pourraient 
rendre  Ydy  +  Y^dx  une  formule  différentielle  exacte. 
Gela  posé,  la  formule  (e)  de  l'article  55i  dans  laquelle 
on  n'a  pas  fait  varier  x,  étant  mise  sous  la  forme 
^ï/=  YcTy  -f-  d^,  on  aura  pour  le  cas  où  x  seule  varie, 

iU=  —  Y  ^  ^x  +  dnr\  à  cause  de  Y,  =— Y  ^ 

[équat.  (c)].  Donc  y  et  x  variant  simultanément  dans 
le  sens  des  variations  S  ;  il  viendra  l'équation 

^U=Y  Çsy  —  ~^^x\  +  d(nff  +  <ts/) (d) 

qui,  comme  nous  l'avons  démontré  à  l'article  55 1  ,  ce 
pourra  généralement  satisfaire  à  l'équation  ^U  =  o  , 
qui  doit  avoir  lieu  pour  les  extrêmes  grandeurs  èefU, 
qu'en  tant  qu'on  aura  Y  =  o  ,  ce  qui  est  l'équation 
(667/.  Ain&i  l'équation  générale  du  maximum  et  du 
minimum  est  la  même ,  soit  qu'on  ne  fasse  varier  que 
y  ,  soit  qu'on  fasse  varier  simultanément  y  et  x. 
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L'équation  Y=o   réduit    celle    (d)   à  l'équation 
^U=d  ('îr+'»0>  ™ai8  hi=  fS^U  ,  donc 

Comparant  l'équation  (d)  avec  celle  (e)  de  l'article 
55 1  ,  on  voit  d'abord  que  Y  multipliant  seulement  iy 

dansl'équation  (e)[art.55i],  et  multipliant  ^ — -^  ^x 

dans  le  cas  où  l'on  fait  varier  simultanément  xtty  ^  il 

dy 
faudra  substituer  de  même  iy  —  ^  «fx  à  la  place  de 

iy  dans  la  valeur  de  «fit  [^équat.  (e)]  ;  mais  d'un  autre 
côté ,  en  effectuant  le»  calculs ,  on  trouve  que  la  va- 
leur de  ^a  dans  le  cas  que  nous  traitons  actuellement , 

Si  augmenté  de  --y —  ;  donc  si  nous  représentons  par 

F(J^)  la  valeur  de  hi  lorsqu'on  ne  fiait  varier  que  j', 
nous  aurons^  lorsque  nous  ferons  varier  simultanément 

y  et  X,  la  valeur  de  hi  qui  sera  F  f  cTy—  -j?-  ^^  j+ "j — • 

558.  Dénotant  comme  dans  le  chapitre  précédent,  les 
quantités  qui  appartiennent  aux  première  et  dernière 
limites ,  on  aura  de  même  l'équation  aux  limites  qui 
sera  cTi/j — ^i^  =  o  ;  et  si ,  comme  cela  arrive  souvent , 
les  deux  limites  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre  , 
on  aura  séparément  cTu,  ==  o  et  ^Ua=z  o. 

Exemple.  TVoui^cr  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données ,  et  tracées  sur  un  même  plan. 

Cet  exemple  diiFère  de  celui  de  l'article  555 ,  en  ce 
que  nous  y  supposions  que  les  deux  termes  entre 
lesquels  il  fallait  mener  la  plus  courte  ligne,  étaient 
d'abscisses  constantes,  tels  que  deux  points  ou  deux 
droites  perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  et  qu*ici  les 
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deux  termes  étant  deux  lignes  quelconques,  courbes  oh 
droites  inclinées  sur  Taxe  des  x  ,  les  abscisses  varient 
en  même  temps  ;  mais  puisque  dans  Tun  et  Tautre 
cas  on  a  Y  =  G  [équat.  (SSj]  ,  nous  en  conclurons  que 
dans  cet  exemple  ,  comme  dans  celui  deFarticIe  555 , 
la  plus  courte  distance  cherchée  est  une  ligne  droite  ; 
ainsi  nous  n*avons  à  nous  occuper  que  de  Téquation 
des  limites ,  et  de  la  manière  dont  la  droite  qui  est  le 
minimum  des  distances ,  doit  couper  les  deux  lignes 
données  qui  la  terminent. 

Nous  avons  trouvé  à  l'article   555  ,  que   --7-  = 

yr-i  r^.   1  ON  >  donc  dans  le  cas  où  y  varierait  seule ,  on 

dy 
aurait  Ju  =  -^     —  iy  [équat.  (570)3  ;  d'où  nous 

conclurons  que  dans  le  cas  où.  y  etx  varient  simul- 
tanément,  on  a  «ra  =  —      -^  (  ^Y r*  Jlr   j 

ydy^'j-dx''  \    ^        dx        / 

H "^ (^^t-  557),  et  faisant  les  multipli- 
cations et  réductions  nécessaires ,  il  viendra 

^^^dyS^  +  dx^ Ça). 

{/dy'^  +  dx^ 
Cela  posé  ^  soient 

(b)....yz=f(x)     et    ^  =  F(x)....(c)  . 

les  équations  des  deux  lignes  qui  doivent  terminer  ?a 
plus  courte  distance  de  Tune  à  l'autre  ,  et  supposons 
de  plus  qu'elles  soient  indépendantes  Tune  de  l'autre  , 
ce  qui  donnera  pour  la  première  limite  [équat.  Qby] , 

^^^  =r  dyi^yi  +  dxii'x^  =  o. . , . (<f)  : 
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or^  l'équation  (b)  étant  successivement  diiFérentiee  et 
variée ,  donne  dy  ==/'  (x)dx  et  Syz=:f  (^x)i'x  ;  élimi- 
nant/'  (x)  entre  ces  deux  équations ,  on  a-^  =^  , 
et  à  cause  que  cette  équation  appartient  à  la  pre* 
mière  limite  [équat.(i)]  ,on  aura  -^=j^;  ainsi  la 

tangente  trigonométrique  de  Tangle  que  formé  la 
tangente  de  la  courbe  au  point  où  elle  est  rencontrée 
par  la  plus  courte  distance ,  étant  représentée  par  t, 
on  aura 

*=ë: w. 

Mais  de  Véquation  (d)  qui  est  relative  à  la  plus  courte 

distance,  on  tire  t^= — j—^;  donc  représentant  par 

T' la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  forme  la 
droite  sur    laquelle  est  prise  la  plus  courte  distance 

avec  Taxe  des  a:,  il  viendra -^== —  ^,  et  substi- 
tuant cette  valeur  dans  l'équation  (e)  ,  on  aura  celle 

ce  qui ,  comme  on  le  sait ,  est  le  caractère  des  droites 
perpendiculaires  entre  elles  (Biot,  art.  3â). 

On  démontrerait  de  même ,  que  représentant  par  f  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  forme  la  tan- 
gente de  la  courbe  de  Véquation  (c)  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  la  ligne  de  la  plus  courte  distance , 
on  a 

donc  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  entre 
deux  lignes  données  est  normale  à  ces  deux  lignes , 
et  par  conséquent  les  tangentes  qui  contactent  les 
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deux  courbes  dans   les  deux  points  les  plus  voisins  ^ 
sont  parallèles  entre  elles. 

Pour  mettre  en  exécution  la  recherche  de  la  plus 
courte  distance  entre  deux  courbes  données  ,  on 
prendra  dans  leurs  équations  respectives  ,  la  valeur  de 

-^  en  fonctions  d*une  seule  des  deux  variables  x  ouy, 

on  égalera  ces  deux  valeurs  de  -J- ,  ce  qui  donnera  les 

coordonnées  du  point  de  Vune  de  ces  deux  courbes , 
par  exemple  la  première ,  où  doit  passer  la  ligne  de 
la  plus  courte  distance  (*)  ;  ensuite  on  trouvera  l'é- 
quation y  =  Tx  -{-  c  àe  cette  dernière  ligne  ,  soit  en 
calculant  Téquation  de  la  normale  de  la  première 
courbe  (art.  1 15)  ,  soit  en  calculant  directement  T'par 
le  moyen  de  Féquation  (f)  ,  et  cherchant  la  valeur  de  c 
d'après  la  condition  que  la  droite  en  question  pas«e 
par  le  point  où  elle  rencontre  la  première  courbe  ,  et 


(*)  Il  semble  qu'on  ne  devrait  e'galer  les  valeors  de  ~r-  prises  dans 

les  équations  des  deux  courbes,  pour  en  déduire  celles  des  coor- 
données jr  et  X  en  quantités  constantes,  qu'en  tant  qu'on  consi- 
dérerait un  point  commun  à  ces  deux  courbes,  et  c'est  ce  qui 
n'a  pas  lieu  dans  ce  cas -ci.  Mais  si  on  imagine  que  la  courbe 
*»g«  5.  EQG  dont  la  plus  courte  distance  h  celle  BCD  est  CF  ,  se 
meut  de  manière  que  le  point  F  de  la  première  de  ees  courbes 
glisse  le  long  de  FCj  il  est  évident  que  quand  le  point  F  sera 
sur  celui  G ,  il  n'y  aura  que  ce  point  de  contact  entre  les  deux 
courbes ,  donc  la  tangente  FI  se  confondra  avec  celle  CH,  et  le  calcul 
précédent  donnera  les  coordonnées  du  point  de  contact  C  j  Or  ce 
point  C  qui  appartient  à  la  courbe  BCD  ,  veste  le  même  ,  soitque 
la  courbe  EFG  contacte  celle  BCD,  soit  qu'elle  se  trouve  à  la  distance 

CF  j  donc  en  égalant  les  deux  valeurs  de  ~-  on  a,  dans  tous  les  ca», 

les  coordonnées  du  point  C  le  plus  voisin  de  la  courbe  EQG. 
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dont  les  coordonnées  sont  déjà  déterminées.  Combi-' 
nant  l'équation  de  la  ligne  de  la  plus  courte  distance 
avec  celle  de  la  seconde  limite  [équat.  (Oj)  on  aura 
les  coordonnées  du  point  de  cette  dernière  ligne  qui  est 
le  plus  voisin  de  la  première  limite. 

Soit ,  par  exemple,  proposé  de  trouver  la  plus  courte 
distance  de  Tare  de  cercle  BCD  ajant  pour  équation  pj    5^ 

y  =  V/  1  — 07* ,  à  Tare  de  parabole  EQG  ayant  pour 
équation  {y —  3)*=  3-  (x — J).  DeTéquation  du  cercle 


^^__ 


X 


on  tire-j^=  \  celle  de  la  parabole  donne 


éy= 


dx        y/  1 


X* 


égalant  ces  deux  valeurs,  on  a 


dx       ^/3(4a:— 0' 

réquation   du  troisième   degré  lar^  —  2X* — 1=0 

dont  les  trois  racines  sonta:-=:  o,  5  et  x  :=:  «—         j;  ; 

ces  deux  racines  imaginaires   prouvent^   ce  qui  est 

évident  de  soi-même  et  doit  toujours  avoir  lieu,   qu'il 

ne  peut  y  avoir  qu'un  point  de  chacune  des  courbes 

qui  satisfasse  à  la  condition  du  minimum  des  distances. 

Substituant  la  valeur  réelle  de  x  dans  Tune  de  ceilet 

^   dy  ,     -  .,  dy 

de  -f^  ,  par  exemple  la  première ,   on  trouve  -r—   ou 

/= 75>  ®t  mettant  cette  valeur  dans  Téquation 

77  +  1  =0  ,  on  a  Tzzzy/'S)  donc  l'équation  de  la 
droite  des  plus  courtes  distances  est  jr  =  0:^/3+ cj 
mais  au  point  G  où  cette  droite  rencontre  l'arc  de 
cercle  ,  on  a  x  =  o  ,  5,  d'où  y=  ^/^TtS;  donc  c=o, 
et  l'équation  de  la  ligne  ACFM  esty^zx\/5't  ce  à 
quoi  on  devait  s'attendre  d'avance  ,  puisqu'étant  nor- 
male au  cercle ,  elle  doit  passer  par  son  centre.  Com- 
binant cette  dernière  équation  avec  celle  de  la  para- 
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Fig.  5.  ^ole  pour  trouver  le  point  F  ,  on  a  a:=  i,4  et  jî=2,a; 
La  première  seule  de  ces  deux  valeurs  satisfait  à  U 
question,  en  donnant  l'abscisse  du  point  F  de  lapara-> 
bole  le  plus  voisin  du  cercle  ;  la  seconde  valeur  de 
X  est  l'abscisse  du  point  M  où  la  ligne  des  plus  courtes 
distances  rencontre  la  branche  supérieure  de  la  pa^ 
rabole. 


CHAPITRE  IV. 

Extension  de  la  méthode  des  variations  dans 
le  cas  où  la  fonction  différentielle  proposée 
est  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre  dô 
de  variables»- 

SSg.  J?  AISANT  pour  abréger  dans  Téquation  {é)  de 
Farticle  55 1  ,1e  coefficient  de  J^  hors  du  lien  de  c{=Y^ 
et  représentant  respectivement  les  coefBciens  de  Jjr , 
JJy  etc.  sous  le  lien  de  d ,  par  Y' ,  Y"  etc  ;  cette  équa** 
tion  (e)  deviendra 

Wz=:zY^  +  d[  r^y  +  Y  Wj  +  etc. } (û)  , 

et  si  ,  comme  nous  l'avons  démontré  dans  le  chapitre 
précédent ,  x  est  variable  dans  le  sens  caractérisé  par 

^,  il  faudra  substituer  Sy  ^--^^x  k  i'y ,  et  ajouter 

eux 

Si,  actuellement  nous  considérons  le  cas  où  U  est 
fonction  des  trois  variables  x,  y,  z,  ainsi  que  de  leurs 
différentielles  ,  en  supposant  toujours  que  x  varie  uni- 
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formément  dans  le  sens  caractérisé  par  A;  alors  I^ 
valeur  de  la  différentielle  proposée  pouvant  être  mise 
sous  la  forme 

^=Ay+Bg+cg^+etc.+a.  +  i^ 

+  c^+etc....(573), 

il  est  clair  qu*en  considérant  d* abord  x  comme  inva"* 
riable  dans  le  sens  caractérisé  par  i" ,  on  aura ,  par 
des  calculs  analogue.*  à  ceux  qui  nous  ont  conduit  à 
l'équation  (e)  de  l'article  55 1 ,  celle 

^U=Y^y+  Zi^z  +  d[Tdy  ^Y'd^y  +  etc. 
+  Z'(hj  +  ZW2  +  etc.} (i)  ; 

dans  laquelle ,  d*une  manière  analogue  aux  quantités 
représentées  par  Y,  Y',  Y". . . . ,  on  a 

,     dV     d^e 

Z'-^^etc. 

fin  examinant  Téquation  (6)  ,  il  est  aisé  de  voir  que 
la  quantité  YJy  +  Z^z  ne  pouvant  être  une  différence 
exacte  tant  que  ^  et  ^z  ont  des  valeurs  arbitraires , 
doit  être  nulle  d'elle-même  ;  on  aura  donc 

YJ;y  +  Z<rz=o (574), 

ce  qui  est  Téquation  générale  des  maximis  et  mi- 
nimis. 

5So.  S'il  n'y  a  aucune  relation  donnée  entre  y  et 
2  pour  une  même  valeur  de  a:,  alors  leurs  variations 
Jy  et  J's  étant  indépendantes  entre  elles  ^  il   faudra 
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pour  satisfaire  à  Téquation  (^J^ ,  faire  séparémeot 

{Y=o     et    Z=o}   (575), 

€t ces  deux  équations  entre  r ,  y  ^z  serviront  à  trouver 
les  valeurs  de  jr  et  z  en  fonctions  de  x  qui  satisfont 
à  la  question  de  maximum  ou  minimum  proposée. 

5 61.  Mais  si  par  les  conditions  du  problème,  on  a 
entre  les  trois  variables  x  ,  y ,  z  une  équation 

F{x,y  ,  z)—o (a), 

alors ,  en  supposant  toujours  x  invariable  dans  le  sens 
i ,  il  faudra  varier  Féquation  (a)  par  rapport  à  y 
et  z,  et  substituer  le  rapport  qu'on  en  déduira  de ^ 
à  ^z  dans  Téquation  aux  extrêmes  grandeurs  (Sj/Ç) , 
ce  qui  donnera  une  équation  sans  variations  qui ,  com* 
binée  avec  l'équation  (a),  donnera  les  valeurs  de  y  et 
2i  en  fonctions  de  x.  Ainsi  en  représentant  par  FC/)  le 
coefficient  de  J'y  lorsqu'on  a  varié  l'équation  {a)  par 
rapport  à  y  seule ,  et  par  F^*)  le  dbefBcient  de  ^z 
dans  la  variation  partielle  de  (a)  par  rapport  à  s ,  on 
aura  réquationF^^)J^  +  FC«)«Pzi=o;  et  éliminant  entre 

cette  équation  et  celle  {Sj^   la  quantité  -rf^,  il  vien- 

o  z 

dra  l'équation 

YFCO  — ZFC/îzrro (576), 

qui  ,  combinée  avec  celle  (a)  ,  donnerales  valeurs  res- 
pectives de  j^  et  2S   en  fonctions  de  x, 

5ff2.  L'équation  (Sj^)  réduit  le  second  membre  de 
celle  {U)  de  l'article  563  à  la  seule  quantité  qui  est 
entièrement  sous  le  lien  dec?;  donc  à  cause  de  i'u^=f^U 
(  art.  55o) ,  on  aura 

Su  =  T^  +  YVJ^y  +  etc.  +Z'^z  +  Z"d^ 

+  etc (^^77)' 

Mais 
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Alais ici,  comme  à  larticle  55a ,  on  prouvera  que  l'é- 
quation aux  limites  doit  être  ^i  —  «Ti/a  =0  [eq,  569]  ; 
donc  dénotant  de  même  qu'àTarticle  cil»é,  les  quantités 
appartenantes  aux  première  et  dernière  limites  de  l'ex- 
trême grandeur  cherchée^  on  aura  pour  équation  aux 
limites  , 

Y[^y,+Y"diy^+etc,  +Z[Hi+Z'[dhi,+  etc.  — 

y;^ja— Y^lJcTy.— etc.— Z;Jz.-Zid*5.— etc.=o..(578). 

563.  £n  supposant  actuellement  que  x  varie  aussi 

f    dans  le  sens  de  ^  ,  nous  démontrerions  de  même  que 

nous  l'avons  fait  à  l'article  55/ ,  qu'il  faut  substituer 

dans  l'équation  (674)  les   quantités  <^y  —  j^  ^^    et 

dz 
l    i'z — -7-  ^x  à  la  place  des  respectives  t'y  et  i'z  ,  ce 

qui  donne  dans  ce  cas-là ,  pour  équation  des  extrêmes 
grandeurs  celle 

à  laquelle  on  ne  pourra  satisfaire  s'il  n*y  a  aucune 
relation  donnée  entre  y  et  z ,  que  par  le  moyen  des 
équations  (575)  ;  ainsi  dans  ce  cas-là  ,  la  variation  de 
j:;dans  le  sens  caractérisé  par  ^ ,  n'influe  en  rien  sur  la 
quantité  d'extrême  grandeur  qui  satisfait  à  la  ques- 
tion. 

De  même  s'il  y  a  entre  les  trois  variables ,  l'é- 
quation F{x,  y  y  2  )  :=  G ,  celle  -  ci  étant  successive- 
ment diiférentiée  et  variée  ,  donne 

F'dx  +  Fydy  +  F^dz  —  o (i) 

FC*)<rx  +  FCr)«jy +  FC'Va  =0 (c) , 

«nreprésentantparF^dx^Py^jr,  F*dz  les  différentielles 
partielles  eflfectuées  de  F  (x,  j^,  »  )  ,  et  par  FC')/x  , 
a.  3a 
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F^^iy,  FC«)«Pz  les  variations  partielles  effectuées  de  It 
même  quantité.  Mais  il  est  évident  que  ralgorithmi 
du  calcul  des  variations  étant  le  même  que  celui  des 
différences  ,  les  coefficiens  de  dx,  dy  et  dz  dans 
Téquation  (b)  ,  seront  respectivement  identiques  avec 
ceux  de  fx ,  ^y  et  i'z  dans  Téquation  (c)  ;  donc  éli- 
minant F' =:F^*)  entre  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura  celle 

et  éliminant  entre  cette  dernière  équation  et  celle  (a) , 
la  quantité  t- ,    on    retrouvera  Téquation 

i'Z -y-    fx 

dx 
(57G)  :  donc  ,'«oit  que  x  varie  ou  ne  varie  pas,  on 
aura  toujours  la  même  quantité  d*extrême  grandeur  qui 
satisfera  à  la  question  *,  ainsi  la  variation  de  x  dans  le 
sens  caractérisé  par  ^ ,  n'inQue  que  sur  Téquation  aux 
limites. 

564-  Pour  faire  une  application  de  cette  théorie  , 
proposons-nous  de  trouver  la  plus  courte  distance 
entre  deux  termes  placés  dans  ^espace. 

Nous  avons  vu  à  Tarticle  55 1  que  la  longueur  ab- 
solue d'une  ligne  dans  l'espace  estyi/Jôc^+SyM^^ 
ainsi ,  d'après  l'état  de  la  question  ,  cette  quantité  que 
suivant  la  notation  actuelle  nous  représentons  par  u 
ou  fU ,  doit  être  un  minimum. 

Variant  l'équation  U  =  v/Ja:*+  dy^  -f"  cfz*,  en  con- 
sidérant d'abord  x  comme  invariable  dans  le  sens  ca- 

^,  .  ,           .               ._.       dydS'y+dzdSz 
ractense  par  ^  ,  on  a  ^c/  =  V  «^-^      —   •    mais 


DES  VARIATIONS.  ^99 

dydiyz=:d(dyiy)-^ydy  et  dzdi'z=d(^dzfz)^i'zd^z; 
donc 

ce  qui  donne  pour  Téquation  générale  du  minimum 

•jY'^y  +  "7r^~  ^ — ^*H  ^^^"-  (^7^)' 

Ainsi  en  supposant  qu'il  n'y  a  aucune  équation  de 
relation  entre  x,  y  et  a  ,  on  satisfait  à  l'équation  (a) 

en  faisant -=^  =  0  et— =  0  [^équat.  (676)]  ,  d'où 

dy  =  o  et  c£*z  =  o ,  et  intégrant  il  vient  les   deu;c 
équations 

{jf=cj:+ i     et    z  =  a'x+i'} (c), 

en  représentant  par  a,  b,  af,  V  des  constantes  in- 
déterminées :  donc  la  plus  courte  distance  demandée 
est  une  ligne  droite. 

L'équation  des  limites  déduite  de  l'équation  (a)  est 

4yi*''y*+^*i*^i""(4>'*^>+^^«^*^)=^— (^C^q^a^-  (578)] , 

et  si  ces  deux  limites  sont  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  on  aura  séparément 

J'Ui  =0  et  ^Wa  =  0',  ou  dy,J^t-f-^2i,^z,=o (p) 

et  ^yJ^y%  +  dz^^z^  =0 (/). 

Ces  équations  se  yérifient  d'elles-mêmes  ,  si  les  deux 
points  entre  lesquels  on  veut  mener  la  plus  courte 
distance  sont  fixes  et  déterminés  ,  puisqu'à  ces  point3 
on  a  les  variations  de  leurs  coordonnées  y  et  z  nulles. 

Mais  si  les  limites  de  la  plus  courte  distance 
sont  des  lignes  courbes  données ,  alors  il  est  clair 
qu'il  faudra  faire  varier  en  même  temps  x,^,  z  ce 

32.. 
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qui  n'influera  en  rien  sur  les  équations  (c)  (art  563) 
et  n'influera  que  sur  les  équations  des  limites (e),  (J)» 
Pour  avoir  dans  ce  cas-là  ces  équations,  considérons 

celle  «Pu  =  jT d^"s  laquelle  il  faudra, comme 

nous  l'avons  dit  précédemment,  substituer  à  J"^  et  «Ta 

les  quantités  respectives  Jy —  ■^Ix^i'z —  -j-  Sx  et 

ajouter  ■   ,     ,  ce  qui  donnera,  toutes  réductions  faites, 

cz<x> 

é'u  =z  -^  ^    — -- — j  ainsi  considérant  toujours 

les  limites  comme  indépendantes  l'une  de  l'autre ,  on 
aura ,  après  avoir  divisé  par  dx ,  les  deux  équations 

Or,  ne  nous  occupant  que  de  la  première  de  ces 
équations  ,  car  ce  que  nous  dirons  pour  la  première 
limite  a  également  lieu  pour  la  seconde;  nous  obser- 

dy.  dz, 
verons  que  -f-^  et  -r-  ,  sont  respectivement  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  forment  avec 
l'axe  des  x,  les  projections  de  la  plus  courte  distance 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  ;  donc  représentant  la 
tangente  du  premier  de  ces  angles  par  T,  et  celle  du 
«econd  par  7^ ,  Téquation  (g)  deviendra 

T^y,+  T'Sz,-^^x^=o (0; 

cela  posé  ,  représentant  par 

{y=f(.^)     et    z=:f'ix)} (A), 

les  équations  de  la  première  limite  ,  at  opérant  snc-r 
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cessivement  par  voie  de  différentiation  et  de  variation 
sur  ces  deux  équations  »  comme  nous  l'avons  fait  sur 
Téquation  (A)  de  Tarticle  558  ,  il  viendra 

{^.=è'-    et    /*.=  g^^x. }...(/). 

Mais  -j^     et    -^  représentent  respectivement  dans 

ces  deux  équations,  les  tangentes  trigonométriqu es dea 
angles  formés  avec  Taxe  des  x  par  les  projections  de 
la  tangente  à  la  première  limite  sur  le  plan  des  yx 
et  des  xz  \  donc  représentant  par  t  la  première  tangente 
trigonométrique  ,  et  par  i  la  seconde,  les  équations  (/) 
se  réduiront  à  celles 

{<Jyj  =  t^Xï     et    <rz,  =  t'i^r,} (m), 

danslesquellesil  est  évident  que  fy^^  9z^  et  i'x^  sont 
des  variations  respectivement  identiques  avec  celles 
dénotées  de  même  dans  l'équation  (/),  puisque  les  coor- 
données de  la  plus  courte  distance  et  de  la  première 
limite ,  étant  identiques  au  point  où  la  première  de  ces 
lignes  rencontre  la  seconde ,  il  est  clair  qu'à  un  autre 
point  delà  première  limite  où  elle  sera  rencontrée  par 
une  ligne  de  plus  courte  distance  qui  est  une  varia- 
tion de  la  première  ,  les  coordonnées  y^ ,  Zx  et  x^  du 
premier  point  auront  éprouvé  ]t9  mêmes  variations 
J^i,  i'z^  et  <rX(  :  nous  pouvons  donc ,  d'après  cela,  subs- 
tituer les  valeurs  de  fy^  et  /si  données  par  les  équa* 
tions  (m)  dans  lequation  (j) ,  ce  qui  donnera  celle 

{Tt+Tt!  +  i)^x^z=.o , 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  de  la  va- 
leur de  9x^ ,  ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu'en 
faisant 

équation  qui^  comme  on  le  saitj  est  le  caractère  de 
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la  perpendicnlarité  de  deux  droites  qui  se  rencontrent 
dans  l'espace  (  Biot ,  art.  4^);  donc  la  ligne  des  plus 
courtes  distances  est  perpendiculaire  à  la  tangente  de 
la  première  limite  :  on  démontrera  exactement  de 
même  ,  qu'elle  est  aussi  perpendiculaire  â  la  seconde 
limite.  Donc  généralement  la  plus  courte  distance 
entre  deux  lignes  quelconques  dans  l'espace ,  est  la 
droite  qui  coupe  à  angles  droits  ces  deux  lignes. 

Si  on  enveloppe  ces  limites  par  des  surfaces  ,  et  qu'on 
fasse  passer  des  plans  par  les  deux  tangentes  que  nous 
avons  considérées  ^  il  est  clair  que  ces  deux  plans  , 
perpendiculaires  sur  une  même  droite,  seront  pa- 
rallèles entre  eux  :  donc  la  plus  courte  distance  entre 
deux  surfaces ,  est  égale  à  la  distance  des  deux  plans 
respectivement  tangens  à  ces  deux  surfaces^  qui  sont 
parallèles  entre  eux. 

565.  Ces  premiers  principes  du  calcul  des  variations, 
que  j'ai  rendus  les  plus  simples  possibles ,  étant  bien 
médités  et  entendus  par  le  lecteur,  il  pourra  L're 
avec  fruit  les  ouvrages  de  Lagrange  sur  cette  brancbe 
d^analyse  que  les  bornes  de  cet  Ouvrage  m'empêchent 
de  poursuivre  plus  loin.  Je  finirai  seulement  par  ob- 
server que  la  seule  comparaison  des  équations  (568), 
dans  le  cas  de  deux  variables  ,  et  (577)  dans  le  cas 
de  trois  variables,  fait  aisément  avoir  la  forme  des 
équations  analogues  pour  un  plus  grand  nombre  de 
variables ,  et  par  conséquent  ce  que  doivent  être  les 
équations  générales  des  extrêmes  grandeurs  ,  et  des 
limites  pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 
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SECTION  VII. 

Calcul  intégral  aux  différences  ,  et 
application  de  ce  calcul  à  celui  de 
la  sommation  des  séries. 


CHAPITRE  I". 

Règles  fondamentales  et  intégration  des  fonc* 
lions  aux  différences  du  premier  ordre  algé- 
briques et  transcendantes  à  une  seule  variable, 

566.  JLiE  calcul  dont  nous  allons  nous  occuper ,  et 
qui  s'appelle  aussi  Calcul  inverse  des  différences ,  est , 
relativement  a  celui  aux  différences ,  ce  qu'est  le  Calcul 
intégral  proprement  dit ,  relatiyement  au  Calcul  dif- 
férentiel ,  c'est-à-dire  qu'il  a  pour  objet  de  remonter 
des  différences  aux  quantités  primitives ,  ainsi  AX  étant 
la  différence  d'une  fonction  quelconque  variable ,  son 
intégrale  est  X. 

567.  On  se  sert  pour  indiquer  l'intégration  aux 
différences  de  la  lettre  caractéristique  2;  ainsi  2AX=:^X. 
Quelquefois  la  formule  qui  est  sous  le  lien  de  2  ne 
renferme  pas  la  caractéristique  A  ^  mais  elle  y  est  sous- 
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entendue.  Par  exemple,  2X  doit  être  prise  comme 
Tintégrale  d'une  quantité  dont  la  différence  est  X, 
c'est-à-dire  qui  s'accroît  de  X  lorsque  x,  dont  X  est 
une  fonction  >  augmente  de  sa  différence  Ax, 

568.  De  ce  que  les  constantes  combinées  par  voie 
d'addition  ou  de  soustraction  avec  les  variables ,  dis- 
paraissent lorsqu'on  prend  la  différence  d'une  fonction 
variable  (art  7)  ^  il  suit  évidemment  que  l'intégration 
aux  différences  d'une  formule  ,  admet ,  comme  dans 
le  Calcul  intégral  aux  différentielles  ,  des  constantes 
arbitraires  qu'on  détermine  ensuite  d'après  certaines 
conditions  de  la  question  qui  adonné  lieu  à  ces  calculs. 

5S9.  Puisque  A(AX)=AAX  ,  on  en  conclura  qu© 
2SAAX  =  A2AX  ,  et  que  conséquemment  lorsque  la 
formule  aux  différences  qu'on  veut  intégrer  a  un 
facteur  constant  ^  on  peut  passer  ce  facteur  en  avant 
du  signe  d'intégration. 

570.  Représentant  par  X  ,  Y ,  Z  des  fonctions  mo- 
nômes de  variables,  on  sait  que  A  (X +¥-}- Z) 
=AX+AY+AZ  ;  donc  2(AX+AY4.AZ)=X+Y+Z  ; 
mais  X  =1AX ,  Y  =  2AY  ,  Z  =  2AZ  ,  donc  2(AX 
+  AX  +  AZ)  =  2AX  +  SAY  +  2AZ  -,  d'où  nous  con- 
clurons que  l'intégrale  d*un  polynôme  ,  est  égale  à  la 
somme  des   intégrales  de  chaque  terme, 

671 .  Otant  la  caractéristique  A  du  premier  membre  de 
l'équation  (63)[art  178],  mettant  celle  2  en  avant  du  se- 
cond nuembre,  et  divisant  l'équation  résultantepar  a, (art. 

5S9)  ,  on  a  celle  a;"*!!:  2rma7^-*Ar+  ^^^"^  '  ^  j^^Ax* 

H — ^^ -^ ^  x"»~3^^3  ^  etc.  h   et  considé- 
rant Ax  comme  une  quantité  constante  ^  il  viendra  ; 
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â*après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  deux  articles  pré^ 
cédens , 

a.o 
Faisant  successivement  dans  cette  dernière  équatîoa 
m  =  1 ,  â,  3,  4-  *  «0°  ^  celles 

a:*  =2Aa:Sx  +  Ar^Xx*» 

x^  =4Ax2x3+  6Ax*2;x*+4Ax3Sx  +  Ax<2x» 
etc. 

Prenant  dans  cbacune  de  ces  équations  ,  à  partir  de  la 
première  ,  la  valeur  de  Tintégrale  de  la  plus  haute  puis* 
sance  de  x  ,  et  y  substituant  les  valeurs  des  intégrales 
des  puissances  inférieures  de  x  qui  résultent  successi- 
vement des  équations  qui  précèdent  celle  pour  laquelle 
on  opère  y  on  aura  les  formules  suivantes: 

X 

2x»=  — 
Ax 

aAx        â 

X  X*        !2Ax 

~  4Ax  a  "^     4 

-,   , x^  x^         x^Ax        xAx^ 

""  5Ax  T"*"— 3~       "576 
etc. 

Au  reste ,  on  peut  trouver  directement  la  valeur  de 
:Ex^  par  le  moyen  des  coeffîciens  indéterminés  ;  en 
effet,  soit 
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2x*=  Ax«'*-'+  Bjf^+Cx^-^^^  etc (a). 

A ,  B  ,  C. . .  étant  des  quantités  constantes  indéter- 
minées. Prenant  la  différence  de  cette  équation ,  il 
Tient  X"»  =  AAx'»-+'*  +  BAa;«+*  +  CAj:»^  +  etc.  ,  et 
effectuant  les  développemens  des  différences  partielles^ 
par  le  moyen  de  la  formule  (G3)  ,  on  aura  une  équa- 
tion aux  différences  du  premier  ordre  qui ,  devant  atoir 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x ,  donnera  en 
même  temps  autant  d'équations  que  de  quantités  in^ 
déterminées ,  d*où  on  déduira  la  loi  suivant  laquelle 
tontes  ces  quantités  se  lient  entre  elles,  de  manière 

qu'à  partir  de  la  valeur  de  A=  7 — ; — rr—  >  on  dé- 
^       '^  im+i)ùx 

dnira  successivement  d'après  cette  loi ,  les  valeurs  de  B , 

C>  D. .  • .  ,  et  les  substituant  ensuite  dans  Téquatioii 

(a)  ,  on  aura  généralement 

(m+i)Ax      a       *  2  2.3 


1 7n(7n—  i)(77i —  2)Aa;5  __ 
6  2.3.475 


X 


3 


imCm-~i)...(m— 4)Ax^  ^«-5 

6      2.3 7 

3  m(m — i)...(m — 6)Ar7 
10        a. 3 ^ 

5  m(m— 1)...  (m—»  8)  Aj:9  ^^_^  S .  (SSo). 

6  2.3. .......11 

_69i^  m(m— i)...(m  — io)Ajc"  ^^^ 
210  2.3 i3  ^^ 

35  m(m— i). .  .(m  — i9)Aa7'3 

a  2.3 i5 

_36i7m(77i— i)...(77i— ]4)Ar^5    ^^^ 

5o         a. 3 TTTTt  ^ 

etc. 
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Exemple.  Intégrer  le  polynôme 

ax'  —  bx+  e (i) 

en  prenant  la  différence  constante  Ax  =  i . 

Représentant  parX  le  polynôme  (i),  on  a  XX=aXx? 
—  bXx+  e2x**  ,  et  substituant  les  valeurs  de  Sar* , 
2x  et  Sa:®  données  par  les  équations  de  la  table  (Sy^), 
il  vient 

xx=xL— -— +(-^;  ^•+""T-J  +^»**-co. 

572.  Proposons-nous  maintenant  d*intégrer  la  formule 

x(x-}-Ax)(a:  +  2Ax)Cx  +  3Ax) . .  .(x  -f-  nAx)....(a). 

Pour  parvenir   à  cette  intégration,  soit  fait 

y  =(a;-{-a)(x4-ûf  +  ^J^)(^  +<ï  +  2Ax)...|^x+a 
+  (7i+i)Ar] (A), 

et  prenons  la  différence  de  cette  formule  y  ce  qui  nous 
donnera  Ay   ou 

A[(x-|-a)(x+û-f-Ax)(x+a4-2Ax) [x-Hf+C^+O^^]} 

==(x+a-f-Aa:)(x+a-f-2Ax)(x4-a+5Ajc). .  .[x+a 
4-(îi+2)Ax] — (x+û)(x+a+Ax)  (x+«  +  a^Jf) 
...[x+a-f-  {n+i)Ax]={x'\-a'\-£ix)(jx:+a'^sJ!:^') 
...[x+a+(;i-f-i)Ax]  (7i+2)Aj; (c). 

Faisant  pour  sdjréger  a  4-Ax=:p,  divisant  par  (7i-|-a)Ax 
et  intégrant ,  on  a 

^(•^+P)(jp+P+Ax)(x+p+aAx) . .  .(x+p+iiAx) 
=r(a7+p— Ax)  (x+p)  (x+p+Ax)  (x+p+3Ax) . . . 
...(x+p+wAx)  :  (/i+2)Ar4. const {d). 

Soit  actuellement  Ax  =  —  a  ,  d'où  p=o  ,  ce  qui  ré- 
duira Téquation  précédente  à  celle  que  nous  voulions 
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obtenir 

Xr(x4-Ax)(x+aAx) . .  .(x+FiAr)=(a; — ùix)x(x+^) 
(x+2Ax) (jc+/iAx):(7i+a)A.r4-  const. . .  .(58i). 

573.  Faisant  a  =  o  d'oùp=  Ax  ,  réquation  (d)  de 
Tarticle  précédent  se  réduira  à  celle 

2(a:+Ax)(a>4-aAr). .  .{x+nAx)-=x(x+Ax) . . . 
•  •  .C"^+(/i+i)Ax]:  (/^+■2)Ar  4-  const (682). 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  formule  peut  se 
déduire  immédiatement  de  celle  (58 1),  en  mettant 
dans  cette  dernière  x  +ùx  à  la  place  de  x, 

674.  Pour  intégrer  la  formule 

---------'^•--— ----------------^-----—--^— ------ ------~,  nous  ferons 

x(x-^Ax)  (x  +  aAx) ( J?  +  nAx) 

^        (x  +  a)  (x  +  a+Ax) (x  +  a+nAx)' 

prenant  la  différence  de  cette  dernière  équatioD^ 
nous  aurons  »  toutes  réductions  faites , 

.  —  iiAx 

■^       (x+a)(x+a  +  Ax). .  .(x+û  +  'ïAx) 

divisant  cette  dernière  équation  par  —  nAx ,  intégrant , 
mettant  à  la  place  de  y  sa  valeur  et  faisant  a  ;=  o^ 
il  vient 

^  ""7 — "ï — Â — w — ; — 7 — ^ -%  — r  =  const. 

x(x  +  Ax)(x+2Ax) (x  +nAx) 

"~/ïÂrLx(x+Ax)(x+2Ax) . . .  [x+(«—  I  )  Ax]  J^^^^  • 

675.  Nous  nous  proposerons  encore  d'intégrer  la 
formule 

(x  -J-  aAx)(x + ^Ax)  (x  +cAr)  etc. ^^^' 
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dans  laquelle  a,  6,  c. .  .représentent  des  nombres  en- 
tiers,  positifs  et  inégaux  entre  eux. 

Soit  supposé  que  a  est  la  plus  petite  des  quantités 
constantes  a  ,b  ,c, , ,  ^  et  faisons  2=  x  4-  oAx  ,  d'où 

Azz=ùx    et    a?=i— oAj; (b)  ^ 

substituant  cette  valeur  de  x  dans  la  formule  pro- 
posée (  a  ) ,  et  faisant  pour  abréger  b  —  a  =  a\ 
c  —  a==  y. . .,  on  aura  à  intégrer  la  transformée 

l (A 

z(z  +  a'ùz) (z+ b'ùz.)  etc.       "  ^  ^ ' 

Pour  parvenir  à  cette  intégration,  il  faut  dépecer 
la  fraction  (c)  en  autant  d'autres  fractions  delaforme 

-7 — \ — TT-^%     ,    .  y/A      etc.  qu'il  y  a  de  facteurs  bi- 

nomes  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  qu'on  dé- 
compose {voyez  le  dix-septième  chapitre  de  1*  Algèbre); 
ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à  l'intégration  d'une 

mite  de  fractions  de  la  forme  —r — -. — ttt^ 

zyz  +  a  Aa) 

Ecrivant  cette   dernière    fraction   ainsi  qu'il   suit 

.__—  X  — T-~ — rr-r  t  et  faisant  pour  le  moment  abs- 

û  Aa        2  (  a+  a  Az)  ^ 

traction  du  facteur  constant  -7-—  que  nous  restitue- 

û  Az  ^ 

rons  à  l'intégrale  ,  posons  l'équation 

,— j — -  ,  d  où  M  =  1  et  N= — 1  ; 


2i(z+a'A&)      z        a+a'Aa 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précé- 
dente et  intégrant,  on  aura 

=  2-  —  S  —, — TTT W- 


z  ^a-f-a'A»)  '^     7h  »  +  a' As 
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Or ,  remarquons  que  m  représentant  un  nombre  entier 
«t  positif ,  on  a  A  -^L^=^^  ^  J_^  ^  ^^  -  j^-^; 

donc 

'        +2       ' 


z+(pfir-\-i)ùz       s-j-TîiAa  z-f-mAa* 

faisant  successivement  dans  cette  équation  m  =o  ^  i , 
a ,  5, . .  .a' —  1  ,  il  viendra 

^  ^  —  ^  ,^         I         —  ^  I     '     I     ï' 

24-âA:&       z+Aa  '   -  z+Aa        2,+A;a   *   z  z 

:     '     ^     ^       IS     ^     :^^  I     '      r      '      ir' 

z-+-3As     Z+2A&        z+aAz     z      a-f-Az      z+aAz        z 


-.1  1.1.1  .  1  .-1 

X 7—  =~-4 H —...-( ? 1-2-; 

z+aAz      z      z+Az      z+2Az  ;&+(« — i)Az        z 

prenant   dans  cette   dernière  équation  la  valeur  de 
2 2  ,      ,  la  substituant  dans  Téquation  (d)  ^ 

z  z  ~T^Ct  I  \z 

et  multipliant  les  deux  membres  par  -7 — .  on  a 

'^      a  Az 

2 :^^ = ^/i4._i_  +  _L_ 

z(z  +  û'Az)  a^Azlz    "^  z+Az      z+aAz 

r  •  •  •  -) ^.—7-7 N-T~  f  +  const. 

z-{-(a' — i)Azj 

Mais  z  =  x  -f-  aAx  [équat.  (i)]  eta'==  6  —  a  ;  donc 

2___A_ ^  ^       f       ^ L-__l_ 

(x+G  Ar)  (x+iAx)  (^ — a)  1  x+ûAr  "^  x+(aH- 1  )  ù^jC 


AUX  DIFFERENCES.  5l  l 

Mettant  respectivement  B  et  c  à  la  place  de  A  et  A  daiu 
réquation  (e),  on  aura  l'intégrale  d«(^^.^^)(^+^^» 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  intégrales  réunies  donne- 
ront celle  de  la  formule  proposée  (a). 

57S.  Proposons-nous  enfin  d'intégrer  la  formule 

A+Bj? . 

X  (j;-f  ûAjt)  (j7-f-AAr) (x+pAa;)  (x+çAx)  '"^^^* 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  quantités  constantes 
quelconques  déterminées  ,  et  a,b, .  ,p,q  des  nombrei 
entiers  et  positifs. 

Représentant  par  M  une  quantité  constante  indéter- 
minée ,  écrivons  la  proposée  (a)  en  ajoutant  et  retran- 
chant en  même  temps  la  fraction 

M 

X  (x+a<:Xr)  (x+bâu:) {x+pAxy 

ensuite  réduisons  les  deux  premiers  termes  de  ce  tri- 
nôme au  même  dénominateur  ,  en  multipliant  M  par 
X  -|-  qù,x  ^  et ,  pour  abréger ,  représentons  le  dernier 
terme  de  ce  trinôme  qui  est  la  fraction  en  même  temps 
ajoutée  et  retranchée  ,  par  X  ,  ce  qui  donnera  la 
formule 

Or ,  puisque  M  est  une  quantité  constante  indétermi- 
née ,  on  peut  égaler  —  ,.  .  ^-—  au  second  terme  d'un 

quelconque  des  facteurs  binômes  du  dénominateur^ 
excepté  le  dernier^  car  alors  M  disparaîtrait.  Soit  donc 
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fait,  par  exemple,  —         ^ —  =  aAx,  d'où  on  tire 

A— aBAx 
M  = -— (c). 

aAx —  qAx  ^ 

Cette  valeur  de  M  étant  actuellement  déterminée; 
représentons  par  G  la  quantité  constante  déterminée 
B4*  M)  ainsi  nous  aurons  à  intégrer  le  polynôme 

G 

(jc  +  aAjc)  {x-^bùx).. .  ,(x+qùx) 

>  I    aCAx _X         Cd^ 

^  xÇx+aAx)  (x-f-^Ax). . .  .(jc+qùjc)      '^"  "  ^  -^  ' 

dont  les  trois  termes  s'intègrent  par  la  méthode  en- 
seignée dans  l'article  précédent. 

Passons  maintenant  à  l'intégration  des  quantités  ex* 
ponentielles. 

677.  Nous  ayons  démontré  à  Vart.  8a  Téquation 

A.a'=  a*  (a^^—  1  ) (70)  ; 

A. a* 
d'où  on  tire  a*  =  -— -^ ,  et  intégrant ,  il  vient 

a^^ —  1 
Sa'  =  —^- h  const (584:). 

678.  Mais  plus  généralement,  proposons-nous  d'in- 
tégrer x^a'^.  On  a 

A(a:»a*)  =  (a;+Ar)«a*a^^—  x''a'=ix''a^a^' 
+nx«-'a*a^^Ajc  +  ^^^i^^a:«-*û'a^^Ar». .  . . 

+a'a^^ùix* —  x^'a''. 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  x*a'  ,  di- 
visant 
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visant  par  a^' —  i  et  intégrant ,  il  vient 


+  ^^2lZi2  AxX  (x«-*a*) . . .  +Ax«-«Xa*n (585). 

Faisant  successivement  n=3i,â,3 ,  et  substi- 
tuant à  ]a  place  de  2a*  sa  valeur  [équat.  (584)»  ^^^ 
577] ,  on  a 

2(a;a*)  = x 1 

a^^— iL         a^'— iJ 

^C^'^")=-Tï 17—    3s(x«a')+SAxS(xa') 

+  ^'^^  n 


etc. 


D*où  Ton  Yoit  que  par  des  simples  substitutions ,  on 
parviendra  aisément  à  avoir  Tintégrale  de  x"a'^  quelle 
que  soit  la  valeur  entière  et  positive  de  n. 


x"» 


573 .  Pour  intégrer  la  formule  — ,  nous  commence- 

rons  par  prendre  sa  différence  ^  ce  qui  nous  donnera 

.  /x"'\       (x+Ax)"*       x^          x^               x^-»Ax 
A(---)=i^ — ^—-i = ^m — 

m(m — 1)  x"*"^Ax*  Ax"         x* 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  —^ ,  divi- 
a.  33 


i 


5i4 
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AX 


sant  les  deux  membres  par  - 
Tient 


a 


Ax 


et  intégrant^  il 


.m— Il 


Faisant  successivement  dans  cette  équation  ?ii.=  0|  i  j 
â ,  3. . . .,  on  forme  la  table  suivante  , 


+ 


Ax 


Ax* 


.Ax 


etc. 


3?       x* 
d*où  on  tirera  sans  peine  les  valeurs  de  X  —  »£•--...« 

a        ar 

dégagés  du  signe  de  sommation  ^par  le  moyen  de  simples 

substitutions  successives. 

58o.  Combinant  ensemble  les  équations  (j3)  et  (j/Q 
[jàit.  86  et  87]^  on  a  les  deux  équations 

sin  or  ==  —  |^  [  A  sin  a;+  cot  ^  AxA  cos  x]   . . . (a) 
cosx=      i[A  sin  xcot^Ax — Acosx]   ...(i), 

Intégrant  Téquation  (a) ,  on  a 

S  sin  «  =  —  ~  [sin  x  +  cos  x  cot  j  A  orj 

i  [sin  xsin^Ax+cosxcos^Ax] 

sin^  Ar  ' 

et  finalement 
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X8mx=  const. ^^ — 7-^ (^pq). 

a  ain  ^  ^^  ^ 

L'intégration   de   Téquation    (  &  )    doane  S  cos  x  =3 

■5  (sin  xcot  5  Aj:?— cosop),  ou 

sm(x— lAx)  -  ^        ,-     ^ 

S  cos  X  =  — -^-; — r-7 ^  +  const. . . .  (5ûo). 

2  sm  ^  Ax        '  ^  J  ^ 

58 1.  Plus' généralement  y  on  pourra  obtenir  les  inté« 
grales  de  x'^  sin  a;  et  a:"  cos  x  en  combinant  ensemble 
les  équations  (78)  et  (79)  [  art.  90] ,  afin  d'en  déduira 
les  valeurs  de  a:"  sin  x  et  x"  cos  x;  ensuite  faisant  suc*» 
cessivement  n=zo ,  1,22^3...,  et  intégrant,  on  aura 
pour  7t  =  G  les  équations  (.589)  et  (590).  Faisant  71=  i, 
on  aura  par  Tintégration ,  les  Valeurs  de  Sx  sin  x  et 
£x  cos  X  ,  renfermant  S  sin  x  et  2  cos  x.  Faisant  n= a , 
on  aura  en  intégrant^  les  valeurs  de  Sx^sin  x  et  Sx^cosx^ 
dans  lesquelles  se  trouveront  2  sin  x ,  S  cosx^  Sx  sinx , 
Sx  cos  X.  Enfin  généralement  pour  l'exposant  n  ,  on 
aura  les  valeurs  de  Sx"  sin  x ,  Sx"  cos  x ,  renfermant 
les  intégrales  Sx""*  sin  x  ,  Sx"""*  cos  x ,  Sx""^8in  x  , 
Xx"~*  cos  X. ..  .S  sin  X,  S  cos  x;  donc  par  des  substi- 
tutions successives ,  on  obtiendra  les  intégrales  deman- 
dées de  x"  sin  x  et  x"  cos  x.  Tous  ces  calculs  n'offrent 
aucune  diificulté ,  mais  sont  trop  longs  pour  être  placés 
ici.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  de  même  aux  intégrales 
des  autres  lignes  trigonométriques^  qui  se  déduisent  aisé- 
ment de  celles  des  sinus  et  cosinus,  et  finirons  ce  cha- 
pitre par  les  intégrations  de  Ix  et  ix^  (^)  que  nous 
rencontrerons  encore  dans  le  chapitre  suivant. 

582.  On  a  A/ (x — Ax)  =  /x  — /(x  —  Ax);  donc 
S/x  =  /(x  — Ax)  +S/  (x—  Ax)  ',  d'où  il  est  aisé 

(*)  Il  faut  faire  attention  que  Ix*  exprime  le  logarithme  de  U 
puisttaace  x  de  X;  et  non  pas  la  paiiiance  x  de  ix. 
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de  conclure  qu'on  a  également 

S/(x—  Ax)  =  /(a;— 2Ax)  +  x/(x — flAx) 
2:/(x— aAx)  =  /(x— 3Ax)  +  J^l(x — ZAx) 
etc. 

Donc  par  des  substitutions  continues^  en  remontant 
jusqu'à  la  yaleur  de  s/o; ,  on  aura 

X/a:  =  /(a;  — Ax)  +  /(x —  âAx)+/(x — 5Ax) 

. .  .+  /Ar +  /c, 

en  représentant  par  c  une  constante  arbitraire ,  d'où 

2/a:  =  /[](x  — iXr)(x— 2Ax). .  .Ax.c]..  ••(îgi), 

ce  qui  est  l'intégrale  complète  demandée. 

583.    De  l'équation  A/(x— ûx)'-^'  =  Ix* 

—  l(x  —  Ax)^-  ^  ^,  on  tire  celle 2/x*=:/(x^Ax)*-  ^' 

+  2/(x  —  Ax)**"^^;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  qu'on 

a    généralement  X/  [  x—  (  ti  —  i  )Ax]  *"" (**  "*  ^^  ^* 

=  /  [x  —  TiAx]*-" ^*  +  l/[x—  nAx]^""" ^*  ;  donc 
faisant  successivement  7i=:i  ,  â,  3«  •  ./t^  on  aura  une 
suite  d'équations  qui  ^  par  des  substitutions  successivcil 
en  remontant  jusqu  a  la  valeur  de  X/x',  donneront 
l'intégrale  demandée 

S.ljf^z  /[(x—  Ax)^-^*  (X  —  2Ax)*-^^' 

Ax^*c] (593). 
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CHAPITRE  IL 

De  Vintégration  des  équations  linéaires  aux 
différences  finies  d^un  ordre  quelconque  et 
à  une  seule  variable. 

584.  JVeprésentant  par  ^  et  X  des  fonctions 
quelconques  de  la  variable  x  ,  V  équation 

afx  +  bA.fx  +  cù.*.fx. .  .+(/A"./c  =X (BqS)  , 

dans  laquelle /jc  et  ses  diiférences  de  tous  les  ordres 
ne  sont  élevées  qu'à  la  première  puissance  ,  s'appelle 
équation  linéaire  aux  différences  de  l'ordre  n. 

Si  nous  parvenons  à  déduire  de  l'équation  précé' 
dente ,  la  valeur  de  fx  délivrée  de  différences  ,  il  est 
clair  que  l'opération  que  nous  aurons  faite^  équivaudra 
à  une  intégration  de  l'ordre  n^  età  cause  que  chaque 
intégration  exige  une  constante  >  il  est  évident  que  dans 
réquation  finale  délivrée  de  toute  différence  A./r  ,  il 
devra  y  avoir  n  constantes  arbitraires ,  dont ,  à  l'ordi- 
naire ,  nous  déterminerons  les  valeurs  d'après  la  nature 
de  la  question  qui  aura  donné  lieu  à  ces  calcul  s  , 
lorsqu'ils  auront  un  objet  d'application. 

585.  Supposant  pour  plus  de  simplicité  Ax  =  i  ,  et 
représentant  généralement  pary(a:  +  7i)  ce  que  de- 
vient f{x  +  71  —  i)  lorsqu'on  y  substitue  a?  + 1  à  la 
place  de  X ,  il  est  clair  qu'on  aura 

A./x  =/(a;  +  0— /r 

A^/x  =A./îa:+i)— A./r==f(a:+3)— 2/(x+i)-f./r, 

A\fx  =A./(a?+a)— 2A/(a:+i)+A/x=/(x  +  3) 
—  3/(x  +  2)  +  3/(x+i)-/x: 


I  • 
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on  trouvera  de  même 

A«./x=/(x+4)-4/(x+3)+G/(x+2)-4^(x+x)+fr 
enfin  on  a  généralement 

^  -5^ ^ ^/(r  +  n  -.3)...db/x....(594)  ; 

Le  signe  positif  lorsque    n  est  un  nombre    pair^  le 
signe  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Substituant  ces  valeurs  de  A.jfo;,  A.^...A"j/j;  dan* 
réquation  (S^S),  et  faisant  pour  abréger 

,    B  =  i-  ac  +  3d. . .  .rp  â.5~ln-i)  1 

C  =  c-3d ±  "i"~V---^,g 

fl.o. . .  .(n — fl)  ^ 

D  =  a m  — = -^ — ~  a 

^2.5 («—3)  ^ 

Q=i7> 

on  aura  l'équation 

Afx  +  Bfix  +  0  +C/|:x  +  a)  +  Df(x  +  3). .  . 
+  qf(x  +  n)  =  X (595); 

qui  est  la  même  que  celle  (SgS) ,  en  supposant  que 
la  variable  x  varie  de  la  quantité  constante /\r  =  i, 
'après  cela  nous  nommerons  équations  linéaires  aux 
différences ,  toutes  celles  où  il  entrera  les  quantités 
fx ,  jXx  +  i)  ,  f(jx  +  2)  etc. ,  élevées  seulement  au 
premier  degré ,  et  nous  nous  proposerons  d'intégrer 
cette  équation,  c'est-à-dire  d'en  déduire  une  valeur 
àefx,  telle  qu'en  y  substituant  successivement  x+i  ^ 
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X'^a...(X'^'n)  à  la  place  de  x  ,  les  quantités^ , 
/"(oî+i). .  .y(a:-f-/i)  satisfassent  à  Téquation  (SgS). 
Pour  parvenir  à  ce  but  de  nos  recherches  ^  soit  fait 

fx=t^r/px (a), 

en  représentant  respectivement  par  a  et  f  x ,  une  cons- 
tante indéterminée  et  une  fonction  indéterminée  de 
X  ,  que  noûS  chercherons  à  déterminer  d'après  la  con- 
dition que  la  valeur  de^  donnée  par  l'équation  (a) , 
satisfasse  â  celle  (S^S). 

Mettant  successivement  a?,  x  + 1 ,  x  -f-  2 . . .  {x-^n) 
dans  Téquation  (a) ,  on  a  celles 

fx  =  a*2^x , 

/•(a;  +  a)=a-*-2^(x  +  a)> (6). 


/(x  +/i)  =  a*^2^(x  +  7i) 

Mais  X  variant  de  la  quantité  constante  Arts  1  ,  on  a 
A^x=^(x-f-  i)  —  ^x  ,  d'où  S^(x-(-  1)  =  ^x+S^r  ; 
et  substituant  successivement  dans  cette  équation  x+ 1 , 
x+a,.,..x  +  «— 1  à  la  place  de  x  ,  on  aura  une 
suited'équations  qui  donneront  les  valeurs  de  Sf(x-f-^)> 
2^(x-j-3). .  .^^(x-f*^)  contenant  chacune  toutes  les 
intégrales  inférieures  jusqu'à  celle  S^(x)  ;  donc  par 
une  suite  de  substitutions  successives ,  on  éliminera  de 
ces  valeurs  toutes  les  quantités  affectées  du  signe  2  , 
excepté  S^x,  et  on  aura 

Sp(x+3)=(p(x+i)+<px  +  Sipx , 
2(p(x+-3)  =?>(x+2)+(p(x+ 1  )  +(px+2^: 

:S^(x-f-n)=:^(x+/i—0+^(x-J- 71-^2). . . 
. .  ..+^xf2^x 


•• 
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Substituant  ces  valeurs  dans  le  groupe  d'équations  (i)^ 
on  a 

/(a;+ 1  )  =û*^  '  [2(px+^a:3 , 
/(a:+3)=a^[2(px+(p(a:+i)+(px] , 

/(x+n)=a'^"  p^a;+9(x+w— i)-H>(^*+tt-2) 

Enfin  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (S^S)  ,  on 
aura  celle 

a*[A+Ba+Ca*+Da3 . . . +Qa»]S(pa:+a'[Ba+Ca* 

J^a''\V>a^. .  .+Qa»]^(a;+2) . ..  +a*Qa»(p(a:+7i-i  )=X. . .  (e) . 

Or  ^  a  étant  une  constante  indéterminée ,  on  peut  faire 
dans  cette  dernière  équation  le  coefficient  de  2^x=Oy 
ce  qui  donne  pour  déterminer  la  valeur  de  la  cons* 
tante  a,  Téquation  du  degré  n. 

et  pour  déterminer  la  valeur  de  ^x  ,  Féquatîon  li- 
néaire aux  différences  de  Tordre  n  —  i 

B>x  +  C>(a;  + 1  )  +  D^x  +  a). . .  +  QXx+zi  —  i  ) 

=5 (/)' 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger 

B'=Ba  -f  Ca^+Da^ +Ça" 

C'  =  Ca*  +Da3 +  90" 

I>'  =  Da3 +  Qa"  5. (g^) 
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ll«8téyident  que  réquation(fj  d'un  ordre  de  différences 
moindre  d'une  unité  que  celle  (SgS) ,  étant  d'ailleurs 
de  même  forme  que  cette  dernière  équation  ,  il  faudra 
se  servir  des  mêmes  moyens  pour  l'abaisser  à  un  ordre 
de  différences  moindre  d'une  unité  ,  que  ceux  dont 
nous  nous  sommes  servis  précédemment ,  relativement 
à  l'équation  (696)  :  soit  donc  supposé 

çx=(aiyX(p'x (A)  , 

(ai)  et  ç'x  étant  des  quantités  indéterminées.  La 
table  (d)  indique  tout  de  suite  quelles  doivent  être 
les  valeurs  de  ^.r,  ^(x+i),  ^  (a:  -|-  2)  ...^(x  +  n — 1), 
lesquelles  étant  substituées  dans  l'équation  (f)y  donneront 
celle 

j^B'+  C'(ai)+D'(ai)»...+Q'(ai)"-«]2^'a;+s[C'(ai  ) 

+D'(ai)^ +  qXaiy-^yx+ijyxaiy 

X 

~  a%aiy ^^^' 

dans  laquelle  on  pourra  faire  à  cause  de  l'indétermi- 
nation de  (ai),  le  coefficient  Xç^x  =  o ,  ce  qui  donnera 
pour  déterminer  (ai) ,  Téquation  du  (  ra  —  i)*'""  degré 

{aiy-^^+^daiy  +  ^iaO+^^^^o (ft), 

et  pour  déterminer  ç'x ,  l'équation  linéaire  aux  dif- 
férences de  Tordre  n — 3 

CV^+DY(aH.i)...+Q>'(a;+«-2)=^j^.,(0. 
dans  laquelle  on  a  fait  pour  abréger 
C"  =C'(ai)  +  D'(ai)«...  +Q'(a,)»- 
^"=^Xaiy +  Q'(aO"-'J (^), 

Q"=*Q'(aO«-'' 
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Continuant  à  opérer  de  même ,  on  trouye  qu*en  fai«* 

sant 

ç^x  ==  (a2)*Sf  ^x Çn), 

on  a  pour  déterminer  la  constante  (aa)  Téquation 
di^  (ti — a)""'  degré 

(a2)»~»...+  ^  (a2)  +^,  =  G (o)  , 

et  pour  déterminer  ^"x,  Téquation  linéaire  aux  diffé- 
rences du  (  n — S)"*»'  ordre 

B'Y'x. . .+  Q' V(^  +  /i  _  3)  =     ^,    ^,    .^ 
dans  laquelle  on  a  fait  pour  abréger 

[ (P)' 

Enfin  ,  par  une  suite  de  calculs  semblables,  on  par- 
viendra pour  déterminer  la  dernière  constante  |^a(/2-i)3y 
à  Téquation  du  premier  degré 

[û(7t— 1)]  =  —  ^jijrïy/ (7)  > 

et  pour  déterminer  ç  C"— O'x ,  à  Téquation 

^  Q«V(ai)^(a2)*....[  a(/i  —  i);]« ^^  * 

dans  laquelle  nous  avons  fait ,  conformément  aux  abré- 
viations indiquées  dans  les  groupes  (g)  ,  (m)  ,  (p)..., 
la  quantité 

Q«' =  Q[a(ii- 1)] (0. 

Actuellement  observant  que  les  équations  («)  ,  (^)  , 
(ti)...,,  se  lient  par  le  dernier  facteur  du  second 
membre ,  on  aura  par  des  substitutions  successives 
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^  =  fi*X^jK=a»£(ai)'Xç'x=a*2(ai)*2(flo)*X  fx..... 
=a*sCai)»S(a3)' J:[a(n—  i)]'X^»-0'a;  ; 

donc  mettant  p«ttr  ^C«-»yx  sa  valeur  |^équat.  (r)] ,  il 
Tiendra  F  équation 


a' 


/x=-^  S(fli)'S(a2)'...sCa(/i-i)]' 

X 

^  a'(ai)'(a2)'...[  a(/i—  i)  ]'•  *  '  '  ^'^  ' 

qui  est  Tintégrale  demandée  ;  mais  il  faut  se  rappeler 
qu'à  chaque  intégration  particulière ,  on  devra  ajouter 
une  constante  arbitraire  ,  ce  qui  donnera  pour  la  va* 
leur  complète  de  ^^c ,  un  nombre  n  de  constantes  ar- 
bitraires. 

Nous  allons  maintenant  faire  quelques  observations 
qui  simplifieront  considérablement  la  méthode  pré- 
cédente d'intégration. 

Substituant  dans  l'équation  (k)  les  valeurs  de  B',  C\ 
D',...Q'  prises  dans  la  table  (g)  ,  il  vient 

+  DaX"i) +  Qa»(ai)  ....+  Ba+Ca^+Do^ 

+  Qa»=o (u). 

Multipliant  cette  équation  par  (ai)  ,  mettant  an  com- 
mencement tous  les  termes  qui  contiennent  les  mêmes 
puissances  de  a  et  (ai),  ensuite  ordonnant  les  autres 
termes  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  i^a... 
(n—  i)  de  (ai),  on  a  l'équation 

Qa'Cai)»...  4-Da5(ai)3  +Ca*(ai)»+  Ba(ai) 

+(Qa»...+Da3+Ca*)(ai)+(Ça»....+Dfl3)(ai)» 

+  Qa^Cai)»-»  =  o 

Retranchant  de  cette  dernière  équation  celle  (u) ,  il 
vient  l'équation 

Qa»(ai)»...  +  Da\ai/+CaXaiy  +Ba(ai) 
—  (Ba  +  Ca"  +  Da\...+  qa"")  =  o , 
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qui  étant  divisée  par  Q,  et  ensuite  ajoutée  à  l'équatioi 

(696) ,  donne 

a"(air  •  •  •+  ^  «'(«0'  +  ^  û*  («0* 
+  Qû(aO+Q  =0 M- 

Or ,  il  est  évident  que  cette  dernière  équation  dans  la- 
quelle a  (ai)  est  le  symbole  des  racines,  ayant  les 
mêmes  coefEciens  que  celles  (596) ,  les  racines  de  Té' 
quatîon  (v)  devront  respectivement  être  identiques  à 
celles  de  Téquation  (596)  ;  donc  une  des  racines  de  cette 
dernière  équation  étant  a  ,  l'une  de  ses  n  —  1  autres 
racines  sera  a(ai);  ainsi  représentant  par  a,  a^ , 
a" , .  .a^^^O'les  n  racines  de  l'équation  (696)  ,  on  aura 

a  (ai)  =  a' ,    d*où  (ai)  =  —;  mais  représentant  par 

P  le  coefficient  de  a"~*  dans  le  polynôme  qui  multiplie 

j:çx  dans  Téquation  (e),  on  aura  pour  second  terme  de 

P 
lequation  (696)  la  quantité  —  a"""*  )  donc 

^=—  (a  +  a'+a", .  .-|.aC«-0') (or). 

De  même  représentant  par  (ai),  (ai)'. .  .(01)^""^)' 
les  (n —  1)  racines  de  l'équation  (^k) ,  et  par  P'  le  coef- 
ficient de  (ai)"""*  dans  le  polynôme  qui  multiplie  X^'o: 
dans  l'équation  (i) ,  ce  qui  donne  pour  second  terme 

P' 

de  l'équation  (/f)  la  quantité -^  (  ai  )"^'*,   on   aura 

P' 

g?=  — [(ai)+(ai)'. .  .+(ai)^'""*^'];  mais  la  table  (g) 

donne   —  =: ^^—iL.  =  -^  +  1  •  Egalant  cette 
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F 
yaleur  de  r^  avec  la  précédente ,  on  a 

P 


^=:_[û(ai)  +a(aiy. .....+  a(ai)  («-0']_a  ; 

p 

égalant  cette  valeur  de  jr  avec  celle  donnée  par  l'é- 
quation (x) ,  il  vient  l'équation 

qui ,  à  cause  de  a' = a  (ai)  ainsi  que  nous  Tavons  dé- 
montré ci-dessus ,  se  réduit  à  l'équation 

û''  +  a'''..,+aC»-0'  =a(aiy+  a(aiy...+a(ai)C«-*y 

laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs 

entièreset  positives  de  n,  aura  encore  lieu  lorsque  n=3^ 

a" 
ce  qui  donne  a"=a(aiy  ,  d'où  (aiy  =  — .  On  dé- 


û'^' 


montrera  de  même  que  (jai)"  =  — ■  ,  et    enEn   que 
généralement  (ai)C»-*y=: .  Or ,  toutes  les  équa- 


a 


tions  (SgG)  ,  (ft)  ,  (o) . . .  (jcj)  comprises  depuis  le  degré 
n  jusqu'au  premier ,  étant  liées  entre  elles  par  une 
même  loi  qui  fait  que  chacune  d'elles  dépend  de  celle 
qui  la  précède,  de  la  même  manière  que  celle  qui  la 
suit  dépend  d'elle ,  il  est  clair  que  représentant  par 
(aa),  (aay. .  .les  racines  de  l'équation  (o),  on   aura 

(a3)  =  V— T  »  (û2)'  =    ;     V    etc. ,  et  substituant  les 
(ai)  '^     '  (ai) 

valeurs    de   (ai),   (ai)',    (ai)"  etc.,    il    viendra 

,^        a    ^  a       d      ,     ^r        CL        a       a  ^ 

(aa)  =  — :  — =-?,  {a^y  = :  —  =  -7- etc. Par 

a      a        a     ^    '  a       a        a 

la  même  raison,  représentant  par  (a3)  (a3)'. . .  les 

racines  de  l'équation  du  (/i— 3)*''^'  degré  analogue  à 
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celles  (596)  ,   (k) ,    on   aura  (a3)  r=  i-^  = 

— 7-:  --=:  -77  ,   (a3Y  =  -y  etc.;  et  enfin  on  aura 
a       a  a  o. 

J^aÇjt —  i)3  =   .^_,y  :  ainsi   ayant  résolu  1*  équation 

(596)  ,  et  ayant  trouvé  que  ses  n  racines  sont  a ,  a', 
a",  d" , .  .a^"""*)',  on  aura  les  71 —  1  autres  constantes 
(ai) ,  (aa) ,  (a  3) . . .  [a(/î —  1)]  par  les  équations 


D 


tl         ^      ^  CL         ,   —^  CL 


(ai)=  -,  (a2)  =  ^,  (û3)=:-^....[a(/i— 0] 

—  ^(^=îyj ^^^7)- 

Substituant  ces  valeurs  dansréquation(t)  ,  il  viendra 

Mais  partant  d*une  valeur  quelconque  de  n,  que  pour 
fixer  les  idées  ,  nous  supposons  être  4  >  c®  q^î  donne 

Q"'=Q»^  onaQ»^=Q''(a3)[équation  (5)]  =  Q^(^\ 
[équat.  (597)].  De  même    Q''=  Q"  (aa)*  =qY-,Y, 

Q"  =Q'  (ai)5  ==:  Q'  ^— ^   et  q'=zqa^  ;  donc  par  des 

substitutions  successives ,  en  remontant  jusqu'à  la  va<- 
leur  de  Q*^,   on  aura 

d*où  il  suit  que  généralement  on  a 

Or,  on  a  dans  l'équation  (596)  ac'a"...aC«-»/=s=±:^, 
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donc  Q"'=±:A  ;  et  substituant  cette  valeur  dans  Té- 
quation  (y)  ,  on  aura  finalement  pour  Tintégrale  de- 
mandée 

le  signe  supérieur  lorsque  n  est  un  nombre  pair, 
Tinférieur  dans  le  cas  contraire. 

Passons  à  Tapplication  de  cette  théorie. 

586.  Moiure  a  nommé  suite  récurrente,  toute  suite 
dont  un  terme  quelconque  est  égal  à  un  certain  nombre 
de   termes  antécédens  respectivement  multipliés  par 
un  coefficient  constant.  L'assemblage  de  ces  coeiR* 
ciens  est  appelé  échelle  de  relation.   Lorsque  dans  la 
composition  de  chaque  terme  de  la  série  en  question  , 
il  entre  une  quantité  constante  ou  variable  qu'on  ajoute, 
alors  elle    est    nommée   série    récurrente  composée , 
et  cette  constante  ou  variable  qu'on  rtjoute ,  s'appelle 
y  ajoutée  (*).  Ainsi,  représentant  par/'(a7+/i)   ua 
terme  quelconque  de  ces  suites,  et  par /*(a?-f-i»—  i), 
y  (j:+  71 — 2)  , . . . .  f(x  -f-  1) ,  /je?  les  71  termes  qui  le 
précèdent  immédiatement  et  dans  cet  ordre  ^  la  na- 
ture des  séries  récurrentes  donne  l'équation  aux  dif- 
férences de  l'ordre  n  ,  f(x  +  71)  =gf{x+  n  —  1) 
+  ^(^+'* — 2). .  •+pf(x+  i)'hqfx  +X.  daiw 
laquelle  l'échelle  de  relation  est  g"  +A. .  ,+  p  +7t 
et  l'ajoutée  est  la  fonction  quelconque  X  de  x.  Donc 
d'après  la  théorie  développée  dans  l'article  précédent, 
nous  pourrons  toujours,  lorsque  nous  connaîtrons  la 
composition  des  termes    d'une  suite  récurrente,   en 
trouver  le  terme  général  fx. 


{*)  Nous  avons  fait  connaître  au  paragraphe  laSde  notre  Algèbre , 
la  gcne'iatîon  des  se'ries  récurrentes ,  et  au  paragraphe  139  nous 
avons  donné  une  me'thode  qui  nous  est  particuHère,  pour  re- 
Bionter  d'une  se'rie  récarrente  à  sa  fraction  génératrice. 
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Par  exemple  ,  soit  proposé  la  série  récurrente 

o,  o,  1,  lo,  75,  5oo  ,  3i6i,  194701   etc (a)  , 

dont  la  nature  est,  que  chaque  terme  ^x-+-3)  est 
éçal  à  a  élevé  à  la  puissance  x  qui  est  le  numéro  du 
terme  pour  lequel  on  calcule  à  partir  du  quatrième  10, 
ajouté  à  la  somme  des  trois  termes  consécutifs/^x+a), 
f(jc  -{'  i)f  fx  qui  précèdent,  respectivement  multipliés 
par  8,  — 9, —  185  de  manière  qu'on  a  Téchelle  de 
relation  =8 — 9  — 18,  et  Tajoutée  =  2*.  Ainsi  l'é- 
quation qui  exprime  la  nature  de  la  série  proposée 
est  celle  aux  différences  du  troisième  ordre  /*(  J^+  3) 
=  2^  4-  g^ (07-1-2)  —  Qf(x  +1)  —  iSfx  ;  transpo- 
sant et  ordonnant  par  rapport  aux  accroissemens  de 
X  dansfx  ,  il  vient 

^¥^+9f(.^+i)  -8/(x  +  2)  +/(*  +3)= a'...(i), 

qui  comparée  identiquement  avec  celle  (SgS),  donne 
A  =  i8,B=9,  C=:  — 8,Q  =  i,X=ii^et7iz=3. 
Faisant  les  substitutions  convenables  dans  l'auxiliaire 
générale  (696) ,  on  a  pour  celle  de  l'équation  (a) 

a^ —  8a*  +  9a  +  1 8  =  o (c)  , 

d'où  on  tire  a=z  — 1 ,  a' =  3  et  a"  =  G:  substituant  ces 

valeurs  dans  l'équation  (698),  et  faisant  atten- 
tion que  n  étant  un  nombre  impair ,  Je  terme  A  =  1 8 

doit  être  pris  avec  un  signe  contraire  ,  on  aura 
fi:  =  ^ _  ^g    S(— 3)^S2*S  f^\  ,   ou  simplement 

/r  =  qr  ^^^ S (—  3)^2  2-2(1)- (J). 

le  signe  supérieur  lorsque  x  sera  pris  égal  à  un  nombre 
pair;  l'inférieur,  dans  le  cas  contraire.  Donc  re- 
présentant par  c,c  ,  c"  les  trois  constantes  arbitraire  s 
que  comportent  les  trois  intégrations  particulières  que 

nous 
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DOuâ  a?on8  i  opérer ,  nous  aurons  ,  d*après  Téquation 
(584) ,  2  G)'= -1  Qy+  c,  d'où  22-2(  i)-= -i  SG)- 
+  6Sa*+  c'=  I  (f  )*+cà'+c',  et  enfin  :&(— 3)'*Sa*2Q)^ 
=  I  2(—  a)*  ^  c2(  —  6)*  +  c'2  (—  3)-  +  c"  — 
— 1(— a)*— c  (—  6)*—  c'(—  3)*+  c".  Substituant 
cette  valeur  dans  l'équation  (J) ,  on  a 

Actuellement ,  pouf  déterminer  les  trois  constantes  c  , 
c\  c"  nous  observerons  que  x  marquant  le  numérti  des 
termes  de  la  série  proposée  (a),  en  commençant  depuis 
le  premier  zéro  ,  on  a  ,  pour  les  trois  valeurs  suc- 
cessives de  x'=  1 ,  a  et  3  ,  celles  fx-=zo  ,yà?=  o  et 
fx=  i  ,  ce  qui  donné  les  trois  équations 


0  =  1+     ec+3(/+c'^  fc=^^ 

o=i+   36c  +   sc'—c"  V  d'où  l   c'  = -^ 


0  =  1+     6c+   3c'+c'' 

G 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e) ,  on  a  pour 
l'expression  complète  du  terme  général  de  la  suite  (a) , 
l'équation 

587.  11  peut  arriver  que  le  nombre  de  termes  de 
l'échelle  de  relation  ne  soit  pas  le  même  que  celui  de 
l'ordre  de  différence  de  l'équation  qui  exprime  la  na- 
ture de  la  série;  cela  a  lieu  dans  les  séries  où  pour 
la  formation  d'un  terme  quelconque  ^(a:  +  /i)  ,  on  n*a 
pas  recours  àtousles  termes  antécédens  compris  entre 
ce  dernier  terme  /  (-c  +  w)  et  le  premier  terme  du 
recours yi  :  nous  appellerons  ces  séries,  suites récur-- 
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rentes  irregulières  ,  telle  est  par  exemple  celle 
0,0,  1  ,  G,  43>  25a,  1841  j  etc .(a)  , 

dont  la  nature  est  exprimée  par  l'équation  aux  diffié- 
tences  du  troisième  ordre 

/  (X  +  3)  =  6*  +  7/"(x+i)  - 6/x. . . , .  (i)  , 

et  dont  réchelle  de  relation ,  seulement  de  deux  termes , 
est  7  —  6.  Mais  il  est  évident  qu'on  trouve  par  la 
même  méthode  que  la  précédente,  le  terme  générât 
de  ces  sortes  de  suites  irrégulières  ;  car  il  ny  a  de 
différence  entre  le  cas  actuel  et  celui  traité  précédem— 
-ment,  que  dans  l'auxiliaire  qui  au  lieu  d'être  complète 
est  incomplète  ;  mais  le  nombre  de  ses  racines  étant 
le  même  que  Tordre  de  Téquation  qui  exprime  la  na- 
ture delà  série  proposée,  la  formule  (SgS)  n'en  est  pas 
altérée.  Ainsi ,  pour  la  série  récurrente  irrégulière  (a)  , 
on  a  l'auxiliaire  û' — 7a  +  6  =  0,  dont  les  trois  ra- 
cines sont  a=a,  a'  =  i   et  a'= — 3;   donc  fxz=:, 

^Z(i)'2  (-  3)'S  (-an:équat.  (598)3=-|^=pc3'+ae' 

—  c'2^.  Faisant  successivement  x=:i  ,  2,  3,  et 
fxz=o  ,/a;  =  o,/a7=  1,  on  trouve  c=rr^ô,  c'=^, 
c"  z=z-^^  ce  qui  donne  complètement  pour  expression 
du  terme  général  de  la  série  récurrente  composée  et 
irrégulière  proposée  (a) 

588.  Si  l'équation  aux  dilTérences  qu'on  veut  in- 
tégrer a  toutes  les  racines  de  son  auxiliaire  égales 
entre  elles,  alors  elle  se  présentera  sous  la  forme 
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A»/^+  ni— /(x  +  i)  +^î!i=i^  b'^'fix+2) 

+  nbj(x+n—  i)+/(:û  +  ii)=X. . .  .(5c)9), 

«t  son  auxiliaire  étantf a  -|-  6)*  =  o ,  d*où  a  =  af^a", . . 
=  6  y  l*éqnation  (698)  prendra  la  forme  de  celle 

qui  a  autant  de  signes  2  d'intégration  qu'il  va  d*u^ 
nités  dans  l'ordre  n  de  l'équation  (699),  et  qui ,  con-^* 
aéquemment ,  donnera  dans  les  n  intégrations  particu- 
lières ,  le  nombre  n  de  constantes  arbitraires  c ,  cT 
c*. .  .c^""~*>'  que  comporte  la  n"''''  intégration. 
Pour  4éy«loppar  i'équatioa  Qt)  ,  faiiofu 

abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  que  com- 
portent toutes  ces  intégrations;  donc  rétablissant   les 

X  X 

constantes,  on  aura  2  tj  =  $  +  ^  >  ?»  2^—  =2$  +c2a;* 

=  I  "  +  cjc*  +  c'x  +  c" ,  en  représentant  respective- 
ment par  c  et  c'  les  quantités  constantes  arbitraires 

-  et  c'—  -.  Continuant  de  même ,    on  trouvera   que 
a  a  * 

£i2iSï2p=  5*  +  cx3  +  cV+c"a?4*c",  et  enfin 


(^)  ^oyez  la  table  (S^Q^  et  faites  aaentioa  qu^ici  nous  «vont 
▲  z=  I. 
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généralement^  le  nombre  des  signes  d*intégration  étant 
n  ,  on  aura 

« 
et  substituant   cette  valeur  dans  Véquation    (à)  ,    il 
tiendra 

fj;  =^  KC«-«y+cx»-»+c'x«-»..+cC«-0']..(Goo)[*], 

ce  qui  est  la  forme  générale  des  intégrales  complètes 
des  équations  aux  différences  d'un  ordre  quelconque 
n  y  lorsque  toutes  les  racines  de  Tauxiliaire  sont 
égales. 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule  (600^, 
proposons- nous  de  trouver  le  terme  général  de  la  série 
récurrente  et  composée  du  troisième  ordre 

o,  o,   I,  —  a,  iG,  — 16,  17G  etc.. .  .(c)  , 

dont  la  nature  est  exprimée  par  l'équation /"(x  +  3) 
=  ^*  —  e-f(x  +  a)  —  1 9f(^x  +  1)  _8/x,  d'oà  l'on  tire 

8/x +ia/Ca:+i)+6/(x  +  a) +/(x  +  3)  =  4'...(d). 


[*]  Il  serait  plus  dëgant  dVcrire  ±  ^*— •  au  lieu  de  zrj^  i    mais 

à  cause  que  les  cas  de  n  pair  on  impair  combines  avec  ceux  de 
h  poitif  ou  nepatif  et  de  x  pair  ou  impair  ,  donnent  des  signe» 
difltTcns  dont  Tindicalion  du  choix  à  faire  exigerait  trop  de  lon- 
gueurs dans  Je  discours,  j*ai  préféré  de  conserver  cette  forme  qui, 
dans  l'application,  fait  tout  de  suite  connaître  au  calculateur  les 
signes  qu'il  doit  employer  ,  en  se  rappelant  que  dans  le  cas  pré- 
sent, comme  dans  le  cas  général  des  intégrations  (art.  585),  le 
double  signe  rtz  qui  précède  b"  est  relatif  à  n  avec  les  mêmes 
conditions  que  celles  énoncées^ à  l'article  585  :  ceci  ya  l'cclaircir 
par  rexempl«  suivant. 
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Comparant  ciette  équation  avtc  celle  (SgB) ,  il  vient 
A==8,B=i2,  C=6,  Q=i,  X=4'ct  i»=i3, 
et  faisant  les  substitutions  convenables  dans  Téqua- 
tion  (696) ,  on  a  Tauxiliaire  a?  +Ga*+  laa  +  8=0, 
ou  (a+  2)3  =0  ;  donc  a  =  «'  =  a"  ==i  =  —  a*  d'où 

X  A* 

T^  =  _        =r  (  —  a)*.  Cela  posé  ,  la   succession 

des  équations  (i)  donnera  ^=2  ( —  a)*  =  —  — 5 — ,* 

=  -^^î^ — ,  le  signe  supérieur ,  lorsque  x  est  pris  égal 

à  un  nombre  pair  »  Tinférieur  y  dans  le  cas  contraire^ 
c'est  ce  qui  aura  lieu  dans  la  suite,  sans  que  noua 
en  prévenions  davantage.  Substituant  la  valeur  de  ^'^ 
dans  l'équation  (600) ,  et  faisant  attention  que  n  étant 

impair  on  a  — rj  =  ^ y-  =  ^  a*^  *  on  aura 

/a:  =  q:  a-3[^ip^  +ca:*  +c'a:  +  c"  J 

Faisant  respectivement  fx'=^o  ,  fx:=iO  et/x=i 
lorsqu'on  ax=i,x  =  a  et  a?=3,  on  trouvera 
i  l'ordinaire  que  c=  1^,  c'=—  -^j  et  c'^-j  ,  on  aura 

donc  complètement  ja:==rp =-2- ^  ■    ^ 

ce  qui  est  le  terme  général  de  la  série  proposé^  (c) 
et  l'intégrale  de  l'équation  (<£). 

'  58q.  Dans  le  cas  où  les  racines  de  l'auxiliaire  sont 
partie  inégales  et  partie  égales,  la  méthode  pour  l'in^ 
tégration  se  compose  de  celles  que  nous  avons  dé)à 


(e). 


534  CALCUL  INTÉGRAL 

exposées  ^our  chacun  de  ces  deux  cas  particulier» , 
•t  n'offre  par  conséquent  plus  de  difEcuItéa. 

590.  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  considéré  X  qoe 
comme  une  fonction  exponentielle  de  jc  ;  maïs  il  peut 
arriver  trois  autres  cas  que  nous  allons  examiner  suc- 
cessivement. 

Premier  cas.  X  =:  à  une  constante  H.  On  a  dans 

ce  cas  2  y^^^.yy  =  "^L^ôi=0  J  '  ^*  faisantpasser 

la  constante  déterminée  H  en  avant  de  tous  les  fac- 
teurs affectés  du  signe  d'intégration ,  l'équation  (5^8) 
devient 

Par  exemple  ,  soit  proposé  de  trouver  le  terme  général 
de  la  suite  récurrente  du  second  ordre  1,  1,  5,  17, 
45,  io5,  etc.  dont  la  nature  est  exprimée  par  l'équa- 
tion/(j:+ a)  =  4+ 5/(x+i) — a/i;  d'où  i  l'or- 
dinaire on  déduit  A=2,  B=î<^3,Q=:ictXon 
H  =  4 ,  ce  qui  donne  l'auxiliaire  a*  -^  3a  -J-  a  =r  o  , 
dont  les  deux  racines  sonta=  1  et  a'=9.  Substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  (601)  ,  on  ayx=32)â*2(^)* 
=  —  4^  +  C2^  +  c'.  Faisant  successivement  a:  =  1  et 
a:=  2  ,  d*oùfx  =  1  et  fx  =  1  •  on  trouve  c=  a  et 
c'  =  1  ;  on  a  donc  complètement  le  terme  général 
demandéyi  =  1  -f-  4  (s*"'  —  x), 

591.  Second  cas.  X=à  une  fonction  algébrique 
et  rationnelle  de  x, 

1]  ne  se  présentera  de  plus  dans  le  cas  actuel ,  que 
des  intégrations  de  quantités  telles  que  celles  que  nous 
avons  appris  à  intégrer  à  l'article  S/g  ,  ce  qui  n'offre 
pas  de  difficultés. 
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Par  exemple ,  soit  prppo^é  de  trouver  le  terme  gé- 
néral de  la  série  récurrente  o,  i ,  o  ,  8,—  5  ,  Sy,  etc. 
dont  la  nature  est  exprimée  par  l'équation  aux  dif- 
férences^x+  a)  ==  a;  -r-jfî^x  +  i)-J-  6^.  Comparant 
cette  dernière  équation  avec  celle  (  5^5  )  ,  iJ  vient 
A  =  — G,B=:i,  Q=i,  X=  a:  et  n  =  a;  donc 
l'auxiliaire  de  la  proposée  est  a*  -f"  "  —  6  =  o  ,  d'où 
a  =  a  eta'=E»->3;  ainsi  )a  formule  (SgS)  donnera 

fx=z --2( )  X  • — =r-'  Or  la  seconde  formule 

6     \  «   /      (—3)* 

du  groupe  (588)  donne  2  j-§^  ™~  4  C  (  —5  y 
•+=Xr — =rj  1,  et  la  première  formule  du  même 
groupe  donne  2  j-^  =  j^^^  ,  donc  %  ^J^ 

encore  des  deux  premières  équations  du  groupe  (588)^ 

nous  trouverons  2  ^  = ^  —  —  ;  donc 

^Z"— 3\%     ^  3^     ,       9  /— 3V    .     . 

<-r)2(z:3F=;:F+8Tl^-<— )  +^^ 

substituant  cette  valeur  dans  celle  defx,  il  vient  féqua- 

X       3 

tion /j5 = ^  —  -^  ±1  c3* — c'a*,  dont  on  déterminera 

4       lo 

les  constantes  c  ,  c'  en  faisant  successivement^j;  =  o 

etfx=z  1  ,   pour  les  valeurs  res{>ectives  i  et  ade  x  , 

ce    qui   donnera   c  =  âVV   ^^    c'=— o,  3,  ainsi  le 

terme  général  de  la  série  proposée  est 

^  24.2*±:i3.5*~' — aox  —  i5 
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692.  Troisième  cas,   X=:o.  Nous  ayons  dans  ce 

X 

cas  X  tr-7- — TTr-  =  2  G  =  c  :  substituant  cette  valeur 

dans  Véquation  (598)  ,  passant  la  constante  c  en  avant 
de  tous  les  facteurs  affectés  du  signe  d'intégration  t. , 
et  à  cause  de  l'arbitraire  de  cette  constante  ,  repré- 

sentant  par  c  la  quantité  constante  arbitraire  di  -j» 
on  a 

/— (j)X^'-CSSJ c«o.,. 

Cherchons  le  développement  de  cette  formule  :  mais 
pour  fixer  les  idées  ,  donnons  d*abord  à  n  une  valeur 
numérique  déterminée  ,  par  exemple  4  >  ce  qui  réduit 
l'équation  (G02)  à  celle 

{a  — a)(jci  — a)\a  /  \a  / 

d*où  il  suit  que 

^■'K°X)'-^-=c.--.-)K-:>--.)(r)' 

Ainsi  substituant  cette  valeur  dans  celle  dcyir  [éq.  (a)2 
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et  représentant  par  les  seules  lettres  c  ,  c',  c  et  c^  le» 
coefficiens  constans  et  arbitraires  des  termes  du  se- 
cond membre,  ilviendra/x  =  c{ay+c\arY+c\ay 
-f  c'*'(a)*;  donc  généralement  X  étant  =  o,  on  aura 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  série  ré-- 
currente  engendrée  par  la  fraction 


1  —7 


(i). 


1  —  y— ay* 

On  obtient  par  les  règles  ordinaires  des  développe- 
mens  des  fonctions  en  série ,  que  celle  (b)  donne  la 
suite  récurrente 

1  +  2y*  +  ay  +  6y4  +  loy^  +  afly^  +  etc (c)  , 

que  j'écris  ainsi  qu'il  suit  : 

1  .j^°  +  o  .^  +  2y*^2y^'\'  etc (d). 

Or,  il  est  visible  que  si  on  représente  par/x  le  terme 
général  de  la  suite  des  coefBciens 

1,  o,  2,  a,  6,  10,  22,  etc (e), 

on  aura  pour  terme  général  de  la  suite  (d)  la  quan^ 
tité  y^fx  :  ainsi  nous  n'avons  à  nous  occuper  que 
de  la  suite  récurrente  (e)dont  la  loi  est  exprimée  par 
Téquation  aux  différences  du  second  ordre  y*  (x-f- 2) 
=  f{x  +  0  +  2/^  >  ce  qui  donne  A  =  2  ,  B  =  1  , 
Q=  —  i,  X=oetn=2;  ainsi  l'auxiliaire  est 
a^  —  a—  2=0,  d*où  a  = —  1  ,  a'  =  2  ;  et  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  Téquation  (6o3) ,  on  a  celle 
fx=zdzc  +  c'.2'^;d'où  on  déduit  à  Tordinaire  c=: — ^ 

etc=^'^doncfx= ^       ,  ce  qui  donne  pour  terme 

général  de  la  suite  (d)  la  quantité âr~y'  '  ^^*  * 
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cause  du  terme  déplus  o  .y  que  nous  avons  introduit  dan» 
la  proposée  (c) ,  il  est  clair  que  le  x'^'  terme  de  la 
mite  (d)  est  le  (x-f-  i)*""'  terme  de  la  proposée  (c)  , 
et  e&t  par  conséquent  y  de  place  paire  ou  impaire  â 
Finverse  de  ce  qu'il  était  dans  la  série  (d^  ,  donc  le 

irai  terme  général  de  la  proposée  (c)  est — = — y*. 

693.  Si  dans  le  dernier  cas  dont  nous  venons  de 
parler  ,  lauxiliaire  a  des  racines  égales ,  alors  il  est 
évident  que  Tintégrale  (Go3)  devient  incomplète;  car 
supposant,  par  exen^ple,  a-=-a!-=.cl'  ^  on  aura 

/x=(c  +  e'  +  O  û'  +  ^^^'''  •  •  •+  cC^'^'ûC— »y*  ;' 
or  ,  ç  +  c'  -j-  c"  est  une  qiiantité  constante  arbitraire 
quVn  peut  représenter  par  la  seule  lettre  c"  ;  donc  il 
manque  deux  constantes  arbitraires  à  Téquation  pré- 
cédente pour  être  complète.  ARn  de  remédier  à  cet 
inconvénient ,  reprenons  Téquation  (602) ,  et  pour  plus 
de'  netteté  dans  le  calcul  ^  donnons  à  n  une  valeur 
numérique  déterminée,  par  exemple  G,  et  supposons 
que  les  quatre  raoine&a,  a!  y  et  ^  a"  de  l'auxiliaire  sont 
égales  ;  nous  aurons  conséquemment  à  développer  Té- 
quation 

/r  =  ca*SiSi2is(^^j   S  (^— j (û)  ; 

or  ,  n'ayant  pas  égard  aux  facteurs  en  fonctions  de 
à^ t  a*^... qu'on  trouve  dans  les  intégrations  succes- 
sives ,  parce  qu'en  dernière  analyse  elles  vont  se  con- 
fondre avec  la  constante  arbitraire  c  ,   on  aura 


< 
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en  mettant  a  à  la  place  de  oTi  cause  de  a  =:a*.Oii 

-f-  c''jc^  -f"  ^"^J^  +  c'^;  et  enfin  après  la  cinquième  in- 
tégration, il  viendra  ji  =  c(à')'+  cXa'^  +a'[c'x^ 
-^  c^x*+  c'^'x+c^;  tel  est  le  développement  dp 
l'équation  (û);  d'où  il  est  ai^é  de  conclure  que  n  étant 
l'ordre  de  différence  de  l'équation  proposée,  et  i  le 
Borabre  des  racines  égales  de  l'auxiliaire,  on  a  gé- 
néralement ,  en  renversant  les  indices  distinctives  des 
A  constantes  arbitraires ,  l'intégrale  complète 

+Xi-^  ^C^i-^yX^ .  .  .  +C''X»  +  C'X +€}....  (GOiQ. 

IPour  faire  une  application  de  cette  formule ,  soit  pro- 
posé d'intégrer  l'équation  aux  différences  du  septième 

ordre 

1  Gso  f{x)^Seif(x+iy—i  1 88/(a:+a)  —Si5fix+3) 
—124/(0;  +  4)  +  33/(a:+  5)  + 12/(0:+  S) 
+f(x+7)=o (b). 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (S^B) ,  on  a 
A=i62o,  B=38ei  ,  C  =  — 1188,  D=  — 8i5, 
E= — 124  ,F  =  33,  Grr:  12  ,  Q=  1  ,  nz=:j\  donc 
lauxiliaire  sera  à'  4-  i2a^-f-  53a*—  124a*  —  8i3a' 
—1 1 88a*4.38Giû+iG2o=Q ,  ou  (a+3)^(a^-2ia+2o)=o; 
donc  à  cause  des  quatre  racine»  égales  à  —  3 ,  et  des 
trois  racines  inégales  i ,  4  ®t  —  5 ,  la  formule  (6o4)  dans 
laquelle  i=4,  donnera/c  =c^'  +  c^  4*±:c*^5*±3*[;cV 
+  c^x^+c'x  +  c]. 

5g4-  Si  toutes  les  racines  de  l'auxiliaire  de  la  pro* 
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posée  étaient  égales ,  il  est  évident  qu'on  aurait ,  d'aprèt 
ce  qui  a  été-dit  dans  l'article  précédent,  son  intégrale 
complète  exprimée  par  Téquation 

fx  =  a*[cC»-0  V»  -}-  cC»-0'jr»-a ^  c'x* 

+  c'a;  +  c] (6o5). 

Par  exemple ,  soit  proposé  de  trouver  le  terme  gé- 
néral de  la  série  0,0,  1 ,  6  ,  24  »  80  etc.  dont  la  loi 
est  exprimée  par  l'équation  y(  a;  +  3)  =  6/'(x  +  î*  ) 
—  ifl  /(a?  +  1)  +  é/c  ;  on  trouve  à  l'ordinaire,  que 
l'auxiliaire  de  la  proposée  est  a^— Go* 4- 12a — 8=0, 
ou  (a  —  2)3  ;  donc  d'après  l'équation  (6o5) ,  il  vient 
fx  =  ^*{c"a^  +  c'x  +  c)  ,  d'où  on  conclut  c  ==  | , 
c'=  —  -^  et  c"  = -^  :  on  a  donc  complètement 
pour  terme  général  de  la  série  proposée, ^=  2^*^> 
[x* — 3a7+2]. 

695.  Il  peut  encore  se  faire  que  dans  l'équation 
auxiliaire  de  celle  aux  différences  qu'on  veut  intégrer, 
il  y  aie  plusieurs  facteurs  de  la  forme  (a  db  A)''=  o 
(azhe)'  =0  etc.  avec  des  facteurs  du  premier  degré 
azt:d=:o,  ûzb  h  =0  etc.  Mais  ce  cas  là  se  soumet 
également  aux  méthodes  précédentes.  En  voici  un 
exemple.  Soit  (a  —  6)^  (a —  ey-  (a  — c?)  (a  —  A)  =  o  , 
l'auxiliaire  d'une  équation  aux  différences  du  septième, 
ordre  qu'on  veut  intégrer,  on  aura  conséquemment  , 
d'après  l'équation  (60a)  , 

fx  =ca'  S.Six(îy2:.2(^%(|y  ; 

d'où  on    conclura  à  l'ordinaire 

donc 
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On  trouve  par  le  moyen  de  la  table  (  586)  [art.  578J, 

quec^Xx^-j  t:izc"x  Q; -^^"(1)  >  ^^^^  représen- 
tant par  t*  la  constante  arbitraire  c'  —  c" ,  on  aura 

et  continuant  l'intégration  de  la  même  manière,  il 
viendra  enfin  l'intégrale   complète  fx  =  ch*  +  cd* 

596.  Il  nous  reste  maintenant  à  examiner  le  cas  qui 
parait  présenter  le  plus  de  difficultés  ,  c'est  -  à-dire 
c«lui  où  l'auxiliaire  a  des  racines  imaginaires.  Nous 
commencerons  notre  examen  par  les  équations  linéaires 
.aux  différences  dans  lesquelles  X  ^=  o ,  et  nous  exa- 
minerons ensuite  le  cas  où  X  est  une  fonction  de  x. 

Soit  supposé  que  l'auxiliaire  a  les  d^ux  racinesima- 
ginaires  p^q^ —  1  etp  —  qf\/— 1  ,  faisons  a^'^'^y 
=  P  +  ^\/ — 1  et  a^""')'  z=:  p  — q  {/  —  1  ,  ce  qui 
donnera  pour  les  deux  derniers  termes  de  la  formule 
(6o3)  cC"- ^/(p  +q  v/_  1)*  +cC'«-0'(p—  ç^—  1)*  : 

or^  faisant 

cot  a  =- (a)  , 

9 

d'où  sin  a  =     ,•    ?  , — -•  et  ces  »  =  —rr^, — rr  ,  on  a 

cos  w  itsm  û)  1/—  1  =  '^ — -rrn — ::r  ;  mais  on  sait  que 
cos(x«)  ±  sin  (xû))v^—  1  =:(cos  •  zhsin  «  \/—  i  )*» 
donc  coa  (x^)  i:  sin  (  x*  )  v/—  1  =  (^^T^J^i^ J  * 
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d'où  on  tire 

et  faisaat  pour  abréger 

m=  i/O^'+g") (*), 

on  aura 

(p±:  ç  v' — 1  )*=  ''i'  [cosCxâ»)  dz  sia  (x»)  j/ —  x  U ..  •  •  CO  ^ 

donc  les  deux  derniers  termes  de  notre  intégrale  se* 
roiit  c^^^'^'/n^cos  (xcà)  +  c^'^^^y/n'  sin  (xâ»^ ,  en  repré- 
sentant respectivement  par  c^'^^^y  et  c^^^^y  les  deux 
quantités  constantes  arbitraires  cC"-"*)'  -f.  cC*~0''  et 
(cC"-»)'  —  cC»-0')  ^/—  1 .  On  voit  de  même  que  s*il  y 
avait  quatre  racines  imaginaires  dans  TanxiliaHre^  on 
aurait  les  quatre  derniers  termes  de  l'intégrale  qui  se- 
raient sous  la  forme  cC*""-^)'g*cos  (xa)  -f-c(""^^g*sin  (xx) 
+cC'*-'*^'7ii^  cos  (x«)  +  cC«-0'/n*  sin  (x«)  ,  et  ainsi  de 
suite  pour  un  plus  grand  nombre  de  racines  imaginaires. 

Exemple.  Trousser  le  terme  général  de  la  suite  ré- 
currente simple  o^  o,  i  ,  a  (y/3-f-i)  ,  ^C^+V^S), 
8(3  +  a[/5)  etc. ,  dont  la  loi  est  exprimée  par  téqua^ 
tion  aux  différences  du  troisième  ordre 

f(x+3)=^<l/3+  i)f(x  +^)—4{^Z^i){(k+  1) 

+  8fx (J). 

Comparant  réquation  (d)  avec  celle  (5^5)  on  a  A= —  8, 
Br3  4(v/3+i),C  =  — a(v/3  +  i),(;)  =  i,X=o, 
«  =3  ;  ainsi  Tauxiliair^  de  (d)  est  a^  —  2(^/3  +  a  )a* 

4-4(V/3+i)a  =  8,  d'où  on  tire  a  =  2,  ^z'=i/3+ y/^ 

et  a"  =1/3 —  v/ —  i>  doncp=  v/3et  (7  =  1  ,  d'oà 
cot  û>  =  V/3[équat.  (a)]  ,  ce  qui  donne  d>=33°  3  •  de 

])kis  ,  on  a  m  z^^'5  +  1  z=:  2  [^équat.  (by]  \  donc  les 
deux  dermers  termes  de  Tintégrale  demandée  seront 
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^'a*  CO8  (  X  fô*  J  )  +  c^'a*  sin  (  x  33«  ^)  ,  et  l'équation 
{6o3)  donnera  celle 

yi:=  a'Cc  +  c'  cos  («33^^)  +  €"$«  (x33* ^)] (e). 

Faisant  successivement  x  =  1  ^  22  »  3  ^  ce  qui  donne  i 
fx  les  trois  valeurs  respectives  o  ,  o  ,  1  des  trois  pre-. 
miers  termes  de  la  série  proposée  ,  Téquation  précé- 
dente donne  successivement  les  trois  équations 

o=:c  +  i^c'  +  ic\o=sc  +  ic'+i^c' 
et  1  ==  8  (c  4.  c*  )  ,  doù  on  tire  c  =  ^^^-i— j, 

r  i/3— 1  ff  1/3— l  ,      . 

*  =-  8(1^1/5)  "**==-  8(a~t/3)  *•  »'»^*^^»«« 
ces  valeurs  dans  réqnatîon^é)  ,  ou  aura  pour  intégrale 
complète  de  l'équation  (d)  ,  et  par  conséquent  pour 
terme  général  de  la  série  proposée ,  la  quantité 

fx  =  — — ^[  i^  (ys—  iVaco«(x33oè—  5o-)], 

697.  Avant  de  passer  an  cas  ôà  X  étant  une  fonc* 
tion  variable  ,  l'auxiliaire  recelé  des  racines  imagi* 
naires ,  il  est  â  propos  pour  plus  de  simplicité  ^  que 
nous  développions  la  formule  (698)  en  un  polynôme, 
en  considérant  d'abord  X,  eomme  une  fonction  expo- 
nentielle de  X.  Soit  donc  fait 

X==A* («), 

ce  qui  x:hangera  le  dernier  facteur  intégral  de  l'équa- 
tion (SgS)  en  celui  xj  •  ^^_, j>      qui ,  d'après  la  formula 

(5«4).est=..j^5;^[^3'+cC-'y;     donc 
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^  I  4-  c^*-*)'  ;  et  continuant  de  même^ 

on  trouvera 


donc  faisant  attention  que  aC'^-O'  aC»-»r  ...a'a=zfc  A , 

et  que  le  dénominateur  (A— aC'»-0')(^_aC«-»y) 

^h  —  a)  est  égal  au  premier  membre  de  Tauxiliaire 
(59G) ,  en  faisant  Q  =  1  (*) ,  et  mettant  A  à  la  place 
àe  a ,  on  aura  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans 
léquation  (698) ,  celle 

fx — —  -4-  cC«-OTûC«-on» 

+  cC«-0'[aC«-«)']' . . .  +  cV'  +  ca* (G06)  . 

ce  qui  est  Tintégrale  complète  et  très-commode  des 
équations  aux  différences  d'un  ordre  quelconque  n  , 
dans  lesquelles  X  est  une  fonction  exponentielle  de  x\ 

Exemple.  Intégrer  par  le  moyen  de  la  formule 
(606)  la  même  équation 

i8fx  +9f(x+i)  —  8f(x-f-2)  +  f(x+3)  =  2' ....  (a)  . 
que  celle  (b)    que  nous  avons  intégrée  à  T article  586. 

■  ■■  Il  I     ■  ■  I         — — — a 

(*)  On  peut  toujours  supposer  Q=  i ,  car  s'il  en  était  autre- 
ment, il  n'y  aurait  qu'à  diviser  Téquation  (595j  par  Q,  et  alors 
le  coefficient  dcf(x-{'n)  que  nous  avons  représente'  par  Q  ne  serait 
plus  que  Tuniu'. 

Mettant 
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Mettant  à  la  place  de  a  dans  le  premier  membre 
ce' — 80^+9^  + 1  ^  de  l'auxiliaire^  la  valeur  numérique  a 
de  ^,  on  aura  8 —  32+ 18  ->-  i8  =  is;  donc  la  for- 
mule (606)  donnera  tout  de  suite  pour  intégrale  com- 


a*-* 


plète  de  la  proposée  (a)  ,  l'équation  ^x  =  —^ — hc  6* 

+  c'3*  ±:  c ,  ce  qui  est  le  même  résultat  que  celui 
trouvé  à  l'article  586. 

598.  Si  l'auxiliaire  a  des  racines  imaginaires ,  par 
exemple,  si  (/  z=:p *^q\/ — 1  et  a  =  p— ^y/ — 1, 
on  voit  tout  de  suite  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  pré- 
cédemment,  que  faisant 

(a) . .......  cot  â»=2  et  m  :±=:  i/^*+9* (*)  » 

les  deux  derniers  termes  de  l'intégrale  complète  (606) 
«eront  c'm*  cos(x»)  et  cm*sin  (x*). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  deux  racines  ima-^ 
ginaires ,  a  également  lieu  quel  que  soit  le  nombra 
des  racines  imaginaires  de  l'auxiliaire. 

Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  sérU 
récurrente  composée  ,  o  ,ô,  i ,  17,  167,  SgS,  1881  etc. 
donc  la  loi  est  exprimée  par  r équation 

—  i5ofx  +  8of(x+i)— i3f(x+fl)-f.f(x+3)=r4*...(c>. 

Comparant  cette  équation  (t)  avec  celle  (SgS),  on  a 
A=— i5o,  B  =  8o,  C=— i3,  Q=  1  ,  /i=:3  et 
X=4*,  d'où  A  =4:  donc  l'auxiliaire  est  a''-^  i3a* 
+  80  a  —  i5o  =  o ,  d'où  l'on  tire  a"  =3  ,  a'  :=  5 
+  5^/—  1  etû  ==;  5  —  Sy/—  1  ,  ce  qui  donnep=:g:=:5 
et  cot  â»  =  1  [équat.  (a)  ]  *,  d'où  a  -=1  5o°  ^  enfin  l'é- 
quation (b)  donne  m  =  5|/â.  Mettant  à  la  place  de  a 
dans  le  premier  membre  de  l'auxiliaire ,  la  valeur  nu- 
mérique 4  de  ^  >  U  se  réduit  att  nombre  â6.  Ainsi 
a.  35 
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substituant  toutes  ces  valeurs  dans  Téquation  (jSoG), 

on  aura/x  =  ^g  +  c'3'+  (5^a)*[c'  ces  (x-So*») 

-f-  c  sin  (x .  5o®)3.  Faisant  suocessirement  x  =  aux  trois 
nombres  ï ,  2  ,  3,  auxquels  correspondent  respective- 
ment les  valeurs  o ,  0,1,  de^j: ,  1  équation  précédente 

23        ,  3  „    •         i 

donnera  c  == —  5 ,  c  = rz^t  c  = :  on 

3770  754  29 

aura  donc  complètement 
^       145.4*— i3o  3*-  (5 v/2)*[i5co8(a:5o«)+23sîn(x5o')l 

599.  Si  l'ajoutée  X  est  une  quantité  constante  H , 
il  n'y  aura  d'autre  changement  à  faire  dans  la  formule 
(60b*)  ,  que  de  mettre  au  numérateur  du  premier  terme 
de  la  valeur  de  fx  ^  la  quantité  H  à  Ja  place  de  celle 
A* ,  et  au  dénominateur  le  nombre  1  à  la  place  de  h\ 

ainsi  ce  premier  terme  sera ,  ^  .  ^    .  t>  .   â  »  ce 

*^  1...+D+C+B+A 

qu  au  reste    on  trouvera  a  priori  en  développant  le 

second  membre  de  l'équation  (Soi). 

600.  Passons  maintenant  au  développement  de  la 
formule  (698)  ,  lorsque  X  est  une  fonction  rationnelle 
de  X. 

Faisant  Aj:=  1 ,  il  est  aisé  de  conclure  de  Téqua- 
tion  (687)  ,  que  quelle  que  soit  la  valeur  entière  et  po- 
sitive d'un  nombre  que  nous  représenterons  par  a  ,  on 
aura  toujours 

Aj,  Aa,...A^  étant  des  constantes  fonctions  de  cellea» 

le  signe  +  lorsque  A   est  pair ,   le  signe  —  dans  le 
cas  contraire.  Cela  posé^   reprenant  notre  équation 
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(SgS) ,  et  supposant  X  =  x^^  on  aura  X      («^iy-i>, 

• .  .±:  A^  4-c(*-0'  .  donc  faisant  pour  abréger 
^^zx""^  A,x^-»-  •  •=*=  A^ (i)  , 

d  viendra  S  L^^,^)J  ^  j:^».:!)^,  =  ,_^<«-.y  X 

...±:A^S  ^^^_^^,    £éqoat.(fe)]  ;  et  d'après réquation(a), 

il  est  aisé  de  voir  que  toutes  ces  intégrations  par- 
ticulières étant  effectuées  9  les  intégrales  respectives 
auront  toutes  pour  facteur  commun 

donc  représentant  par  Ç'  la  somme  de  toutes  ces  in- 
tégrales divisées  par  la  fraction  (c) ,  on  autâ 

et  continuant  de  même  jui>qu*à  ce  qu'on  parvienne  à 
la  première  intégrale  xf — J  ,   ensuite  substituant  la 

35.. 
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— J  X  (-Tj  etc.  dans  Féquation  (SgS)  ^ 
on  aura 


A[;i-^C«-'y][i-.ûC«-*)']...[i— oQLi— a]' 
4-  cC«-0'[aC«-0']*  +  cC«-*)Xû^""*^']'  •  •  'CW'+  ca'  ; 

or, il  est  évident  que  le  numérateur  du  coefficient  de 
ÇC«-0'  estx=±:A,  et  que  le  facteur  de  ±:A  dans 
le  dénominateur  du  même  coefficient  est  ==:i...-f- D 
-4-  €  +  B  +  A  en  faisant  toujours  comme  à  l'article 
5g7  ^  Q  =  1  ;  on  aura  donc  définitivement 

+  cC«-»)'[a^""*^T . . . .  +  c'a'*+  ca* (607). 

Mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  généralement  nous 
représentons  par  Ç"*'  l'intégrale  de  4^"^'^  divisée  par 
le  facteur  commun  à  tous  ses  termes. 

Afin  de  rendre  plus  facile  Tapplication  de  la  théorie 
précédente  ,  nous  joignons  le  développement  des  for- 
mules de  la  table  (588)  ,  en  supposant  Axc=:  1. 

1  a         ç.  -. 

^ g     r         1   "1 

a*      a%i  —  a)L         1  —  a J 

0»+ 4a  4- 1-1 

■^     (1  —  «)^  J 
etc. 
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Exemple.  Trouver  le  terme  général  de  la  série  ré- 
currente  et  composée  du  second  ordre 

1 ,  o,  — 11  , — 73,-370, —  1698 etc {d)^ 

dont  la  loi  est  exprimée  par  l'équation 

f(x+3)  =  x»  +  7f(x  +  i)— lafx. . .  .(e). 

OnaA  =  ia,B=— -7  ,X=a:*,Ji=a,etrauxi— 
liaire  est  a* —  70  +  12=  o,  d^où  a  ==  3,  a'  =  4^  subs- 
tituant cette  valeur  de  ci  dans  la  troisième  équation 
de  la  table  précédentç>  et  n*ajant  ég^rd  qu'à  la  partie 
comprise  entre  crochets;  onaÇ=a:*  +  |^+f-  divi- 
sant cette  équation  par  a*=3*^,  et  intégrant  par  le  moyen 
des  trois  premières  formules  de  la  table  (608) ,  en  ne 
prenant  de  ces  intégrales  que  les  parties  comprises 
entre  crochets  ,  il  vient  g'=a:*+ 1^  ^--T  >  ®*  substi^ 
tuant  cette  valeur  de  Ç'  ainsi  que  les  valeurs  numé- 
riques de  A  ,  B  ,  a  et  a'  dans  l'équation  (S07) ,  on  a 

et  déterminant  àTordinaireles  constantes  arbitraires  e^| 
c^  on  a  complètement 

-        flxCqx+i5)4-34— 6i.4*  +  qo.3* 

-*  108 

601.  Si  l'une  ou  plusieurs  des  racines  de  l'auxiliaire 
sont  égales  à  l'unité ,  la  formule  (607)  sera  en  défaut , 
puisqu' alors  on  auraîe  dénominateur  1  ....+D+C-f-B 
-f-A  =  o ,  ce  qui  donnera  fx  =z  oo-  Mais  on  obviera 
aisément  à  cet  inconvénient^  en  commençant  par  di- 
viser Tauxiliaire  par  a —  1  élevé  à  la  puissance  marquée 
par  le  nombre  de  ses  racines  égales  à  Tunité  ,  et 
faisant  dans  le  quotient  a=:  i  ;  ce  qui  indiquera  le  nou- 
YiBau  diviseur  qu'il  faudra  donner  à  ^C«-0'.  H  est  à. 
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rente  proposées 

-  _ Qx (x^ 4- 537  +  1  ])+  7.5^  —54. a*  +  69 
fa:  —  ' — ■ — — M . — :-. 

•^  12 

Go3.  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  intégré  l'équa- 
tion aux  différences  (695)  que  dans  le  cas  où  ]eê 
coefiîciens  A  ^  B . . .  sont  constans  ;  mais  si  ces  coef- 
Sciens  sont  fonctions  de  la  variable  x^  il  est  malheu- 
reusement très-rare  de  pouvoir  effectuer  l'intégration; 
cependant  l'équation 

/(x+0^$fx  =  X (609). 

dans  laquelle  ^  et  X  sont  des  fonctions  de  x^  s'intègre 

assez  aisément ,    ainsi    qu'on  va  le  voir.    En  effet , 

soit  fait 

fxzzn^^x  X^x (a)  f 

en  représentant  par  ^  et  ^  les  caractéristiques  de  deux 
fonctions  indéterminées  de  x.  De  cette  équation  (a)  on 
déduit  celle  /(x  -f-  1)  =  ♦  (^  +  i)^{x  +  1)  ;  mais 
S  (p(x  +  ])  =  ^x  +  2^x  ;  donc/'(x+  1  )=4>(x-[-i)^x 
-{-  ^  {x  -^  1)  S^x:  substituant  cette  valeur  dey(x+i) 
ainsi  que  celle  de/x^équat.  (a)],  dans  l'équation  pro- 
posée (609)  ,  il  vient 

[4>  (x  +  1)  —  f  f»x]  Z^x  +  *  (^  +  Of ^  ==  ^• 

Mais  Ox  étant  une  fonction  indéterminée  d^  x  ,  09 
peut  faire  le  coelEcient  de  2^x=o^  ce  qui  donne 
pour  déterminer  ^x ,    F  équation 

^«)x=*Cx  +  i) {h), 

et  pour  déterminer  ^x  l'équation 

_         X  ,. 

^^—  ^K^+T) ^^^• 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (6)  et  transposant,  il  vient /ç=/4>(x+i) — l^x 


$5a  CÀLCtTt  INTtéRÀt  "  '"^ 

t=:  AZ<ftrr,  donc  tox=:S/f ,  d*où  on  tire 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (&)  ^   il 

vient  ♦(x  +  i)  =  $e*^;  donc  Féquatlon  (c)^  se  ré- 

X  X 

duira  à  celle  çx  =  — —-=•  ,d'où  Z^j::=2  — — p-  +  c  ; 

Ce    5  $«  ^ 

substituant  cette  valeur  de  Xçx ,  ainsi  que  celle   d» 
^x  []équat.  (££)^  dans  Féquation  (a)  ,  on  a  celte 

qui  est  Fintégrale  complète  demandée. 

On  pourrait  si  on  voulait^  substituer  dans  cette 
formule  la  valeur  de  2/^  doiinée  par  Téquation  (SgiX 
en  y  faisant  A|=  i. 

Avant  de  faire  des  applications^  je  préviens  qu» 
je  nomme  séries  récurrentes  variables ,  celles  dont  /a 
loi  est  exprimée  par  une  équation  aux  différences  qui 
a  un  ou  plusieurs  de  ses  termes  av^c  un  coefficient 
variable. 

Cela  posé  ,  proposons- nous ,  en  premier  Keu  ,  de 
trouver  le  terme  général  de  la  série  récurrente  va- 
riable ,  i ,  1  ,  6 ,  3G  ^  240  etc. ,  dont  la  loi  est  ex- 
primée par  réquation  aux  différences  du  premier 
ordre. 

f(x  +  i)=afx'+-x\x—  0(a:— 2)(a:  — 3)..K..(6). 

Comparant  identiquement   cette   équation  avec  celle 
(609)  ,  il  vient  ^  =  a:  et  X  =  x*  (^— i)(x^a) 1 

2/2? 
=a7*e        [équat.  (Sqa)],  Substituant  ce3  valeurs  dans 

l'équation  (610  )  ,  on  a 
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yi=(jî-i)(j:-fl)(x-3). . .  i(Sx-fc)=(r-i)(a:-a)(x-3) 


....(î(î=^). 


Pour  déterminer  la  constante  c ,  j'obserye  que  pour 
3C=:aonafx==^i ,  ce  qui  réduit  l'équatiorf  précédente 

i  1  =— ^ — -!—  d'où  c  =o;  on  a  donc  complètement 

^   X  (j —  0*(3g  —  a)(jg  — ■  5) . . .  1 

^  a 

ou  plus  simplement /r=  1.3.4.5. .  .a: (a:— i),  ce 
qui  est  le  terme  général  demandé. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  le  terme  général 
de  la  série  récurrente  variable  1  ,  1  ,  4^  »  ^99^  » 
3a63o4»  etc.  ,  dont  la  loi  est  exprimée  par  l'équation 

Comparant  cette  équation  avec   celle    (609)  ,    on   a 
g=ac*  ctX=3*.x'(j:— i)'->(a?— 2  )^-* a» 

;=  S'jc^c'^      [équat.  (Sga)]  :  substituant  ces  valeurs 

dans  l'équation  (610)  ,  il  vient/x=c^^^'[s3*  +c]  , 


et  mettant  à  la  place  de  e  et  de  x3*  ,    leurs  va- 

leurs respectives  (a? —  1  )**"* .  (x — 2)*""* .  (a: — 3)*""^. ...  a* 

3*  / 

et — ,  données  par  les  équations  (Sga)  et  (584),  ^^  * 

fx=2\ZK4^.S\  .  .(a:— i)*-'r?l±£\  Pour  déter- 
miner la  constante^  nous  observerons  que  quand  x=3, 
la  série  proposée  donne^it=4o,  donc  40  =  2(27+^)  > 
d'oùc=  —  7J  on  a  donc  complètementy!r  =  3.3''.4^. 
j5^. . .  (a?  —  i)*~*(3* — 7) ,  ce  qui  est  le  terme  général 
49  la  série  proposée. 
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CHAPITRE  III. 

Quelques  notions  sur  V  intégration  des  formules 
et  équations  aux  différences  qui  contiennent 
plusieurs  variables. 

6o3.  JLUISQUE  pour  prendre  la  différence  d'une 
foncticui  variable  F(jr:,^,  z....)  entre  un  nombre 
quelconque  de  variables,  on  prend  successivement 
cette  différence  par  rapport  à  chacune  des  variables, 
en  considérant  les  autres  comme  constantes  ;  il  est 
clair  que  quand  on  voudra  intégrer  la  différence  d'un 
munome ,  il  ne  sera  nécessaire  que  de  prendre  tous 
les  termes  affectés  de  la  différence  d'une  seule  variable» 
et  d'intégrer  ces  termes,  ce  qui  donnera  l'intégrale  delà 
formule  aux  différences  proposées,  si  celle-ci  est 
exacte.  Par  exemple  ,  soit  proposé  d'intégrer  ayxiAo: 
+  x^zAy  +  axz£^xAy  +yzAjc''  +  zAor'Ày  +yx^Az 
+  oyxAxAz  +  yAx^Az  +  x'AyAz  +  zxAxAyAz 
•i-Aoc^Aylz,  Ne  prenant  que  les  deux  termes  layxzAx 
+ j^zAr*  qui  renferment  la  seule  différence  de  x  ,  je 
les  intègre  par  rapport  à  cette  seule  variable ,  ce  qui 
donne  2yzAx'Zx-\'  yzAx^J:x°=yzx'' — yz  vAx+yzxAx 
:=yzx^',  donc  si  la  formule  proposée  est  une  dif- 
férence exacte  ,  son  intégrale  est^zr*;  c'est  ce  qui 
a  réellement  lieu;  car  en  prenant  la  différence  de  ce 
monôme  algébrique  ,  on  retrouve  la  formule  pro- 
posée. 
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G04.  Quand  même  la  formule  proposée  serait  la 
différence  d'un  polynôme;  la  méthode  d'intégration 
serait  la  même^  si  ce  n'est  que  dans  le  cas  où  la  va- 
riable par  rapport  à  laquelle  on  intégrerait,  ne  mul- 
tiplierait pas  tous  les  termes  de  la  fonction  dont  la 
différence  est  proposée  ,  il  faudrait  intégrer  plusieurs 
autres  termes ,  ou  même ,  poiir  plus  de  sûreté  ,  tous 
les  termes  qui  ne  sont  respectivement  affectés  que  de 
la  différence  d'une  seule  variable  ;  ensuite ,  ajoutant 
toutes  ces  intégrales ,  on  effaceroit  les  répétitions  des 
termes  répétés.  Par  exemple,  soit  proposé  d'intégrer 
le  polynôme  aux  différences  2J?yAx  + a;* Ay  +  QzorAa 
-f-  yAx^  +  orAz*  +  z^Ax  +  oyAy  +  Ay*  +  axAxAy 
+  Ax*Ay+2zAzAx  +  ùz^Ax.  Je  mets  à  part  les 
quatre  derniers  termes  où  se  trouvent  mêlées  les  dif- 
férences Ax  ^  Ay ,  Az  y  et  intégrant  seulement  les  huit 
premiers  termes,  je  trouve  QyAx7^X'-\-x^AyJ:y°+QxAzZz 
^yAa^Xx"*  +  xAz^Sa*  +  zMxSx"  4-  aAySy  +Ay*Sy« 
nryj;*  — yxAx-i-x^y+xz^ —  xzAz+yxAX'+-xzAz-+-z^x 
•+j^' — y^y  -^y^y  f  réduisant  et  effaçant  les  répéti- 
tions des  termes  répétés ,  on  a  le  trinôme  yx^-^-xz* 
-f-^  ,  qui  est  sûrement  l'intégrale  de  la  formule  pro- 
posée ,  si  celle-ci  est  une  différence  exacte;  c'est  ce 
qu'on  trouve  être  vrai  en  prenant  la  différence  de  l'in- 
tégrale obtenue. 

6o5.  Dans  quelques  équations  aux  différences  où  il 
entre  plusieurs  variables,  et  qui  ne  peuvent  se  sou- 
mettre aux  méthodes  précédentes  ,  il  est  cependant 
possible,  par  le  moyen  de  certains  artifices,  d'en  obtenir 
les  intégrales  ;  telles  sont,  par  exemple,  toutes  les  équa- 
tions aux  différences  qui,  en  dernière  analyse,  peuvent 
se  réduire  à  la  forme 

Ay+yfx'^'Fxz^o {Su), 
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En  efFet ,  faisant 

J'  =  «f («)r 

en  représentant  par  »  et  ^  deux  fonctions  indéter* 
minées  de  x,  prenant  la  différence  de  l'équation  (a) , 
il  vient 

Ay  =  cùA^+^A^  4-A(»AÇ (6)  , 

et  substituant  cette  valeur  de  Ay  ainsi  que  celle  dey 
féquat.  (a)]  dans  la  proposée  (Su) ,  celle-ci  deviendra 

«A^  +  ÇAA»  +  A«AÇ-f-â»5/à:  +F^  =  o W- 

Or,  puisque  ^  et  a»  sont  des  quantités  indéterminées^ 
on  peut  faire 

«A|4-«^  =  o. . .  .(d) , 

ce  qui  réduit  Téquation  (c)  à  celle 

|Ao)  +  Aû> A^  =:  —  Fa:. . . ..(«). 

De  l'équation  (d)  ,  on  tire  celle 

f=-/^ (/); 

et  faisant |=c^  d'où  A|=e'^(e^^—i)=r|(c^'^  —  i), 

Téquation  (/)  deviendra  e^'^  =  i  —fx  ,  d'où 

A=:  Xl  (i  — fx)  'y  donc 

?(=e^)  =  e^^(^-/^) (g), 

et  par  conséquent  A|  =e^^^^  — /^)[c'C^"'/*^)  —  i]: 
substituant  ces  valeurs  de  ^  et  Ag  dans  l'équation  (e), 

F:r 

il  vient  celle  A»  = — j- r  .    .    i , ?-^  .  d'où 

^s/(  1  — /x) -h  /  (  1  -/c)' 

—  Fa: 

^  ^^^'^  —rrr? r  s   .   /  r Tirr  -   enfin    substituant 

gS/(i— /i)  4-/(1 —/x) 

cette  valeur  de  a» ainsi  que  celle  de  ^  [équat.  Çg)2  ^^^ 
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l'équation  (a)  ,  il  vient 

ce  qui  est  Fintégrale  complète   de  Téquation   pro- 
posée (611). 

Exemple.  Intégrer  t équation 

^y+y(i  — x)+x^(x —  i)(x — 3)  (x — 3)...i=so. 

Comparant  cette  équation  avec  celle  (611),  on  a 
Jfx=  1  — X,  d'oùa:=  1  — fx  etFx=jc^  (x — i){^x — a) 

—  issx'^  ^[équat.  (Sgi),  en  y  faisant  Aa;  =  i^. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (6ia)  ^  on  a 

jf=t:— 4i^^2^=:c— «^^  2x^.    Mais  e^^  = 

(x  — i)(x — a)....i  [équat.  (691)3  ,  et  2x*  =  -ç 

—  —  "f*  o  C  troisième  équation  de  la  table  (579)]] ,  on 

^  donc  complètement  pour  Tintégrale  de  la  proposée , 
l'équation 

y  z=zc—  X  (x  —  i)(x  —  a)  . .  1  Q^— ^  «  +  g)* 


CHAPITRE  IV. 

application  du  Calcul  intégral  à  la  somma" 

tion  des  séries. 

606.  iJoiT  y'  une    fonction  de  x  telle  ,   qu'en  y 
iaisant  successivement  varier  x  suivant  set  différences 
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constantes  ,  on  forme  la  série 

dont  jr*'  est  le  terme  général.  Soit  représentée  par  S 
la  somme  de  cette  série  (a)  ,  et  par  S'  la  somme  de 
la  même  série  augmentée  du  terme^^"^^"^^',  qui  suit 
immédiatement  celui ^*',  en  mettant  dans  ce  dermer 
terme  x+Ax  à  la  place  de  x.  Cela  posé  ,  il  est  clair 
que  si  de  S'  on  retranche  S,  la  différence  de  ces  deux 

sommes  sera/*^^^)';  donc  S^— S  ouAS=y<*^^'>', 

d'où  8=2^"^^^)'  :  mais  il  est  clair  que  sy*^"^'^ 
est  ce  que  devient  ly^  lorsqu'on  met  dans  cette  dernière 
quantité  x+Ax  à  la  place  de  x  *,  donc  le  terme  somma- 
toire  d'une  série  se  déduit  immédiatement  de  Tintégràle 
de  son  terme  général  ,  en  mettant  dans  cette  intégrale 
x+Ax  k  la  place  de  x.  Ainsi  la  lettre  S  étant  prise 
pour  caractéristique  de  la  sommation  ,    on  exprimera 

analytiquement  la  relation  delà  sommation  àTintégra- 
tion  par  Téquation 

Sy*'  =  sy*^-  ^')' (6i3). 

Pvour  faire  une  première  application  de  cette  for- 
mule ,  proposons-nous  de  sommer  la  suite 

a — b+e,  Sa — zb-^-e,  Qja — 3Zr-f-e,  64a — 4^+e,etc.(J)) , 

dont  le  terme  général  est^'  =:car^ —  ^x  +  e  ,  en  pre- 
nant Ax  =  1 ,  c'est  ce  que  nous  ferons  dorénavant , 
jusqu'à  ce  que  nous  prévenions  du  contraire.  Or,  nous 
avons  vu  à  Tarticle   671   que  l'intégrale   de  ce  terme 

gênerai  est  .[__-_-  +  (__) x  +  ■^- J 

4-  const.  ;  donc  substituant  dans  cette  dernière  for- 
mule X  •+•  i  à  la  place  de  x,  on  aura  pour  terme  som- 
matoire  de  la  série  (£>), 
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Sv*^=— : — — ax^A —  a?»  -A x  +  e 

-f-  coust (c). 

AGn  de  déterminer  la  constante  ^  nous  observerons  que 
pour  a;  =  1  ,  on  a  Sy'^  =  a  —  b  +  e  ,  qui  est  le  pre- 
mier terme  de  la  série  proposée  (6)^  donc  faisant 
a:  =  1  dans  Téquation  (c)  ,  on  aura  a—  6  +  e=a 
—  i+ ae +con8t.  ,  d'où  coust.  =  — e;  ainsi  on  a 
complètement 

Sy*'=— I l-û^H x  +  ae — b  J. 

G07.  La  sommation  d'une  série  se  déduisant  immé- 
diatement de  l'intégration  de  son  terme  général  ,  nous 
croyons  devoir  faire  connaître  une  classe  très-considé« 
rnble  de  suites  dont  on  trouve  fort  aisément  le  terme 
général ,  et  par  conséquent  le  terme  sommatoire. 

Chaque  terme  de  la  série  (a)  [art.  Gob'J  étant 
égal  à  celui  qui  le  précède  plus  ou  moins  la  dilTé- 
rence  qui  existe  entre  ces  deux  termes ,  on  aura  la 
suite  d'équations 

{f=y±  ùy\y'  =/  ±  A/,y-  =  j^  ±:  Ay" ,  . . . 
..,.y"  rrsj'C'-O'  lhAyC*-0^] (a) . 

Prenant  les  différences  respectives  de  chacune  de  cet 

équations ,  on  a 

{ Ay"  =  Ay'  ±:  Ay\  Ay"=  Ay^di  Ay  ,  Ay'^  =  Ay* 
±:  Ay^.-.Ay  =AyC^O'd::  A^^O'}. . .  .(i). 

Substituant  la  valeur  de  Ay'^  première  équation  du 
groupe  (^)  ,  dans  la  seconde  équation  du  même  groupe  , 
la  valeur  de  Ay"  dans  la  troisième  équation ,  et  ainsi  de 
suite  par  des  substitutions  successives,  on  parviendra 
à  Téquation 
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Ay^^=:  Aydi(3r--0Ay+  ^^  —  0  (Jg  —  a)  ^3y 

Par  des  substitutions  successives  et  semblables  dans 
les  équations  du  groupe  (a) ,  il  vient  celle 

y*'=y±:  A/  ±:Ay"±.ùy'' .^AyC^-O'; 

et  substituant  dans  cette  dernière  équation  les  valeurs 
de  Ay,  Ay'....AyC*-0'  déduites  de  l'équation  (614), 
en  y  faisant  successivement  x=:=  i ,  a  yv..  (x--»  i/,  on  a 


y^=^±i(^x-i)Ay+  (^-,0(^=»)  ^._y, 


«-/ 
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±:  etc (6i5); 

donc  dans  toute  série  qui  a  ses  différences  d'un  ordre 
quelconque  constantes  ,  on  pourra  parvenir  à  trouver 
immédiatement  son  terme  général  par  le  moyen  de 
l'équation  (6i5)>  et  de  là  on  déduira  sans  peine  son 
terme  sommatoire.  £n  effet,  le  terme  général  (61 5)  se 
composant  alors  d*une  suite  finie   de  puissances  en- 
tières et  positives  de  0?,  son  intégrale  sera  donnée  par 
les  équations  du  groupe  (679)  ;  or  il.  est  aisé  de   vé- 
rifier que  le  passage  de   Sx'"  à  Sr"*   se    faisant    en 
mettant  dans  la  première  de  ces  deux  quantités  x-j-  1 
à  la  place  de  x  ,  il  n*y  aura  d*autre  changement  dans 
les  formules  (679  )  ,  et  plus  généralement  dans  celle 
(58o) ,  que  relativement  au  second  terme ,  qui  de  né- 
gatif deviendra  positif.  Ainsi  généralement  le   terme 
sommatoire  de  la  série  i"*,  a"*,   3"*,  4"*, .  .x'"(*)  est 


{*)  On  sait  qne  la  différence  de  Tordre  m  de  cette  série   est 

5x'"= 
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5a:"*  = }-  --x"*  H ;=  x*"  * 

Exemple.  Trouver  le  teime  sommatoire  de  la  série 

4^,4^,4?*   53,   6i  etc (c)  , 

dont   les    quarante  premiers    termes    sont   tous   des 
nombres  premiers. 

Les  différences  premières  de  cette  série  forment  la 
p^og^e^sîo^  par  différence  f  a.4-6.8  etc.  ,  ayant  pour 
raison  a  ;  donc^'  =  4'  »  4y'^=  2,  A  *y'=  a  et  Ay  =  o. 
Subi^^ituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (fiiS),  on  a 

jy*'=4^  +  2(:c— i)  +  (j: — i){oc — a)=:4i  +  ^(^» — 0  ; 

donc  S  .y'  =  4*  S,x^-^S. X*— -S .  x  ;  et  substituant  les 

valeurs  de  S.x°  ,  S.x*  etS.x  déduites  de  l'équation 

(6 1 6)  ,    en  y  faisant  successivement  x=  o  ,   x  =  a 

x^       1  I 

<et  X  =  1  ,  on  aura  S.y^  =  4^^+  y  +-  ^  +  ô  ^ 

^^—  -  X* X  ,  ou  faisant  les  réductions,  il  viendra 

a  a 

S.jr-'=|-(ia3  +  x*) (J), 

ce  qui  est  complètement  le  terme  sommatoire  de  la 
série  proposée  (c). 

Go8.  Si  Ton  ne  veut  avoir  le  terme  sommatoire  qu'à 


constante^  mais  ce  qui,  du  moins  que  je  sache,  n'e'tait  pas  eu' 
core  cr)nnuy  cVst  que  rezpression  générale  de  cette  différence  cons- 
tante est 

a  2.3 

.    m  (m — i)(m — 2)  (m — S)'"^»  .  ,   , 

+ ÏX4 *  '  =  . .1.3.4.  •••'». 

a.  35 


5Ga  CALCUL  INTÉGRAL 

partir  d'un  terme  déterminé,  tel  que  le  n*'*'"'  par 
exemple,  alors  on  ajoutera  à  la  valeur  de  S  ,y*  une  cons- 
tante qu'on  déterminera ,  en  faisant  S. j*'=o  lorsque 
x-=.n — 1 .  Ainsi  dansVexemple  précédent,  si  Ton  ne  veut 
avoirle  terme  sommatoirequ'àcommencerdun*^' terme, 

on  écrira  Sy*'  =  -g(  laa  +  x*)  -+-const,    et  faisant 

Sy*  =0  lorsque  x=  n  —  t  ,  on  aura  const.  = ^^ 

(laS  +  Ji*  —  2/i) ,  ce  qui  donnera  complètement 

S  .f'  =  g  Cx(i  22  +  xO  —  (/i  —  0(1 23 +/i*  —  2n)]. 

609.  Mais  le  calcul  des  sommations  de  ces  séries 
se  simplifiera  beaucoup ,  si  nous  trouvons  directement 
l'expression  du  terme  sommatoire  ,  c'est  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté  \  car  soit  toujours 

y'.y^y'»-"^ («) 

la  série  proposée ,  on  aura  conséquemment  Sy''=^ 
+y'  +y*'»  •  •+J'*'>  et  substituant  dans  cette  équa- 
tion les  valeurs  dey, ^"',  ...j/*'déduitesde  réquation(Gi5), 
en  y  faisant  successivement  j:=:a ,  a;  =3,  ...a:  =  a?,  oa 
aura,  toutes  réductions  faites,  la  formule 

+  etc (617)- 

Appliquant  cette  formule  à  la  série  (c)  de  l'article 
606  ,  pour  laquelle  nous  avons  vu  qu'on  avait^ — ^i, 
Ay=      et  A^''  ^=  2,  on  aura  Sy^  =  4ix  +  ^(-^ — 0 

=  "5  [iû3  +  x*  —  1]  =  — .  (  122  +x*)  ,  expression 
identique  à  celle  (J)  de  l'article  607. 
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^10.  L^éqnation  (58i)  se  déduisant  de  celle  (d) 
[art.  57a]  ,  en  faisant  dans  cette  dernière  équation 
p  =  o ,  et  l'équation  (682)  se  déduisant  de  celle  (d) 
citée  précédemment  ,  en  y  faisant  p=Ax,  il  s'ensuit 
d'après  la  formule  ((îi3)  ,  que  le  second  membre 
de  l'équation  (58 1)  est  l'intégrale  du  terme  général 
ar(j:+Aj:)(a;-+-2Aa:) . . .  (x-f-nAx)  d'une  suite  telle  que 

•  •  .[(a+Aj?)+nAjc]  ,  (a+nAx)  [(a  -f  3Ax)  + Ax] 
•  •  •  [(a+aAx)+nAx]]  etc (618) , 

et  que  le  second  membre  de  l'équation  (682)  est  le 
terme  sommatoire  de  la  suite  (618)  :  ainsi  on  a  géné- 
ralement 

SxÇx^Ax)  (a7  +  2Ax)..  .(x+  nûx) 

œCx+Ax)  (a;+a  A  x) . . .  [x+(n+ 1  )  A  x]  , 
=  -^^ — — r    t    \  ^  i— i— ^^ é  ^  const.  (a) . 

pour  déterminer  la  constante  ,  j'observe  que  lorsque 
a;  =  a  la  série  (618)  se  réduisant  à  son  premier  terme  , 
sa  somme  se  réduira  aussi  à  ce  premier  terme  ) 
on  aura  donc  en  faisant  x=ia  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (a)  ,  celle 

c(a-|-  Aa:)...(a+  n^x) 

a(a -f-Ax)(û+3  A  a:) . .  [o-f-C'i-^-  1  )  A  x"] 

= ■• -p — j^ — r— ==  const.  , 

(/1+2)  A  a: 

j,    XV      ,.  ^  (a — Ax)a(a+Ax)..,(a+n^.x) 

d  oui  on  tire  const.  = — ^ ■■■\    — r4 — ^ — ! -'; 

(/i+2)Ax 

ainsi  on  a  complètement 

Sx(x -h  AT)(x'+-^Ax)...(x  +  nAx) 

Exemple.  Sommer  la  série 

a. 5. 8,  5,8.11,8.11.14, 11. i4- 17*  i4'7-3®*ctc..(i). 

36.. 


.(619). 


564  CALCUL  INTÉGRAL 

Comparant  cette  suite  avec  celle  (Si8) ,  il  vient  a  ^a, 
Ax=:3  et  /i=  a:  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion (619),  on  a 
Sx(.+3)(x+G)  =  ^(»^+3)(.+6)(aH-.,)+x.a.5.8  . 

ce  qui  est  complètement  le  terme  sommatoire  de  la 
série  proposée  (6). 

Gii.  Mettant  la  caractéristique  S  à  la  place  de 
celle  S  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (583), 
et  mettant  x-^-Ax  à  la  place  de  x  dans  le  second 
membre  de  la  même  équation ,  on  aura  celle 

x(X'\'Ùjc)  (x+QAx)..,.(x-^nAx) 

....  (a) . 


nAx(x-^  Aa;)(x+2Ar) . . .  .(j?+«AjO 
qui  est  le  terme   sommatoire  d'une  série  telle  que 

1 


a(a  +  Ao;) . . .  (a  +  nûix)  * 
1 


(a  +  Ax)[(a  +-ix)  +  Ax] .  .  .  [(a  +  Ax)  -f-  72 Ar]  ' 

(a4-2Ax)[(a+2Ajc)+Aa7] . . .  [(a+2Ar)4-nA  xj       "  ^      ^ 

Or,  pour  déterminer  la  constante  de  l'équation  (a)  , 
j'observe  que  pour  x=^a,  la  somme  doit  se  réduire 
au  premier  terme  de  la  série  (620)  ;  on  aura  donc 


const.  = 
+ 


a(a+Ax) .  . .  (a+nAx) 
i 


nAxÇa  +  Ax) . .  .(a-^-n^x) 
1 


nAxa(a  -f  Ax)  (a  -f  uAx) . . .  (a  +  (/i —  0^-»^)  * 
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ce  qui  donpe  complètement 

s -i 

x(pc  +  Ax)  (x  +  sAo:) ,..;... (x  -j-  r Ace) 

=_L.r i 

nAx  Lû(a  +  Ax) [a  +  (/i  —  i  )  A  rc] 

"^(a:+  Ax)(a;+2Aa:)...(ji:+.iiAx)J ^^^^^' 

Il  est  aisé  de  voir  d'après  cette  équation  que  la  limite 
transcendante  [voyez  le  renvoi  de  la  page  aao,  tome  I3 
des  séries  de  la  forme  (620)  ,  est  la  quantité 


n  A  a:(a+  A  x) . . .  []a+(» —  1)  A  xj  * 

à  laquelle  se  réduit  le  second  membre  de  l'équatioir 
(621),  lorsqu'on  fait  x  =  co.  On  trouvera  de  cette 
manière  en  faisant  a  =  i,  Ax  =  i  et  n  successive-* 
ment  =  1,2^3,  etc. ,  que  les  limites  transcendantes 
des  séries 

11  1         1 

etc. 


i.a'a.S'  3.4*4.5 


T  1  I  1  ff  I    I 

etc. 


i.s.3'a.3.4'3.4>5^4*^*^  V  sont  \  4 

1  1  T  1  i  1   1 

etc. 


1.3.3.4*3.3.4.5*  3.4.5.6 '4.5.6.7       VI  I  18 

etc.  j  \^efc. 

612.   En  appliquant  aux  équations  (689)    et  (690) 

le  théorème  (6i3)  )  []art.  6063,  on  aura  les   équa-^ 

tions 

c    •  .        cos(a7  +  iAa7) 

6.smx  =  const. ^-: — r-r — W  » 

2  sm  ^Ao?  ^ 

o  .   sinTo: -f-^Aa;)  ,,. 

0  .C08  a:=  const.  H -^=— : — .   ■■  ,.•-.....  .C^»),^ 

2  sm  ^  A  X 
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qui  sont  les  termes  sommatoires  des  séries  respectire» 

•îna,  sin(a+  A  x),  sin(^a+2^x),  sin  (a-f-3  A x)etc . . .  .(622) 
cosa,cos(a+  A  a;),cos(a+a  A  x),cos(a4"3  A  x)etc. . . .  (ffaS). 

Mais  pour  x  =  a^ on  a  S .  sin  a;  =  sin  a  et  S  cos  x=zcosa; 
donc  faisant  .T  =  a  ,  les  équations  (c)  et  (b)  se  ré- 
duisent respectivement  à  celles 

cos  (a  —  -j  Ax) 

const.  = : — rz \c}> 

2sin  5  A  X  ^  '' 

sin  (a — i  Ao:)  ,  .^ 

et  const,  = '^.    ,\ ' (^d); 

on  aura  donc,  toutes  réductions  faites, 

sm  (  — • —  J  sm  I  +  î  ^  ^  I 

S.sinx  =  .     ,/ =1...(G24) 


(X  +  q\        [^x  —  a  T 

ô.cosa:=  r-~ -..CbaDj. 

sm  -^  A  a; 

ce  qui  sont  les  termes  sommatoires  complets  des  séries 
respectives  (622)  et  (6a3). 

Si   Ton  fait    Ax=  a,  alors  les   séries  (622)    et 
(023)  se  changent  respectivement  en   celles 

sin  a,  sin  2a,  sin  3a,  sin  4a ...  sin  ara (62G)  , 

cos  a,  cos  2a,  cos  3a,  cos  4a.  ..  cos xa (627)  j 

ainsi  le  terme  sommatoire  de  la  série  (626)  est 

sin  ri(f±i)l  sin  f ^) 

S. sin  xa  == 1= ^    ^   "'        ^^^. . . .  (638)  , 

sm  j  a  ^ 

et  celui  de  la  série  (627)  est 

— -    [smf  —  1 

p ,  CQ»  j(a  =  rT-<-< — — -. — -■— r^-^ (629). 

34n  ^  a 
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Dans  ce  même  cas  de  Ax=a,  réqaation  (c)  se 
rédait  à  celle 

const,  =  j  cot  I  a ^e)  , 

et  le  dernier  terme  du  second  membre  de  l'équation 
(a)  devient 

cos  (xa+^  a) asin^ocos  (xa^^a) 

:^  sin  ^  a  4  sin*  |  a 

2sm\a  cos xa  cos |-  a—  2 sin* ^  a  sin  xa 
'^  4lïn^Tâ 

sin  a  cos  xa  —  sin  xa  +  cos  a  sin  a;  a 

~  4  sin"  i  a 

sin  (a: -f-  1)  a  —  sin  ara 
""  4sin4a  '^ 

j  o    •  1      *  1  sin  (x  + 1  )a  —  sin  xa 

donc      Ssmxarzr^cotia ^^ — /  .  ^  . : 

*        *  4sm*ia 

or,sironfaitx=r^,  on  a  sin(x+i)a=sin|  0:^1-1 — Ja  j 

=  sin  X  a ,  donc  S  sin 00a  =  ^  cot  J  a  ;  et  faisant  a  =  1 00**, 
il  vient  S  sin  00100°  =  ^  :  mais  dans  le  cas  de  A  a;=a 
et  de  a  =  100®  ,  tous  les  termes  de  la  série  (622)  étant 
ajoutés^  donnent  pour  somme  1  +0 — 1  +0+ 1  +0 — 1  etCi 
OUI  —  1  +  1  — 1+1  — 1  +etc.  à  l'infini  =  S  sinoo5o* 
=  a  >  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui   est  démontré  en 

algèbre  ,  lorsqu'on  développe  en  série  la  fonction      ,    > 

C'est  ainsi  que  bien  souvent  on  rencontre  dans  les 
parties  les  plus  élémentaires  et  les  plus  élevées  dès 
mathématiques  ,  des  points  de  contacts  qui  sont  comme 
des  vérificateurs  de  toute  l'analyse  qui  a  reproduit  à 
une  grande  distance  dans  le  cours  de  la  science ,  une 
vérité  que  les  premiers  élémens  avaient  déjà  fait  con-- 
naître. 
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De  même  on  trouvera  d'après  les  équations  (fi)  et 
(d) ,  que  faisant  Aa:=:-aetx=oo,  onaScos  ooû 
= — Jj  donc  en  faisant  a  loo**,  ou  plus  simplement, 
=  Qoo° ,  on  aura  en  changeant  les  signes  des  deax 
membres,  la  même  équation  que  précédemment  i  —  i 
^1  —  1  -f-  etc.  à  l'infini  =  {.  Nous  observerons  de 
plus ,  que  le  second  membre  de  Téquation  S  cos  oo  a 
=  — i  étant  constant,  on  pourra,  en  donnant  diffé- 
rentes valeurs  à  Tare  adans  la  somme  cos  a-j-  cos  aa 
-f-  cos  3a  +  etc.  à  Tinfini ,  trouver  que  —  ^  est  la  li- 
mite transcendante  des  sommes  respectives  d'autant 
de  séries  numériques,  qu'on  aura  donné  de  valeurs  dif- 
férentes à  l'arc  a. 

Gi3.  Sachant  sommer  les  séries  des  sinus  et  cosinus 
d'arcs  qui  croissent  comme  la  suite  naturelle  de» 
nombres,  on  saura  aussi  sommer  les  suites  des  puissances 
entières  et  positives  des  sinus  et  cosinus  des  mêmes  arcs  ^ 
telles  sont  généralement  les  séries 

sin"*a  ,  sin'"2a  ,  sin'^Sa  ,    sin"*i^a  etc (63o) 

cos'^a,  cos'^aa,  cos"*3a,  cos"'4û  etc. . .  .(63i). 

En  effet ,  écrivant  les  séries  résultantes  des  dévelop— 
pemens  de  chacun  des  termes  de  la  suite  (G3o)  [_éq. 
(a)  ou  (^)  ,  art.  281 ,  suivant  que  m  est  un  nombre 
pair  ou  impair]  les  unes  sous  les  autres,  de  manière 
que  les  coefliciens  constans  qui ,  évidemment  ,  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  développemens ,  se  corres- 
pondent dans  la  même  colonne  verticale  ;  chacune  de 
ces  colonnes  formera  une  suite  telle  que  cos  pa , 
cos  Qpa  ,  cos5^a  etc. ,  ou  sin  pa,  sin  Qpa,  sin3paetc.  , 
suivant  que  m  est  un  nombre  pair  ou  impair  ,  qu'on 
.sommera  aisément,  en  substituant  pa  à  la  place  de  a 
dans  la  formule  (6^9)  ou  celle  (628)  ,  .suivant  que  jn  est 
pair  ou  impair:  ainsi  on  aura  les  termes  sommatoires 


AUX   DIFFÉRENCES.  669 

de  toutes  les  séries  qui  entrent  dans  le  développement 
de  la  proposée  (63c).  De  plus,  si  m  est  un  nombre 
pair ,  la  dernière  colonne  verticale  étant  composée  de 
simples  constantes  dont  je  représente  la  somme  parQ, 
il  est  clair  qu'outre  les  termes  sommatoires  de  la 
forme  (639)  ,  il  y  aura  encore  celui Qjc.  Par  exemple, 
soit  proposé  de  sommer   la  série 

sin'^a  ,  sin'^aa  ,  sin^Sa,  sin^4^  etc (a). 

Développant  chacun  des  termes  de  cette  suite ,  et 
écrivant  ces  développemens  comme  nous  l'avons  dit 
ci-dessus  ,  on  aura 

sin^  a  =  |-  cos  4^^  —  i  cos  2a  +  } 

sin^a^z  =  ^  cos  8fl  -^  5  cos  4^  •+■  f 

sm^3a  =  ^  cQsi  2a  —  \  cos  6a  +  f 
etc. 

« 

Donc  S  sin^xa  =\S  co8,T(4a)  —  ^  S  cos  x(2û)  +  g  j?  ; 
et  substituant  successivement  4^  ^t  2a  à  la  place  de 
a  dans  la  formule  (6'2<))  ,  on  aura 

^   .   .            1  ni  cosr2(a7+ Ofll  sin  C^xa) 
S  sin^xa  = ^=^ — :       -* -i^ i 


G 


sin  Qa 


cos  (  0?  +  1  )a  sin  ra        Sx"! 
bina  4  — J 

Le  lecteur  pourra  s'exercer  à  sommer  la  série  dont 
le  terme  général  est  sin'^jca;  enfin  nous  lui  laissons  le 
soin  de  trouver  la  méthode  générale  de  sommer  la  série 
(63i)  ,  ce  qui  n*a  aucune  difficulté  d'après  ce  que 
nous  venons  de  dire  relativement  à  la  sommation  de 
la  série  (63o). 

Il  est  à  propos  d'observer  que  si  m  est  un  nombre 
pair,  la  série  (63o)  n'a  pas  de  limite  transrendante  , 
puisqu'alors  pour  0:=  00  ,  on  a  le  terme  (^x qui  entre 
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Exemple.  Sommer  la  série  récurrente 

1,  o,  10,  6,   118,  174,   1614  etc (a), 

dont  la  loi  est  exprimée  par  téquation 

f(x+2)=4*  —f(x  +  1)  +6fx. . .  .{h). 
Comparant  cette  équation  avec  celle  (SgS)  ,    on  a 
A==— 6,B  =  i,7i  =  2,X(=A*)=4',d'oùA=4. 

Ainsi  Tauxiliaire  de  Téquation  (i)  est  a*  +  a — 6=0, 
d'où  a  =  3  et  a'  =  —  3.  Mettant  la  valeur  de  A(=4) 
dans  l'auxiliaire,  son  premier  membre  devient  i4>  et 
multipliant  ce  nombre  par  h —  i=3}Ona4a7  ainsi 
l'équation  (63a)  deviendra 

S.fx  =  ^^  +  c.2*+'  dLc.Z'^'  +  c" (c). 

Faisant  successivement  dans  cette  équation  a;  =  1 ,  à 
et  3  ^  ce  qui  donne  pour  les  valeurs  respectives  de 
S.fx  les  nombres  1,  1 -J-or=  1  et  1 +0+ 10  =^11, 
on  a  les  trois  équations  1  =  -^Sj-  -f-  4^  +  9c'  +  c*  , 
1  =|2:  4.8c  — 27c'+c''et  11  =  ^8  +  ibcH-8ic'+c% 
d'où  Ton  tire  c=o,t  ;  c'=:^etc"  =  — |  :  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l'équation  (c) ,  il  vient,  toutes 
réductions  faites 

^  ^       2o.4'+2i.a*^'dr27.3*— 35 
S*jx-=. -î — ■ ' , 

le  signe  supérieur  si  x  est  un  nombre  pair ,  l'inférieur 
dans  le  cas  contraire. 

616.  Si  l'auxiliaire  de  l'équation  qui  exprime  la  loi 
des  séries  récurrentes  dont  nous  venons  de  parler  ^  a 
une  ou  plusieurs  racines  égales  à  l'unité;  alors  on 
aura  dans  l'équation  (632) ,  un  terme  de  la  forme 
f(;r  •+-  ï)  ;  en  effet,  le  terme  général  de  la  séiie  ayant 
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autant  de  termes  entièrement  constansc,  c',. .qu'il  yade 
racines  de  Tauxiliaire  égales  à  Funité  ,  la  somme  de 
toutes  ces  constantes  arbitraires  pourra  être  représentée 
par  la  seule  lettre  c  dont  l'intégrale  est  cSx**  =  ex  ; 
et  passant  au  terme  soramatoire ,  ce  dernier  terme 
deviendrac(x+i).  Telle  est ,  par  exemple,  la  série  i  » 

1  j  4  f  *9  »  7^  ^*^-  >  ^^"^  ^^  ^°^  ®^^  exprimée  par  Té- 
quation  /(x+a)  =  3*  +  3/(j:+i)—  tifx ,  qui  a  pour 
auxiliaire  l'équation  a*  — 3a  +  2=  o  de  laquelle  oa 
tire  a'  :=  2  et  a  =:  i  ;  ainsi  par  les  substitutions  con- 
yenables ,  Véquation  (GSa)  se  présente  sous  la  forme 

S  .fx  r=  —2—  +  c  +c'2*+*  -f  c"  ;  mais  qu'il  faut  écrire 

4 
sous  celle 

55*4-1 

4 
et  déterminant  à  l'ordinaire  les  constantes  c^c'  ^  c"^on 
a  complètement 

55*4-1        c  , 

S./a:=^  +  H(a;+i)_3.a»-i. 

617.  Si  rajouté  X  est  une  quantité  constante  H  ^ 
alors  le  premier  terme  de  la  valeur  de  fx  dans  Téqua- 

tion  (GoG) ,  se  réduisant  à  la  quantité  .  ^  ,  p  ,   . 

1 . . . -f- C -j- r> -f- A 

Hx 
(art  699)  dont  Tintégrale  est^^ _^__-^,iln  y 

aura  d'autre  changement  à  faire  dans  la  formule  (GSa) , 
que  de  substituer  au  premier  terme  de  la  valeur  de  S.fx 

la  quantité ^^       J r- 

^  1...+  C+B+A 

618.  Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  le  ternie  géné- 
ral (Go3)  des  suites  récurrentes  simples  ,  fait  tout  de 
«uite   voir  que  le  lerme  sommatoire  de  ces  suites  est 
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+  C-' (633). 

Ainsi  le  terme  sommatoire  de  la  ^érie  récurrente 
simple  (e)  [art,  692]  est  S.fx  =  c( —  1)^^*  +  c'.a*"*"* 
+  c^  ==  zp  c  -t-  c'2''^*  +  c" ,  le  signe  négatif  si  x  est 
pair,  le  positif  dans  le  cas  contraire.  Faisant  succes- 
sivement a:  =  i ,  a  et  3 ,  ce  qui  donne  respectivement 
S,fx=zi  y  S.yà:=;=  1+01=1  et  S./i=i+o+2=3, 
on  a  les  trois  équations  1  =c  -f  c\J^-\'c",  1  =— c-)-8c' 
+  c"et  3=  c  +  i6c'+c"  ,  d  où  r=c^,  c'=>^  etc"  =±:  o; 
ainsi  on  a  complètement  S  .fxr=^'zç  ^  + 1  a*"^''. 

619,  Si  l'ajoutée  X  étant  égale  à  la  quantité  ex- 
ponentielle /i*  ,  on  a  h  =  èL  une  des  racines  de  l'auxi- 
liaire ,  alors  il  est  clair  que  la  formule  (63â)  ne  pourra 
plus  servir,  puisqu'elle  donnera  S  ./r  ^=:  00  ;  il  faudra 
donc  alors  recourir  à  la  formule  (698)  pour  avoir  le 
terme  général  fx,  en  observant  que  X  étant  =  A*, 
et  a^^'^^y  pouvant  toujours  représenter  la  racine  de 
l'auxiliaire  que  nous  supposons  =  /r  ,  on  aura 

ainsi  dans  les  intégrations  successives  ,  pour  avoir^, 
on  aura  à  intégrer  des  quantités  de  la  forme  xai'  dont 
nous  avons  domié  l'intégrale  à  l'article  578. 

Ayant  la  valeur  de  fx ,  on  intégrera,  et  on  mettra 
a:  +  1  à  la  place  de  x  dans  l'intégrale  pour  avoir  le 
terme  sommatoire. 
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CHAPITRE  V. 

Usage  du  Calcul  intégral  aux  différentielles^ 
ou  calcul  intégral  proprement  dit ,  dans  le 
Calcul  intégral  aux  différences  ^  et  dans 
le  calcul  des  sommations. 

6ao.  JLj'intégration  des  équations  différentielle» 
peut  mener  immédiatement  à  lalimite  transcendante  de$ 
sommes  des  séries  qui  convergent  sans  cesse ,  s-ans  pou- 
voir jamais  atteindre  à  un  terme  nul  ,  et  qu'on  pour- 
rait par  cette  raison  appeler  séries  asymptotigues.  Ea 
effet,  si  la  série  est  numérique  ,  il  n'y  aura  qu'à  égaler 
£a  somme  à  une  variable  y  ,  ensuite  y  introduire  une 
variable  x  qui  la  rende  à  son  état  primitif  Jorsqu  ba 
fait  X  =  I  ;  cela  fait ,  si  on  peut  parvenir  en  diffé- 
rentiant  successivement  l'équation  résultante  par  rap- 
port k  y  et  X ,  en  considérant  dx  comme  constante  à 
une  formule  différentielle  d*un  nombre  limité  de 
termes  ,  telle  que  d^yz=iF(x ,  dx  ,  dx^, .  .dx")  y  dans 
laquelle  sont  comprises  les  constantes  déterminées  de 
la  série  proposée  ,  alors  il  n*y  aura  qu'à  intégrer  cette 
dernière  équation  ,  déterminer  convenablement  les  n 
constantes  arbitraires,  ce  qui  donnera  complètement 
une  équation  primitive ^  =  F'(a7),  dans  laquelle  F'(a:) 
représente  une  fonction  limitée  de  x  et  des  constantes 
de  la  série  :  ainsi  faisant  dans  cette  équation  a:  =  i  , 
on  aura' la  somme  de  la  série  proposée  poussée  à  Tin- 
Cni  ;  c'est-à-dire  sa  limite  transcendante. 
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La  même  méthode  pourra  servir  à  trouver  la  limite 
transcendante  d'une  formule  variable  de  la  nature  des 
séries  asymptotiques.  En  voici  des  exemples. 

1^.  Trouver  la  limite  transcendante  de  la  somme 
de  la  série 

1  1 


a(a+i)...(a  +  n)'    (a  + i)(a  +  fl). .  .(a  +  n  +  i)  ' 

1 

(a  +  a)(a+3)...(a  +  n  +  ii)*^''---^''^- 

Faisons^=:  â  la  somme  de  cette  série ,  et  multiplions 
chaque  terme  de  la  suite  par  x  élevée  à  une  puissance 
marquée  par  le  dernier  facteur  du  terme  correspondant^ 
ce  qui  donnera  Téquation 

y  ~a(a-hi) . . . («+/i)"*" (a+i)(a+a) . . . (a+/i+i)  ' 

laquelle  étant  différentiée  n  -f-  1  f*^îs  ^^  suite ,  donne 
l'équation  différentielle  du  (/i+  1)""  ordre 

dy  ==(x*-'+  sf+x""^^ + x*^  etc.  à  rinfini)da;* , 
ou  faisant  attention  que  la  série  entre  parenthèses  est 

le  développement  de ,  on  aura  l'équation 

d*y  = dx^, 

^         I — X 

qui  est  de  la  forme  de  celle  (4oO  >  C^^^-  4^9]  >  et  dont 
conséquemment  l'intégrale  est  donnée  par  la  méthode 
enseignée  à  l'article  409*  Effectuant  les  calculs,  et 
faisant  dans  le  résultat  â;  =  i  ^  on  trouvera  complète- 
ment 

i 

y       7ia(a+  i)(a  +  2). . . (a  +  n  —  1) ' 
ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous   avons  trouvé   à 
l'article  611. 
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IP.   On  demande  la  limite  transcendante  de  lafof" 
mule 


+ 


1.12.5.  ...71        1.2. 3.  ..271         i.a.3...57i 

+  etc (a), 

dans  laquelle  n  représente  un  nombre  entier  et  po-» 
sitif. 

Faisant  la  formule  (a)  =j^ ,  et  difTérentiant  n  fois 
de  suite,  en  prenant  dx  constante  ,  on  parvient  à  l'é- 
quation dy  z=ydx'^  qui  est  de  la  forme  de  celle(44o), 
et  dont  l'auxiliaire  m" —  i  =r  o  ,  peut  toujours  se  ré- 
soudre complètement  (note  i  delà  première  section  du 
Calcul  intégral  ,  tome  I ,  page  4^^)  ;  ainsi  on  pourra 
toujours  trouver  par  le  moyen  de  la  formule  (440  >^^ 
valeur  demandée  de^.  Soit,  par  exemple  ,  supposé  que 
71  =  a  ,  c'est-à-dire  ,  qu'on  a  à  trouver  la  limite  trans- 
cendante de  la  formule 


af" 


oc^  x^ 


1 1 i=rn r,   /  g  c  +  etc tb\ 

i.a        1.2.3.4       i.2«o.4.5.o  ^' 

Egalant  cette  formule  â  y  ,  et  difTérentiant  deux  fois 
de  suite,  on  aura  Féquation  linéaire  du  second  ordre 
d^y  zrzydx*  ^  qui  a  pour  auxiliaire  771* —  1=0,  d*ou 
m^=i  etm'  =  —  1  ,  ainsi  la  formule  {4M  donne 

y  =  ce^  -|-  c^e~^  ......  (c) . 

Afin  de  déterminer  les  constantes  c  et  c'  ,  j'observe 
que  pour  a:  =  o,  la  série  proposée  {b)  donney  =  i  > 
et  que  pour  a:  =1   la  même  formule  donne 

1      ,  1 

+  :  ^  >:    /—etc., 


^  1.2  1.2.3.4 

ce  qui  est  la  valeur  du  cosinus  de  Tare  du  cercle  égal 
au  rayon  ;  donc  représentant  cet  arcqui  est  =:63°,6G  1 977 
par  a ,  on  aura  pour  x  =  1  ,  y  qui  sera=fl  ;  ainsi  substi- 
tuant 
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tuant  successivement  ces  valeurs  x=  o,  y^=ii ,  et  a:=:i , 

y  =  a  dans  Téquation  (c),  on  aura  les  deux  équations 

suivantes  izz=ic  +  c^  et  a:=:z  ce-{'c'e''\  d*ou  on  lire 

a£»—  1         ,       é(e — a)        «        ,   ^. 

c  =  -T et  c  =  -^^ ^  :  ennn  substituant  ces  va- 

e*  —  1  e* — 1 

leurs  dans  Téquation  (c)  ,  on  aura 

(ae  —  i)c*+  e*""*  (c  —  a) 

ce  qui  est  complètement  la  limite  transcendante  de 
la  formule  (6). 

621.  Représentant  par  ^  une  fonction  dex,  nous 
avons  déterminé  par  le  seul  secours  du  calcul  aux  dif- 
férences ,  la  valeur  de  2y  dans  un  assez  grand  nombre 
de  cas  y  mais  cependant  trop  petit ,  lorsqu'on  consi- 
dère qu'il  reste  encore  un  bien  plus  grand  nombre  de 
cas  où  la  méthode  précédente  est  insufBsante.  Cette 
observation ,  qu'il  était  aisé  de  faire ,_  mais  qui  présentait 
des  inconvéniens  auxquels  il  n'était  pas  aussi  aisé  de 
remédier  ,  a  donné  Tidée  aux  analystes  de  se  servir  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral ,  concurrem- 
ment avec  le  calcul  intégral  aux  différences  ,  pour 
trouver  la  valeur  de  'S.y  dépendante  de  l'intégration 
de  fonctions  différentielles  dont  l'usage^  beaucoup  plus 
étendu  que  celui  de  l'intégration  des  fonctions  aux 
seules  différences ,  rend  aussi  l'expression  de  Xy  beau- 
coup plus  générale.  Euler  est  parvenu  à  ce  but  d'une 
manière  très  -  ingénieuse  ^  que  nous  allons  faire  con- 
xiaître. 

Soitz  une  fonction  de  a; ,  ce  qui  donnera,  d'après  lé 
théorème  de  Tailor,  [form.(39)  ,  art.  38]. 

a.  37 
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dails  laquelle  A  ,  B  ,  C ,  D  . . . .  représentent  les  coef- 
ficiens  numériques ,  lesquels  sont  évidemment ,  indé-*- 
pendans  de  la  valeur  de  y  ^  et  qui  par  conséquent 
resteront  les  mêmes ,  quelque  valeur  qu'on  supposa 
èi  y  en  fonctions  de  x.  Cela  posé ,  voici  comment 
£uler  est  parvenu  à  obtenir  les   valeurs  numériques 

de  A,  B,  C  etc.  ;  il  a  faitj^  =6*,  d*oùSy=^ 


e* 


e 


)[équat.  (584)] ,  Jy^^'^^t  «^  généralement -y^  =  e*.* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (634)  ®^  dï^ 
visant  par  e*,  il  vient 

î =--+A4-BAj:+CAJt:*+DAa73+etc (é). 

Or ,  il  est  aisé  de  voir  que  le  développement  de 
(e   '  —  i)""'  ouf  Aj?  -f 1-  — =-  +  etc.  J     ,  par 

rapport  aux  puissances  ascendantes  de  Ax  est  de  la 
forme  de  la  série  (e)  *,  donc  les  coef&ciens  de  la  for- 
mule (634)  ne  sont  autre  chose  que  ceux  du  dévelop* 

pement  de  (e^.r— 1)"*'^  Cependant  ce  développement 
présente  quelques  longueurs  de  calcul  que  je  vais  éviter, 
en  faisant  voir  que  nous  avons  déjà  les  valeurs  nu- 
mériques de  A  y  B  ^  C . .  »  toutes  calculées ,  et  pour 
cela ,  au  lieu  de  faire,  comme  Euler, j'  =  e*  ,  je  vais 
faire^=a:^,  m  représentant  un  nombre  quelconque. 
Cela  posé ,  on  aura 

fy^  =  ^.^  ='^'"-  .-gr=K'n-Ox™-% 

et  généralement 

^  =  to(77i— i)(/n  — a)...  (m  — p  +  i)jc"-'. 


tvX  DIFiFéRENCÉS;  58l 


e^*— -1      Ajp       :a       22.3      6fl.3.4-5       6a.3...7 

3       Ax' 

— = +  etc..  .(636). 

10  2.3. . .9 

Ainsi  par  Theureux  choix  que  nous  avons  fait  de  l'é- 
quation j' =  a:"*  à  la  place  de  celle  j^  =e*  pour  avoir 
les  valeurs  numériques  des  coef&ciens  A  ^  B ...  de  l'é- 
quation (654)  )  ^ovLS  avons  obtenu  sans  calcul  la  vraie 
valeur  de  ^y  avec  un  nombre  plus  que  sufGsant  de 

-termes  dans  l'usage  ordinaire,  et  celle  de  (e^^— i)"» 
avec  un  même  nombre  de  termes.  Au  reste  si  ce  nombre 
de  coeiHciens  numériques  ,  déjà  calculés  ,  ne  suffisait 
pas ,  on  pourrait  obtenir  les  suivans  par  le  moyen  des 
formules  du  groupe  d'équations  (579)  de  l'article  571. 

62a.  S\y  représente  le  terme  général  fx  d'une  série, 
il  faudra,  pour  avoir  le  terme  sommatoire  ,  mettre 
dans  l'expression  de  ]Ey ,  obtenue  par  le  moyen  de  l'é- 
quation (635) ,  la  quantité  07  -(-  Ar  à  la  place  de  x. 

Exemple.  Sommer  la  suite  4^  >  4^,  4?  >  53,  etc. 
dont  le  terme  général  effy  =  4i+x(x — 1)  en  pre^ 
nant  Ax  =  1  • 

Nous  avons  Jydx^z^ix-^  =- ,  -^  =  2j?  —  i , 

et     .\'  =  2.  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

(635)  .  il  vient 2y=4.a:  +  ^-^-^-  f  +^ 
-f-T^o:— =^-  +  const.  Réduisant  et  comprenant 

0  12  000 

dans  la  constante  arbitraire ,  la  somme  des  trois  fractions 

jp3  12S 

constantes  ,  on  a  2y  = -=- —  a;*  +  •^"'  *  +  const.  ; 
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[form.  (37),  art  36].  Substituant  ces  valeurs  dans  Té- 
cjuation  (635)  ,  il  vient 

:ilx-s=.xlx  —X Ix  +  -.  —7= etc.  4-  const. 

Mais  Sir  étant  la  somiue  des  x  —  1  premiers  termes 
de  la  suite  h,  h,  15,...  /(a:— 1),  /x;  et  S .  /x  étant  la 
«omme  des  x  premiers  termes  de  la  même  suite ,  on 
a  Six  =.  2/x  ■+•  ix  ',  donc 

Slx=zxlx+'  Ix  —  xH 5 ^       g   y  r^ 

2  *    2.  a. 3.x      0  a.3.4.5x* 

4-  etc.  +  const (a). 

6a4«  Cette  valeur  de  S.lx  finissant  par  diverger  lors- 
qu'on fait  X  =  1  ,  on  ne  peut  déterminer  d'après  cette 
hypothèse  la  constante  arbitraire 5  enfin  la  détermina- 
tion de  cette  constante  présente  des  difficultés  qui  ne 
pouvaient  être  vaincues  que  par  un  géomètre  tel  que 
Euler.  Voici  comment  cet  homme  célèbre  y  est  par- 
venu; il  est  parti  de  ce  beau  théorème  de  Wallis 

T      a.2«4.4'^«6«8.8. 10. 10. 13.  etc.  rcT '^ 

-  ==  — >z  'z  a  a r~ \y^7j  > 

a         1.0.0.5.5.7.7.^.  g. II. 11.  etc. 

que  j*ai  démontré  dans  mes  Mélanges  mathématiques 
par  la  simple  analyse  algébrique,  en  la  réduisant  à 
une  expression  beaucoup  plus  simple  ,  et  qui  se  dé- 
montre aussi  par  les  intégrales  prises  entre  des  limites, 
de  la  manière  suivante. 
Si  rona=i  fait,  dans  la  formule  (i  5 1)  (art.aao)  on  aura 

pourx=orintéçrale /—r==  =.  const.  ;  et  si  Ton 

r,  C   ^'^-c        i.3.5...aa— I   tt 

fait  X  =  i ,  on  aura  /  •= Ti -^«  ;: 

*  J  V^i  — x^        i.a.o...<7.2*     3 

+  const.  )  d*où  on  conclura  qu'entre  les  limites  x  =  o 


Â 
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et  x=i  ,  on  a 

x'^dx         1.3.5. .  .(2g--i)  w 
i/i_«j;»       1 .2.3 q .Q>^  'JL 

■ 1.2.3.  ..(2^ — i)  ?r 

—      / — ^ \P')' 

2.4*» ^9   2 

De  même  faisant  dans  la  formule  (i53)  a  =  1  eti  =  1; 
on  trouvera  qu'entre  les  limites  dex  =  o  eta?=i, 
on  a 

rx"^  -^  'dx 2. 4.6... 2(7  , . 

•/    l/i  — X»  ■--i.3.5...(27+0 

et  divisant  Téquation  (t)  par  celle  (a) ,  il  vient 


.'0*0 


dx 


V \  -^  X* 2.2.4'4-^-^  "  .flqf.2<y 3 

x°^cgx     ""  1 .3.3.5.5.7.7....  (2^—1)  (27—1)  (aq+ 0'  ' 

Mais  le  numérateur  du  premier  membre  de  cette 
équation  devient  égal  à  son  dénominateur  lorsque  g^=i} 
donc  dans  ce  cas  là  ,  mettant  Tunité  dans  le  premier 

membre,  multipliant  Téquation  résultante  par  —,  et 

prenant  les  numérateur  et  dénominateur  du  second 
membre  avec  un  nombre  illimité  de  facteurs  ,  puisque 
d'après  l'hypothèse  de  ç  =  00,  ce  nombre  de  facteurs 
est  interminable,  on  a  l'équation  que  nous  voulions 
démontrer. 

625.  Cela  posé ,  passant   des  nombres    aux  loga- 
rithmes ,  Téquation  (637}  se  changera  en  celle 

/tt— /2r=:a/2  +  2/4+2/6+2/8...  +  2/(2X— 2)+2Z2Xl 
—/l— 2/3— 2/5— 2/7.  .  .^2/(2X— 3;— 2/  (2X— .1)/^^^* 
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dans  laquelle  il  faut  bien  faire  .attention  que  nhx  et 
a/(2x  —  i)  sont  respectivement  les  termes  généraux 
de  la  série  positive  et  de  la  série  négative ,  et  non  les 
derniers  termes  de  ces  série»  qui  sont  interminables  ; 
c*est  ce  qui  aura  de  même  lieu  dans  les  séries  suivantes. 

Actuellement  nous  observerons  que  prenant  a;=00f 
la  formule  (a)  de  Tarticle  6a3  donne 

S./r  ou /i +^2+ /3+  14* . .  +/a:  =  (x+5)/r— X 

-f-  const (i; , 

et  mettant  ax  à  la  place  de  a: ,   il  vient 

/i+/2-f  ^4-/4...+/2a;=:(2x44)'2a: — 2x+const...(c), 

Ajoutant  à  l'équation  (b)  celle  /a +'^+^a  +  /fl.  .- 
:=zxl2 ,  on  a 

/2+/4+/S  +  /8...  +hx={pB+\)lx—x  +  xh 

+  const {d). 

De  Véquation  (c)  retranchant  celle  {d) ,  et  faisant  at- 
tention que  (20:  +  |)/2jc-=  (20; -f  ~)lx  +  (2X+  D/a , 
on  a,  toutes  réductions  faites 

/i+/3+/5+/7...+/(2x— i)=x/x+(x+l)/2— x...(e): 

enGn  doublant  l'équation  {d)  ,  passant  un  des  deux /ax 
dans  le  second  membre ,  de  ce  double  de  {d)  retran- 
chant le  double  de  Téquation  (e) ,  et  faisant  la  ré- 
duction ^  on  a 

Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à 
hr  —  /2  ,  on  a  donc  2  const.  =z  Itt  -{^  h  ,  ou  const. 
=  l  l27r.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a) 
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de  Tarticle  (6a3;  ^  on  a  complètement 


2  â  Q.5,x      6  3.4*5.a;^ 

+  etc.  +  -VaTT. 

Par  le  moyen  de  cette  formule  on  trouve  que  re- 
présentant par  log.  les  logarithmes  tabulaires  ,  c'est- 
à-dire  dans  le  système  qui  a  pour  base  lo  ^  on  a 
log  1  +îog  a4-log3. .. +log  1  ooo ou log[i .3.3.. .10003 
::x^fiSSj,Go/iG^^'2Qi52S;  ainsi  le  produit  de  1.3.3...  100» 
se  compose  de  3568  chiffres  ,  et  il  est  aisé  de  voir  par 
le  moyen  des  tables  >  que  le  nombre  en  question  est 
compris  entre  403387a  suivi  de  sSGi  zéros  et  4033873 
tttivi  da  même  nombre  de  zéros. 

APPENDICE. 

Dans  let  applications  de  la  théorie  des  qnadratnres  [  art.  53)  » 
clAp.  Illysect.  Y],  nous  avons  oublie  qu^à  la  page  217  du 
tomel*!'^  nons  annoncions  que  dans  ce  Calcul  Inte'gral  nous  doiw 
aerîoiia  la  qnadraturede  la  lemnicaste,  fig.  ix  du  Cakal  Différent, 
tîel.  Nous  allons  réparer  cette  oniission. 

Nous  avons  vu  à  l'article  167  que  Téquation  de  cette  courbe  est 

y  =  — 1 ,  donc  d€f{z=zydx)  [equat.  555]= % 

(a*  —  X')- 
d'où«r=const.  —  5 ^  [art.  an].  Mais  lorsque  x=o»  on  a     ' 

a*     .     .                                         a'— (<i'— x*)f 
«=0 ,  donc  const. = -5-  j  ainsi  on  a  complètement  «= 0- ^* 

Si  on  fait  x=:a,  on  a  pour  Paire  d'une  demi-feuille  de  la  courbe 

4r=-r*j  donc  Faire  de  la  lemnicaste  entière  est  égale  à  celle  du 

tiers  du  quarré  form^  sur  Taxe  6G  de  la  courbe. 

VIS  DE  LA  SEPTlàjUE  ET  DERVIÈRE  SECTION  DU  CALCUL  INTEGRAL. 
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afin  qnVUe  pniise  être  transformée  en  nne  équation  ho- 
mogène ,  5x 
349*  Application  à  l'équation  générale  à  trois  termes 

dx  ■+•  dx^f^dx  =  bxi'f^dy  .  .(3o7) ,  5a 

35o.  Lorsque  réqualit>n  de  condition  (3o8)  n'est  pas  «atisfaite, 
on  peut  transformer  Téquation  (307)  en  une  autre  qui 
pourra  être  intégrée  dans  ttn  nombre  infini  de  cas,  54 

35i.  Equation  du  comte  Riccatl ,  et  détermination  de  tous  les 
cas  dans  lesquels  elle  est  séparable ,  55 

35a.  Toute  équation  différentielle  de  la  forme 

dy  =  axrdx  -|-  by^xidx (3i8) , 

dans  laquelle  q  représente  un  nombre  quelconque  diffé- 
xent  de  l'unité,  pourra  se  transformer  en  une  autre  équa- 
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*  "^  tr«+^x)7"^'-+-^/— »-hrr^^ .  .H-lt»- »)'] ^^*'^*' 
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Ikydx^y^^dj  4-^4^=0  l (347) / 

Xj^dï -4- X'4^  4*«iix=oJ 
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9.  38 
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^16  ,4^7*  ^^  intégrations  des  équations 

d^Y       jy^d"^^r\ 

CHAPITRE  m.  JÛe  rintégration  àes  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  entre  deux  variables ,  lors- 
qu'on fait  éprouver  a  ces  équations  certaines  modi- 
fications exigées  par  les  conditions  des  problèmes  qui 
'0ni  donné  li^u  à  de  partiU  calculs  ,   ou  qua  «94 

38.^ 

I 

<.  .  .     .  ! 
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ay-dx"* 'i"  b{p  •+•  qx^dx^^^dy-h  g(p-hqx)*dx'''*d*y 
. .  .'hiP'hqx)'dy  =z\dx^ (449) , 
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44i*  On  peut  toujours  trouver  un  nombre  infini  de  valeurs  dey 
et  de  z  en  fonction  dex,  qui  satisferont  simultimenient 
à  toute  équation  entre  les  trois  variables  x,  r^z,  et  linéaire 
par  rapport  aux  deux  variables  y  et  z,  dont  les  différentielles 
premières  ne  sont  pas  considérées  comme  constantes ,  a65 
44^*  Il  y  •>    un   nombre  infini   de    courbes  à   double  courbure 
qui  satisfont  à  Péquation  considérée  dans    Particle  pré- 
cédent ,  î»66 
443.  Si  Péquation  linéaire  de  Pordre  n  considérée  dans  les  deux 
articles  précédens  appartenait  à  une  surface  courbe,  on 
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en  ïîëduirait  les  équations  primitives  de  ses  traces  sur  le* 
Art.      plans  des  xz  et  dts  jz ,  Page  a66 

444.  Application  des  théories  traitées  dans  les  trois  articles  pré- 

cc^çns  ,  »^- 

445.  Du  cas  où  l'on  cherche  les  valeurs  d'un  plus  grand  nombre       ] 

de  variables  s  ,  u,f ,  z en  fonctions  de  xqui  doivent 

satisfaire  simultanément  à  une  équation  différentielle  de 
l'ordre  n  et  linéaire  par  rapport  aux  variables  s,u,  y, 
a,  etc.,  3(8 

446.  Du  cas  oh  l'on  a  un  nombre  m  de  variables  entre  m  —  i , 

équation  différentielle  de  Tordre  n,  269 

447.  Simplification  du  calcul  indiqué  dans    l'article  précédent, 

lorsque  les  coefficiens  sont  constans ,  271 

448.  Du  cas  oU  outre  les  coefiSciens  constans ,.  on  a  encore  X  =  o 

etXi  =  o,  372» 

449.  Des  cas  où  l'équation  finale  ,  après  l'élimination  de  z  et 

de  ses  différentielles  dans  les  équations  (45i) ,  n'est  que 
du  troisième  et  même  du  second  ordre  j  équations  de 
condition  relatives  à  ces  cas  là ,  375 

450.  Extension  des  méthodes  précédentes  à  un  nombre  quelconque 

d'équations ,  276 

**CHAPITRE  V.  Quelques  obserf^ations  essentielles  sur 
(es  équations  différentielles  de  tous  les  ordres ,  et  nU' 
thodes  que  nous  déduirons  de  ces  observations  pour 
obtenir  plus  facilement  l'intégrale  finale  de  certaines 
équations  différentielles. 

45 1.  Des  problèmes  essentiellement  différens  dans  leurs  énoncés 

qui,  cependant,  ont  une  même  solution,  27t> 

45q.  Toute  équation  différentielle  de  Tordre  n  et  entre  deux  va- 
riables dont  Tune  varie  uniformément  et  l'autre  sans 
uniformité,  a  au  moins  n  premières  intégrales,  378 

453.  Une  pareille  équation  différentielle  a  au  moins  un  nombre 
1 .2.  3. . .«  de  (/i  —  i)'*"»*'  intégrales ,  lesquelles  sont  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre.Toules  les  équa- 
tions différentielles  d'ordres  inférieurs  à  la  proposée,  et  qui 
sont  les  intégrales  de  cette  dernière  équation  ,  étant  consi- 
dén-es  comme  les  traductions  analytiques  d'énoncés  de 
problèmes   différons ,    ont  une  même   solution  ,         280 

454.  IjCS  équations  différentielles  que  nous  considérons,  peuvent 

avoir  plus  de  premières  intégrales  qu'il  n'y  a  d'unités 
dans  Tindice  de  Tordre  de  différentielle  de  ces  équa- 
tions, 281 

455.  Si  i'ou  peut  intégrer  une  première  fois  de  n  manières  dif- 
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fërentes,  une  équation  diffëientielle  de  Tordre  n  ,   telle 
que  celles  que  nous  considérons ,  on  pourra  avoir  Tinte'- 
gralc    finale ,  sans    intégrer  les  équations  différentielles 
Art,       d'ordres  inférieurs  h  n ,  page  7&% 

456.  Moyen  déduit  de  la  théorie  précédente ,  pour  intégrer  dans 
certains  cas  une  équation  difféientielle  inexacte,  sans  être 
obligé  de  chercher  le  facteur  qui  la  rend  une  différen:» 
tielle  exacte ,  a8f 

CHAPITRE  VI.  De  la  résnlution  par  approximation 
des  équations  différentielles  entre  deux  variables  et 
du  second  ordre  qiCon  ne  peu  f  résoudre  exactement  , 
lorsqu^on  éprouve  des  difficultés  insurmontables  pour 
trouver  les  facteurs  propres  à  rendre  ces  équations 
exactement  intégrables. 

^457'  Méthode  générale  pour  résoudre  par  approximation  l'équa^ 
tion  du  second  orrlre  et  linéaire 

d*Y  '^\dfdx-\^Y'^dx*  =  o (4^2)  > 

dans  laquelle  X  et  f  représentent  des  fonctions  quelconques 
de  X,  aS.*» 

'^458.  Application  delà  méthode  précédente  à  la  résolution  par  ap- 
proximation ■  de  l'équation 

ddy  -h  ax^ydx*  =  o (455) ,  a8Ç 

45^.  Solution  du  problème.  Connaissant  Tune  des  deux  in^ 
tégrales  particulières  de  Téquadon  (45a),  que  l'on  ol>tienC 
de  rintégrale  complète  en  faisant  Tune  des  deux  cons- 
tantes c ou  </  =  o  ,  trouver  l'autre  intégrale  particulière, 
et  par  conséquent  l'intégrale  générale  de  la  proposée^  aga 
460  j  4^'*  Résolution  par  approximation  de  l'équation  (4^5)  ,^ 
lorsque  certaines  valeurs  particulières  de  n  et  de  a  com* 
binées  ensemble^  mettent  en  défant  la  méthode  précé- 
dente ,  294 ,  a97 

*^i.  Comment  on  peut  ramener  l'intégration  de  l'équation  du 
comte  Riccati  à  celle  de  l'équation  (455)  ,  3o  » 

'*'463.  Utilité  de  ce  qui  est  démontré  dans  l'article  précédent ,    3qi 

SECTION  IV. 

Supplément  aux  trois  premières  sections* 

CHAPITRE  I.  Intégration  simultanée  de  certains  sys-^ 
l^èntc^  d'équations. 
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Art. 
♦464.  Inlegration  simultanée  des  deux  équations 

{liz^ly)dx-h,Kdz^Ldx==    ^dxj ^*    ^' 

d^ns  lesquelles  A. .  .E,  H. .  .L  représentent  des  quantité» 
constantes  dclenninées,  et  X,  |  des  fonctions  quelconques 
dç  j:  ,  page  3o3i 

'»*465,  *466,  ^467,  468  ,  469.  Examen  des  cas 

oii   &  étant  de  signes  1  f,,     =},  *,  3o6 

^       lonaJ4iTO.     i(a  — »)»  ^ 

coHiraîres  J         |         >)  ^og 

,    ,       ,     ,        .      ^  rDL  =  EK,  3ia 

ou  dans  les  équahons  I  I  _.„        ^^  o., 

}ona<DH=AK,  3n 

(4^^^^  i         IbL=EI,  ibid. 

470.  Intégration  simultanée  des  trois  équations 

{Az  -h  Bjr  -+-  Ct)dx  -+-  D«f2  -+-  Edy  +  G^«  =  X^fj:. 

(Hz  +  1/  -h  ^t)dx  -^Ldz  -4-M</j--+-Nrf«  =  X'4j  L.  .(479),  Zix 

(Oz  -+-  P^-  -4-  Q«}^  -t-  R^z  +  S^iy  -+-  Tdt=X''dx^ 

471.  Scolie,  3 14 
'^473-  Intégration  simultanée  des  deux  équations  différentielles  du . 

second  ordre 

(Ax'^^z)dx^^{Cdf-hr>dz)dx-^Ed*y-^Rd»z=:Xdx^y^     //ta  ^^  q  / 
(Ljr-+-K2)</^»-*-(Lrfr+M</z)£ix+Nrf»x+0i/"z=?rfjc»  j  '"^^^^^'  ^^^ 
■•'473.  Idem.  De 

(A/4-Bz-+-D)é/x»-+-Erf»7-4-HJ»z  =  o>  ^ 

(If  H- Kz-f-L)rf:r«-+.MJy-f-Nd>z=  o (*  "  ' ^"^  ^^  '  '^ 

*474*  Examen  du  cas  où  ^'  et  ^'^  sont  négatives ,  321 

'''*475-  Les  formules  d'intégrations  simultanées  trouvées  dans  les 
denx  articles  précédens ,  ne  peuvent  servir  lorsque  les  va- 
leurs (le  C^  et  de  C  sont  réelles  et  égaies  ,  et  lors  qu'elles 
sont  imaginaires  ,  nous  trouvons  des  formules  générales 
qui  peuvent  servir  dans  tous  les  cas  possibles ,  SqS 

■**47^-  ^<i^^  prouvons  que  les  deux  formules  trouvées  dans  Far- 
ticle  précédent,  satisfont  au  cas  deC^  =  C,  326 

"^^4:7.  Et  au  cas  de  C  ei  C''  imaginaires  ,  SaS 

4; 8.  Examen   du    cas    où    dans  les    équations    (  482  )  ,    on    a 
AM  =  El ,  33o 

CHAPITRE  II.  Intégration  de  certaines  équations  dif^ 
férentielles  du  premier  ordre  entre  deux  -variables  et 
séparées,  dont  on  obtient  les  intégrales  algébriques , 
quoique  la  fonction  différentielle  de  chacune  de  ces. 
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deux  variables  étant  considérée  isolément ,  ne  puisse 
sUntégrer  algébriquement ,  et  que  ces  deux  fonctions 
ne  puissent  s'intégrer  en    même  temps  par  les  loga^ 
Art.       rithmes ,  ou  par  les  arcs  de  cercle, 

479.  Intégration  algébrique  de  réqaation 

^ dx df 

^[ax^'^bx^-\-ex^'^hx-^m]'~  y/[ay^-^bf^-^ef*'{'hy+m'\  ^^^^'* 
dont  chacan  des  membres,  considère'  isole'ment,  ne  pour^ 
rait  s'intégrer  ni  alge'briqueraent ,  ni  par  les  logarithmes, 
ni  par  les  arcs  de  cercle ,  page  33ï 

480.  Intégration  algébrique  dVquations  qui  sont   dans  des  cas 

semblables  à  celle  qu'on  a  intégrée  dans  l'article  précé- 
dent ,  336 
*  Remarqué ,  337 
'^4^1.  Intégration  algébrique  de  deux  équations  qui  sont  dans  les 
mêmes  cas  que  les  précédentes ,  mais  dans  lesquelles  les 
variables  x  et  y  sont  élevées  à  des  puissances  ^  4  j     ^^ 

CHAPITRE  III.  Des  intégrales  et  solutions  particulières 
des  équations  différentielles  d^ordres  supérieurs, 

4S2  f  4^*  Définition  de  ces  intégrales  et  solutions  particulières^ 
avec  le  moyen  de  parvenir  de  l'intégrale  finale  à  l'équa- 
tion différentielle  de  l'ordre  n,  dont  elle  est  Tintégralc, 

341 

484>  Méthode  pour  déduire  de  l'intégrale  finale  d'une  équation 
différentielle  de  l'ordre  n ,  toutes  les  solutions  particulières 
de  la  proposée.  Les  recherches  dont  on  s'est  occupé  dans 
cet  article  ,  conduisent  au  principe  que  la  solution  parti- 
culière la  plus  étendue  que  puisse  avoir  une  équation 
différentielle  de  l'ordre  n,  ne  saurait  être  exprimée  par 
une  équation  primitive  contenant  plus  de  n —  i  cons- 
tantes, 343 

485,  486.  Remarques  sur  certains  cas  pour  lesqneb  la  méthode 
enseignée  à  l'article  484  >  se  simplifie  beaucoup  ,346,347 

487.  Méthode  extraite  d'un  savant  mémoire  de  Legendre,  pour 

déduire  directement  de  l'équation  différentielle  proposée 
ses  solutions  particulières ,  347 

488.  Caractère  des  solutions  particulières  ,  349 

489.  LVquation  âr  =  const. ,  qui  satisfait  ^  toutes  les  équations 

différentielles  entre  y  eix ,  ne  doit  pas  être  mise  au  nom- 
bre des  solutions  particulières ,  35o 

490.  Application  des  théories  précédentes ,  ibid. 
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Art. 

491*  Les  solatîons  particulières  des  ëqnations  diffërentielles  d^am 
ordre  quelconque,  ne  sont  pas  toujours  les  solutions  par* 
ticulières  des  différentielles  de  Tcquation  proposée  ,  ou 
de  ses  intégrales  de  tous  les  ordres ,  page  353 

492*  Recherche  des  solutions  particulièies  et  simultanées  d*un 
système  de  m  équations  différentielles  d^un  ordre  quel- 
conque entre  m  -f- 1  variables  ,  355 

CHAPITRE  IV.  De  l'intégration  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre, 

493,  494'  Définition  et  notation  ,  358,  359 

495.  De  Tordre  des  équations  aux  différentielles  partielles,  36o 

496.  De  rintégration  des  équations  aux  différentielles  partiel4es 

et  linéaires  du  premier  ordre  dans  quelques  cas  parti- 
culiers ,  36x 

''^497*  Intégration  de  ces   mêmes  équations  dans  le  cas  le  plus 
général ,  36a 

^^49^*  D'un  cas  particulier  oh  Tintégration  pourrait  s'effectuer 
comme  dans  le  cas  général ,  mais  qui  s\)btient  bien  plut 
aisément  par  une  méthode  que  nous  faisons  connaître  dans 
cet  article ,  369 

499*  Manière  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  variables 
qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rentielles partielles ,  lorsque  ces  dernières  équations  ont 
pour  objet  quelque  point  d'analjbe  appliquée ,  3^2 

5oo.  Intégration  de  Tcquation  , 

f'z^Fifrz) (5i8),  373 

'*'5oi.  Intégration  des  équations   aux  diifcrentielles  partielles   du 
premier  ordre  à  quatre  variables  ,  3'^S 

502.  Où  .l'on  généralise  l'analyse  précédente  aux  équations  aux 

différentielles  partielles  linéaires  du  piemier  ordre,   ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  variables,  38o 

503.  Int'gration  des  équations    aux  différentielles  partielles  du 

premier  ordre  ,  qui  ne  sont  pas  linéaires,  38i 

*      Remarque ,  383 

CHAPITRE  V.  Intégration  des  équations  aux  différent 
tielles  partielles  du  second  ordre  à  trois  variables. 

5o^.  Notions  préliminaires,  383 
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6o5.  /-T — 

dy* 

dr'z 


5o6. 

'^5<>7.  Im^rations 
des 


=  H. 


=  H. 


dydx 

d^rz   -.  drz 


djr^  dy 


(5>4)» 

page  384 

(5a6), 

385 

(5a8) , 

ibid. 

-M  »  M         /  ï  dyz  dxz 

*5o8.      iJquauoiM   j^-_±=D-^ (53o)^  386 

Sog.  iZ-arz  =a^f^'z (532),  ibid. 

*5io.  I/*-^^  z=za^fr'z ^534),  389 

5n.  |y«/«  =D/r«-hH...(536),  890 

5ia.  Vy>,^  =E/'z-hH...(538),  391 

5i3.  Du  cai-oii  dans  les  équations  qu'on  a  traitées  précédemment, 
les  lettres  capitales  renfermeraient   la   variable   princi- 
pale z ,  ibid. 
"^Si^f  5i5.  Intégrations  des  équations 

fr*z  =  Ef'z  -h  Hz (54f.),  39a 

fr'z-h  Dfrz-hEf'z = o . . . (540 ,  394 

5x6,  Etïuat  donnée  la  différentielle  du  second  ordre  d*z  d'nnefonc- 
-tion  z  de  deux  variables  t  et  u  par  rapport  à  ces  va- 
Viables ,  nous  trouvons  d'après  Euler ,  la  valeur  de  la 
même  différentielle  d^z  par  rapport  à  deux  nouvelles  va- 
riables X  et  y  qui  ont  avec  ccUes  f  et  u  des  relations 
semblables  h  celles  qui  existent  entre  ces  deux  dernières 
variables  et  celle  z ,  396 

*5i7.  Intégration  de  l'équation  x^f^'z — f»rz  =0,  dans  laquelle 
X*  représente  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  / ,       398 
5i8.  Inté|;ration  de  la  même  équation  lorsque  x  est  en  outre  une 
fonction  de  f^'z  et  de  frz ,  4**** 

'''^519.  Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  da 
second  ordre,  prises  dans  toute  leur  généralité  et  lescoeflG- 
ciens  pouvant  être  des  fonctions  quelconques  de  x  ,  j^, 

CHAPITRE  VI.  Quelques  notions  sur  les  intégrations 
des  équations  différentielles  partielles  des  ordres  su- 
périeurs an  second ,  et  sur  les  solutions  particulières 
des  équations  aux  différentielles  partielles  de  tous  les 
ordres. 

5'29,  E<juations  aux  différentielles  partielles  de  Tordre  m-^n,  qu'on 
intègre  par  le  moyen  des  intégrations  d'équations  de  même 
espèce  oui  ne  sont  que  de  Tordre  m,  4^7 
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Art. 

533.  Idem,  Poar  les  courbes  polaires ,  page  ^\i 

CHAPITRE  III.  De  la  quadrature  des  surfaces  courbes 
et  de  la  cubàture  des  volumes  terminés  par  de  pa- 
reilles surfaces, 
^534*  Blxpre.sslon   géne'rale  des  aires  des   surfaces  courbes  quel- 
conques )  44^ 
535.  Idem.  Dts  surfaces  de  re'volution  ,                                  449 
*5iQ,  Delà  cubàture  d^un  volume  quelconque  termiDee  par  une 
surface  courbe  ,  45a 
537.  Idem.  Des  solides  de  révolution  »                                      4^4 
CHAPITRE  IV.  Application  du  Calcul  intégral  a  quel- 
ques questions  et  théories  générales  de  Géométrie. 
533>  Des   trajectoires  en  ge'ne'ral  et  des  trajectoires  orthogonales. 
Applications  aux  lignes  du  second  deqre' ,  et  à  la  ligne 
droite  tournant  autour  d^un  point  fixe^                      4^6 

539.  De  la  tractoire,  4^3 

540.  Solution  un  problème.  Ëtant  donnée  une  équation  de  re- 

lation entre  la  rectification  d'un  arc  de  courbe  inconnue , 
et  les  coordonnées  correspondantes  à  rextrémitc'  de  cet 
arc,  trouver  l'équation  de  la  courbe  ,  4^ 

541*  Des  courbes  dont  les  équations  primitives  satisfont  à  un 
nombre  infini  d'équations  différentielles  ,  ibid* 

%\i.  Des  solutions  particulières  des  problèmes  de  géométrie,  4^7 

SECTION  VI. 

Calcul  des  variations^ 

CHAPITRE  I.  Introduction. 

£i4^'  Définition  et  notation  ,  47* 

544*  I'^  différence  d'un  ordre  quelconque  de  la  varîatioh  d'une 
variable ,  est  égale  à  la  variation  de  la  différence  du  même 
oriire  de   la  variable,  47' 

545.  Démonstration  d^m  théorème  analogue  au  précédent  ,  re«> 
lativemont  aux  différentielles  des  variations  et  variations 
des  différentielles  ,  47* 

^Q.  La  variation  de  Tintégrale  d^un  ordre  quelconque  d'une 
fonction  différentielle  ,  est  égale  à  l'intégrale  du  même 
ordre  de  la  variation  de  la  fonction  différentielle  ,     ibidm 

647*  De  la  variation  des  formules  différentielles ,  47^ 

CHAPITRE  II.  Méthode  des  variations  dans  les  ques  > 
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fions  de  maximis  et  minimis  lorsque  la  fonction  âif* 

férentielle  proposée  n^est  qi^entre  deux  variables  ,  et 

qu'une  de  ces  variables  varié  pour  une  même  valeur 

Art.       de  Induire.  .  pag. 

648-  Considérations  générales  sûr  la  méthode  des  vanationt ,  47^ 

549.  Instti&sailce  dés  méthodesenseignées  dans  la  première  partie' 

de  cet  Onvrage ,  pour  trouver  les  extrêmes  grandeurs  » 
lorsqu^on  ne  connaît  aucune  relation  entre  ^  et  x ,  4?^ 

550.  Démonstration  ^e  la  variation  d'un  ordre  quelconque  de 

rintégrale  d'une  fonction  différentielle ,  est  <%ale  à  Pin- 
tégrale  de  la  variatioli  ,du  même  ordre  de  la  fonction 
difliirentieile)  479 
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